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微分 几何 及 其 应 用 


本 书 是 优秀 的 微分 几何 教材 ， 内 容 广泛 ， 不 但 包含 该 领域 的 经 典 理论 ， 同 时 还 
引入 了 计算 机 代数 系统 Maple 的 内 容 以 及 微分 几何 在 现代 生活 中 的 实际 应 用 。 本 书 主 
要 介绍 了 变 分 法 、 最 优 控制 理论 以 及 微分 几何 ， 并 通过 这 些 重要 的 概念 帮助 读者 理 
解 生 活 中 的 各 种 现象 ， 例 如 肥 气 膜 的 形成 以 及 质点 在 曲面 上 的 运动 等 ， 具体 内 容 涉 
及 常平 均 曲 率 、 完 整 性 与 高 斯 - 博 内 定理 、 极 小 曲面 、 变 分 法 与 几何 等 。 此 外 ， 本 书 
包含 大 量 的 练习 ， 给 出 了 相应 的 提示 和 解答 ， 并 提供 了 一 系列 的 例子 、 定 义 以 及 注释 。 

本 书 可 作为 高 等 院 校 数学 专 : 业 以 及 其 他 理 [C 科 专业 的 微分 几何 教材 。 对 于 专业 
人 员 而 言 ， 本 书 也 极 具 参考 价值 。 二 Sr 


| John Oprea 美国 死 利夫 芋 州 立 大 学 数学 系 教授 ， 从 事理 论 研究 多 
四 年， 并 具有 丰富 的 教学 经 验 ， 主 要 研究 方向 为 代数 拓扑 学 在 几何 
学 上 的 应 用 。 
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陈 智 奇 FE 译 


本 书 是 优秀 的 微分 几何 教材 ， 人 在 研究 微分 几何 理论 的 基础 上 ， 给 出 了 微分 几何 在 力学 、 
工程 等 学 科 上 的 大 量 应 用 . 另外 ， 本 书 引 人 了 计算 机 代数 系统 一 一 Maple， 利用 它 不 仅 简化 了 
计算 ， 而 且 还 绘制 了 大 基 图 形 ， 从 而 可 以 更 加 直观 地 理解 微分 几何 的 理论 . 此外， 本 书 还 包 
含 大量 习 题 ， 并 给 出 了 相应 的 提示 和 解答 . 

本 书 内 容 广 泛 ， 实 例 丰 富 ， 讲 解 深入 浅 出 ， 可 作为 高 等 院 校 数学 及 相关 专业 的 微分 几何 
教材 ， 同 时 也 可 作为 专业 人 员 的 参考 书 . 
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`~ 
译 者 & 
微分 几何 学 的 产生 和 发 展 是 与 数学 分 析 密 切 相连 的 ， 在 这 方面 做 出 贡献 的 有 瑞士 数学 家 欧 
拉 ， 法 国 数学 家 蒙 日 ， 德 国 数学 家 、 天 文学 家 和 物理 学 家 高 斯 ， 德 国 数学 家 克 莱 因 等 等 ， 经 过 
UE 300 年 的 发 展 ， 微 分 几何 逐渐 成 为 数学 中 独 具 特 色 、 应 用 广泛 的 独立 学 科 . 
微分 几何 以 曲线 和 曲面 作为 研究 对 象 ， 在 力学 和 一 些 工程 技术 问题 方面 有 着 广泛 的 应 用 . 
本 书 是 一 本 优秀 的 微分 几何 教材 ， 在 研究 微分 几何 理论 的 基础 上 ， 给 出 了 微分 几何 在 力学 、 工 
程 等 学 科 上 的 大 量 应 用 ; 反 过 来 ， 这 些 应 用 也 加 深 了 读者 对 微分 几何 的 理解 ， 另 外， 本 书 引 入 
了 计算 机 代数 系统 一 一 Maple， 利 用 它 不 仅 简化 了 计算 ， 而 且 还 绘制 了 大 量 图 形 ， 从 而 可 以 更 
加 直观 地 理解 微分 几何 的 理论 ， 此 外 ， 本 书 还 包含 了 大 量 习 题 ， 给 出 了 相应 的 提示 和 和 解答， 并 
提供 了 一 系列 的 例子 、 定 义 以 及 注释 . 
微分 几何 课程 是 数学 与 应 用 数学 专业 的 专业 基础 课 ， 是 由 初等 几何 通 往 现代 几何 过 程 中 的 
必修 课程 ， 本 书 内 容 广泛 ， 条 理 清 晰 ， 浅 显 易 懂 ， 图 文 并 茂 ， 可 作为 高 等 院 校 数学 、 物 理 、 工 
程 学 、 化 学 、 生 物 和 哲学 等 专业 学 生 的 微分 几何 教材 ， 同 时 也 可 作为 专业 人 员 的 参考 书 . 
微分 几何 在 各 方面 的 应 用 是 本 书 的 一 大 特色 ， 但 同时 也 给 翻译 带 来 了 一 些 麻烦 ， 因 为 我 们 
本 身 水 平 有 限 ， 所 以 翻译 当中 难免 有 不 其 妥当 之 处 ， 非 常 欢 迎 读者 批评 指正 . 
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第 1 版 前 言 


我 们 应 该 怎样 教育 今天 的 大 学 生 ， 我 们 应 该 教 他 们 什么 知识 ， 才 能 使 他 们 今后 在 从 事 数学 
相关 领域 的 职业 时 做 好 准备 ? 我 们 怎样 帮助 他 们 实现 从 微 积分 和 线性 代数 这 样 的 基础 数学 到 纯 
粹 数学 和 应 用 数学 中 更 抽象 方法 的 飞 路 ? 有 一 门 学 科 能 够 使 学 习 数 学 的 学 生 步 人 到 更 高 的 一 个 
发 展 层次 ， 这 门 学 科 是 立竿见影 的 、 直 观 的 、 可 计算 的 、 有 用 的 和 路 学 科 的 ， 最 重要 之 处 在 于 
ERAGE. 当然 ， 我 们 这 里 所 涉及 的 是 一 门 有 着 悠久 和 奇妙 历史 的 学 科 一 一 微分 几何 ， 它 间 时 
又 是 一 门 在 许多 领域 不 断 发 现 有 新 应 用 的 学 科 ， 从 机 械 设计 到 四 维 流 形 的 分 类 ， 到 自然 基本 力 
理论 的 创造 ， 再 到 DNA 的 研究 . 

微分 几何 是 一 门 向 更 抽象 的 数学 及 其 应 用 过 渡 的 转型 学 科 ， 这 门 学 科 让 学 生 看 到 数学 的 本 
质 一 一 数学 并 非 大 学 标准 课程 表 中 罗列 的 分 门 别 类 的 课程 ， 而 是 一 个 涵盖 了 几何 、 微 积分 、 线 
性 代数 、 微 分 方程 、 复 变 函 数 、 变 分 法 和 各 种 科学 概念 的 综合 性 的 学 科 整 体 ， 微 分 几何 不 只 是 
对 数学 专业 的 学 生 有 用 ， 而 且 包含 理工 科 专 业 学 生 所 需要 的 技巧 和 方法 . 并且 ， 学 科 本 身 并 不 
是 完全 量化 的 . 换 名 话说， 我 们 可 以 得 到 一 系列 的 结果 ， 其 中 有 些 仅 仅 依赖 于 计算 ， 而 有 些 则 
需要 相当 抽象 地 证 明 . 这 样 ， 学 生 就 逐步 从 计算 向 思考 过 渡 . 

利用 像 Maple 和 Mathematica 这 样 的 计算 机 代数 系统 ,我 们 有 机 会 观察 把 这 些 思想 融合 在 
一 起 的 各 种 概念 和 结构 .事实 上 ， 通 常 的 做 法 是 ， 结 果 的 图 形 化 表示 应 该 与 其 中 包含 的 数学 理 
解 齐头并进 ， 例 如， 在 第 5 章 ， 我 使 用 Maple 来 表示 曲面 上 的 测 地 线 ， 这 就 要 求 理解 微分 方程 
组 的 数值 解 并 显示 其 解 . 而且， 对 于 这 个 例子 来 说 ， 表 示 并 不 是 一 个 单纯 的 计算 机 技巧 的 体 
现 ， 而 是 准确 地 阐述 不 同 的 现象 ， 例 如 我 们 可 以 用 克 莱 罗 关系 来 描述 测 地 线 上 的 有 界 性 问题 . 
用 计算 机 代数 系统 理解 概念 和 解决 问题 还 有 很 多 好 处 ， 例 如 ， 绘 制 测 地 线 的 程序 修改 以 后 可 以 
用 来 显示 在 曲面 上 运动 的 质点 的 运动 方程 .第 7 章 就 是 这 样 做 的 ， 同 时 描述 了 与 变 分 法 和 最 优 
控制 有 关 的 程序 . 在 第 1、2、3、5、7 章 的 后 面 几 节 ， 我 们 解释 了 如 何 应 用 Maple 来 刻画 微分 
几何 的 结构 .这 些 章节 可 以 作为 一 个 非 正式 的 Maple 指南 ， 而 不 仅仅 是 程序 的 排列 ， 对 于 读者 
来 说 ， 这 样 做 既 有 优点 又 有 缺点 .优点 在 于 书 中 有 使 用 中 某 些 陷 阱 的 小 小 提示 以 及 避免 这 些 陷 
阱 的 方法 ， 缺 点 在 于 其 中 难免 带 有 我 个 人 的 喜好 色彩 ， 而 且 我 并 非 一 位 Maple ER. KEPI 
绍 的 Maple 的 特性 ， 任 何人 可 以 使 用 .在 这 里 ， 我 之 所 以 用 Maple 而 不 是 用 Mathematica 来 编 
程 ， 是 因为 我 个 人 认为 对 于 学 生来 说 ， 学 习 Maple 更 容易 .如果 你 倾向 于 使 用 Mathematica, 
你 可 以 毫 不 费劲 地 将 书 中 的 Maple 程序 转换 为 Mathematica 程序 ,或 者 你 可 以 在 [Gra93] 中 找 
到 大 量 用 Mathematica 编写 的 几何 程序 和 例子 . 

尽管 这 里 用 到 了 计算 机 代数 系统 ， 但 是 从 19 世纪 的 观点 来 看 ， 本 书 依然 是 传统 的 ， 所 不 
同 的 是 ， 我 在 这 本 书 的 写作 过 程 中 有 意 地 加 进 了 一 些 我 认为 是 理科 专业 和 数学 专业 的 学 生 应 该 
知道 的 资料 ， 例如， 虽然 克 菜 罗 关 系 或 雅 可 比 定理 等 力学 现象 的 描述 以 及 傅 科 摆 这 样 的 力学 现 
象 的 几何 描述 等 知识 可 以 在 一 些 高 级 教科 书 ( 例 如 [Arn78] 和 [Mar92]) 中 找到 ， 但 是 出 现在 本 
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科 生 的 教科 书 中 ， 我 相信 这 还 是 第 一 次 .即使 在 单独 处 理 数学 问题 的 时 候 ， 我 也 会 主动 地 加 上 
一 些 应 用 (不 管 是 不 是 属于 数学 方面 )、 事实 上 ， 这 对 于 区 分 物理 (例如 肥皂 膜 ) 和 数学 (例如 极 
小 曲面 ) 是 很 有 帮助 的 . 

这 本 书 最 初 是 为 半 学 期 的 微分 几何 课程 设计 的 ， 事实 上 ， 我 为 数学 、 物 理 、 工 程 学 、 化 
学 、 生 物 和 和 哲学 等 专业 的 学 生 开 设 过 这 门 课程 ， 当 时 ， 我 讲授 第 1 一 7 章 . 当然 ， 并 不 是 讲授 
这 七 章 的 所 有 内 容 ， 而 是 着 重 讲授 其 中 的 部 分 章节 ， 然 后 要 求学 生 完 成 包含 其 他 部 分 的 作业 . 
例如 ， 学 生 做 过 关于 渐 伸 线 、 设 计 齿 轮 、 利 用 曲率 和 挠 率 构造 曲线 、Enneper 曲面 和 此 曲面 面 

的 极 小 值 、 极 小 曲面 上 的 测 地 线 ， 以 及 相对 论 中 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 等 方面 的 研究 ， 很 多 
时 候 ， 学 生 掌 握 的 知识 已 经 超出 这 本 书 涵 盖 的 内 容 ， 我 也 因此 扩展 了 自已 的 知识 . 在 此 ， 向 他 
们 表示 感谢 . 这 本 书 不 仅 可 以 作为 半 学 期 或 一 学 期 微分 几何 课程 的 教科 书 ， 而 且 也 可 以 作为 一 
学 年 的 教科 书 ， 作 为 一 学 年 的 教科 书 ， 就 可 以 讲授 所 有 的 章节 ; 作为 半 学 期 或 一 学 期 的 教科 
P, 我 推荐 讲授 上 面 提 到 的 章节 ， 当 然 也 可 以 根据 需要 进行 选择 . 

关于 这 本 书 的 题材 布局 ， 有 两 点 需要 说 明 . 第 一 ， 习 题 穿插 在 正文 当中 . 因此， 习题 就 成 
为 正文 的 重要 组 成 部 分 ， 同 时 也 就 不 容易 被 发 现 . 读者 在 学 习 这 本 书 的 时 候 ， 至 少 要 了 解 这 些 
习题 。， 第 二 ， 我 对 正文 的 定理 、 引 理 、 例 子 、 定 义 和 评 论 的 顺序 的 处 理 同 LaTeX 是 一 样 的 : 

我 要 特别 感谢 以 下 几 位 学 生 . Rob Clark 最 先 引起 我 对 极 小 曲面 的 兴趣 ， 他 同 Jack Chen 
一 起 向 我 展示 了 如 何 用 计算 机 (例如 Ken Brakke 的 Evolver 程序 ) 来 区 分 曲面 “ 极 小 的 >” 和 “调和 
的 "性质 . Laszlo Ilyes 提供 了 许多 用 于 最 优 控制 的 Maple ER. iii Carrie Kyser 把 我 最 初 写 的 
可 笑 的 “ 测 地 线程 序 ” 修 改 成 奇妙 的 和 雅致 的 程序 ， 结 果 同 我 想 要 做 的 完全 一 样 .Sue Halamek 
MIRREN DET HAM LE, UR PER, ARBRE SN TR. 
感谢 上 面 提 到 的 学 生 ， 感 谢 所 有 期 待 着 这 本 书 出 版 的 学 生 ! 

感谢 我 的 朋友 Allen Broughton， 是 他 首先 用 我 的 手稿 讲授 这 门 课程 ， 并 使 之 完善 ， 他 还 
最 先 探索 使 用 Maple 来 刻画 微分 几何 ， 并 且 负 责编 写 计 算 曲 率 等 第 一 批 程序 .如 果 没 有 Joyce 
Pluth 在 TEX 方面 的 技能 ， 那 么 上 面 所 提 及 的 手稿 还 是 原来 的 样子 ， 她 把 这 些 手 稿 输入 电脑 并 
且 不 厌 其 烦 地 给 我 讲解 TEX 中 的 一 些 复杂 问题 ， 直 到 我 可 以 自己 使 用 TEX. 感谢 Elaine Hoff 
和 Dena Jones， 他 们 热心 地 帮助 我 复印 、 校 对 和 剪贴 .感谢 克利 夫 兰 几何 /拓扑 研讨 班 的 所 有 
成 员 ， 他 们 参与 了 有 关 本 书 各 部 分 的 大 量 讲座 . 

RE, RHET Jan 和 女儿 Kathy， 没 有 她 们 的 帮助 、 支持 和 理解 ， 就 不 可 能 出 版 这 本 
书 ， 谢 天 谢 地 ， 我 的 电脑 终于 放假 了 ! 


John Oprea 


oprea@ math. csuohio. edu 


第 2 版 前 言 


第 1 版 出 版 以 后 ， 我 收 到 很 多 人 提出 的 评论 、 建 议和 修正 .很 抱 菊 ,我 不 能 把 所 有 这 些 都 
补充 到 第 2 版 ， 其 中 一 个 原因 就 是 这 本 书 是 面向 本 科 生 的 ， 我 认为 有 一 些 主题 超出 了 本 科 生 所 
能 理解 的 范围 .我 从 发 给 我 的 评论 当中 学 到 了 很 多 知识 ， 这 也 算是 写 这 本 书 所 得 到 的 奖赏 吧 ! 
因此 ， 我 要 感谢 以 下 各 位 ， 他 们 除了 应 尽 的 职责 之 外 ， 还 提出 通常 属于 更 广 范围 内 的 评论 ， 
David Arnold, David Bao, Neil Bomberger, Gary Crum, Dan Drucker, Lisbeth Fajstrup， 
Karsten Grosse-Brauckmann, Sigmundur Gudmundsson, Greg Lupton, Takashi Kimura, Jaak 
Peetre, Ted Shifrin, Peter Stiller. 

第 2 版 纠正 了 第 1 版 中 排版 上 和 数学 上 的 错误 ， 也 加 入 了 一 些 新 的 内 容 . 近 几 年 ， 因 为 椭 
圆 函数 在 微分 几何 和 变 分 法 中 的 应 用 越 来 越 多 ， 所 以 我 在 这 一 版 中 加 入 了 一 些 这 方面 的 简要 介 
A. 这 本 书 中 关于 椭圆 函数 最 主要 的 应 用 是 波状 体 和 Mylar 气球 的 显 式 参数 的 求 导 ， 这 样 的 显 
式 参 数 化 法 也 可 以 确定 微分 几何 的 不 变量 ， 例 如 ， 高 斯 曲率 和 测 地 线 分 析 . 当然 ， 这 里 要 用 到 
Maple， 椭 圆 函数 的 这 部 分 应 用 是 我 和 Ivailo Mladenov 合作 工作 的 精华 部 分 ， 在 此 我 要 对 他 在 
这 方面 提供 的 真知 灼 见 和 对 本 书 的 辛勤 奉献 表示 感谢 . 

在 第 2 版 中 ，Maple 的 作用 不 仅仅 是 为 了 画图 ， 而 是 为 了 用 计算 机 来 展示 一 些 奇妙 的 现 
象 ， 在 将 本 书 从 第 1 版 AMS-TeX 转换 为 第 2 版 LaTeX2e 的 过 程 中 ， 充 分 证 明 Maple 更 容易 
fe A Postscript 文件 ， 所 以 在 这 一 版 中 增加 了 很 多 图 片 ， 这 些 图 片 都 是 我 用 Maple 8 生成 的 . 
只 要 阅读 了 每 章 最 后 关于 Maple 的 章节 ， 你 就 能 明白 这 些 图 片 是 怎样 生成 的 ， 因 为 Maple 在 
Mi 些 命令 ， 所 以 第 1 版 中 的 程序 需要 大 量 修 订 以 后 才能 在 Maple 8 中 运 
malas Maple 再 次 升级 不 会 出 现 这 样 的 情况 . 如果 这 本 书 中 的 程序 在 新 的 版 本 中 运行 
时 产生 请 ， 你 可 以 升级 Maple. 需要 注意 的 是 ，Maple 不 再 支持 “linalg” 包 ， 而 是 支持 
en ee Alee rat 本 书 中 所 有 的 Maple 程序 ， 我 都 进行 了 相应 的 修改 .我 想 不 论 Maple 怎 
么 升级 ， 这 些 命令 在 一 段 时 间 内 是 不 会 改变 的 ， 而 且 不 论 怎么 变 ， 这 本 书 以 研究 微分 方程 的 
解 作 为 研究 微分 几何 的 核心 内 容 是 不 会 改变 的 ， 正 因为 这 一 点 ，Maple 通过 它 的 “dsolve” 命 
令 以 及 可 以 给 出 微分 方程 的 显 式 解 和 数值 解 而 在 微分 几何 的 研究 当中 起 着 越 来 越 重要 的 
作用 . 

最 初 ， 这 本 书 是 为 半 学 期 或 一 学 期 的 课程 设计 的 ， 讲 授 曲线 和 曲面 的 几何 学 ， 然而， 今天 
的 课程 已 经 超出 这 个 范围 ， 所 以 我 愿 对 尚未 制定 教学 大 纲 的 老师 提供 一 些 建 议 ， 如果 作为 一 学 
期 来 用 ， 建 议 讲授 第 1、2、3 章 以 及 第 5 章 的 前 半 部 分 ， 这 部 分 包括 基本 的 曲线 和 曲面 几何 
学 ， 同 时 介绍 各 种 曲率 以 及 利用 以 上 思想 研究 测 地 线 ， 如 果 是 我 教授 这 门 课程 ， 我 会 尽 可 能 地 
用 Maple 把 几何 概念 直观 化 ， 也 会 把 类 似 于 5.7 节 在 工业 上 的 应 用 这 样 的 资料 作为 这 个 学 期 学 
生 的 研究 课题 . 如果 作 为 两 个 学 期 来 用 ， 第 一 个 学 期 同上 ， 第 二 个 学 期 可 以 讲授 第 5 章 的 后 半 
部 分 以 及 第 6、?7 章 ， 但 是 不 讲授 第 4 章 的 极 小 曲面 和 第 8 章 的 高 维 几何 学 部 分 ， 学 完 这 部 分 ， 
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在 变 分 法 的 意义 下 ， 学 生 们 将 会 见 到 高 斯 - 博 内 、 完 整 性 以 及 一 类 几何 重 现 ( 和 一 点 力学 知识 ). 
作为 一 门 课程 ， 肯 定 存在 不 同 于 上 面 提 及 的 讲法 ， 当 然 ， 这 需要 读者 自己 去 挖掘. 


John Oprea 
oprea@ math. csuohio. edu 
j- oprea@csuohio. edu 
www. csuchio. edu/math/oprea 
iE: Maple 9 于 2003 年 夏天 诞生 ， 本 书 中 所 有 的 程序 都 用 Maple 9 做 过 测试 ， 所 有 命令 和 
程序 除 少数 外 ， 都 可 以 运行 。3.8 节 中 的 下 列 代码 是 用 函数 g 和 及 定 义 一 个 旋转 曲面 . 


> h:=t->h(t);g:=t->g(t); 
h:=h 
Big 
> surfrev:=[h(u)*cos(v) ,h(u)*sin(v) ,g(u)); 
sur frev := [h(u)cos(v) ,hCu)sin(v) .g(u) | 


这 个 程序 在 Maple 8 中 可 以 运行 ， 在 Maple 9 中 运行 时 系统 会 提示 在 公式 “surfrev” 中 套用 
的 递归 次 数 太 多 .这 时 ， 不 定义 g Mh, HENX surfrev BPT. 4.9.24, 4.9.3 节 和 4. 9.4 
节 中 的 程序 也 遇 到 同样 的 定义 问题 ， 解 决 的 办 法 也 相似 ， 


致 读 者 

在 学 习 一 门 数学 课程 的 时 候 ， 每 一 个 学 生 都 想 知道 这 门 课程 的 实质 是 什么 ， 通 常 来 说 ， 一 
门 课程 由 一 系列 包含 着 结果 和 证 明 的 主题 组 成 ， 教 师 很 清楚 这 些 主题 的 顺序 和 陈述 的 合理 性 ， 
而 学 生 则 不 然 ， 事 实 上 ， 所 有 的 书 都 一 样 ， 编 者 们 由 于 偏爱 他 们 所 从 事 的 学 科 而 对 “题材 ” 抓 住 
不 放 ， 并 希望 把 它们 展示 给 学 生 . 在 此 ， 让 我 们 花 一 些 时 间 去 描述 这 本 书 中 的 微分 几何 的 
实质 . 

微分 几何 涉及 用 微 积分 去 了 解 空间 形状 及 其 性 质 ， 通 常 我 们 有 两 种 主要 的 途径 。 首 先 用 参 
数 方 程 来 定义 几何 体 ， 然 后 求 导 ， 再 用 代数 的 办 法 得 到 能 够 准确 表示 几何 实体 的 新 的 表达 式 . 
如 果 有 了 用 参数 化 代数 表示 的 几何 体 ， 那 么 我 们 就 可 以 从 微 积 分 导出 能 说 明 几 何 学 某 些 性 质 的 
几何 量 ， 最 基本 的 例子 就 是 这 本 书 中 常 提 到 的 各 种 各 样 的 曲率 ， 一旦 知道 这 些 特 殊 的 量 如 何 出 
现在 微 积 分 中 ， 我 们 就 可 以 用 特定 的 途径 来 限制 这 些 量 ， 进 而 提出 问题 ， 即 什么 几何 形状 具有 
满足 这 些 限 制 的 量 ， 例 如 ， 知 道 了 曲率 的 含义 ， 我 们 就 可 以 提出 什么 平面 曲线 具有 恒定 曲率 函 
数 这 样 的 问题 . 在 某 种 意义 下 ， 这 是 用 微分 法 计算 几何 量 的 反 运 算 ， 可 以 认为 积分 法 就 是 这 人 
产生 的 .更 准确 地 说 ， 这 些 几何 量 满足 的 条 件 就 是 一 些微 分 方程 ， 而 这 些微 分 方程 的 解 集 就 是 
我 们 要 找 的 几何 体 . 

所 以 说 ， 微 分 几何 与 微分 方程 紧密 相连 . 对 于 学 习 基 础 的 微分 儿 何 ， 并 不 需要 掌握 解 微分 
方程 的 所 有 奇妙 的 方法 ， 能 够 处 理 可 分 离 的 微分 方程 并 且 知 道 一 些 技巧 (这 本 书 所 用 到 的 ) 就 行 
了 ,甚至 有 些 时 候 ， 微 分 方程 的 显 式 解 并 不 存在 ， 但 是 数值 解 通常 能 产生 一 个 解 几 何 体 ， 由 于 
近 十 年 计算 机 代数 系统 的 发 展 ， 一 般 人 也 可 以 做 到 这 一 点 . 

在 第 1 章 ， 我 们 运用 上 面 所 提 及 的 方法 研究 所 有 几何 体 的 基础 一 一 曲线 .我 们 用 微 积分 方 
法 得 到 确定 三 维 空间 上 的 一 条 曲线 的 微分 方程 组 一 一 Frenet 方程 ， 运 用 计算 机 代数 系统 Maple 
得 到 这 组 方程 的 解 ， 进 而 绘制 空间 上 的 曲线 .使 用 任何 计算 机 程序 都 需要 输入 参数 ， 这 里 需要 输 
人 的 是 Frenet 方程 的 参数 一 一 曲线 的 曲率 和 挠 率 ， 正 如 这 个 过 程 所 反映 的 ， 曲 率 和 挠 率 确定 了 一 
条 曲线 ， 当 然 ， 对 曲率 和 挠 率 加 上 限定 条 件 ， 我 们 就 能 看 到 会 产生 什么 样 的 解析 曲线 . 

在 第 2 章 ， 我 们 运用 第 1 章 所 学 的 曲线 的 知识 研究 三 维 空 间 曲 面 的 几何 学 ， 形 状 算 子 是 一 
个 重要 的 定义 ， 它 与 用 来 理解 几何 体 的 各 种 曲率 都 密切 相关 ， 类 似 于 三 维 空间 里 通常 的 方向 导 
数 ， 形 状 算 子 可 以 理解 为 在 某 一 个 切 方 向 上 求 微分 ， 它 实质 上 是 一 个 矩阵 ， 这 样 我 们 可 以 用 线 
性 变换 下 矩阵 的 不 变量 来 定义 曲率 ， 例 如 ， 主 曲率 就 是 形状 算 子 的 特征 值 ， 平 均 曲 率 是 特征 值 
的 平均 值 ( 即 矩 阵 的 迹 的 二 分 之 一 )， 而 高 斯 曲率 则 是 特征 值 的 乘积 ( 即 和 矩阵 的 行列 式 )， 当 然 ， 
有 两 个 方面 的 问题 需要 解决 ， 第 一 ， 形 状 算 子 及 其 曲率 能 够 反映 我 们 对 几何 曲面 直观 的 理解 ; 
第 二 ， 其 曲率 确实 可 计算 .这 是 下 一 章 讨论 的 问题 . 

在 第 3 章 ， 证 明了 曲率 是 可 计算 的 ， 只 需 通过 对 参数 的 求 导 . 不 仅 如 此 ， 我 们 在 曲率 上 附 
加 一 些 特定 的 条 件 ， 还 能 够 得 到 解析 解 . 例如 ， 要 求 紧 曲 面 上 的 高 斯 曲率 是 常数 ， 或 者 旋转 曲 
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面 上 的 平均 曲率 恒 为 零 ， 我 们 可 以 得 到 满足 这 些 条 件 的 解析 曲面 .对 可 计算 性 这 种 要 求 的 一 个 
重要 副 产 物 ， 是 高 斯 得 到 的 著名 结果 : 高 斯 曲率 可 以 由 度量 直接 计算 ; 也 就 是 说 ， 这 些 函 数 向 
我 们 表明 曲面 如 何 扭曲 通常 意义 下 的 欧 几 里 得 距离 ， 这 个 结果 之 所 以 重要 是 因为 它 给 出 了 一 种 
曲率 定义 ， 可 以 把 曲率 从 三 维 空间 推广 到 更 抽象 的 曲面 上 ， 这 是 向 更 高 级 的 微分 几何 迈 出 的 第 
一 步 ， 

第 4 章 讲述 极 小 曲面 ， 也 就 是 曲面 上 每 点 处 的 平均 曲率 恒 为 零 的 曲面 .我 们 的 主题 就 是 阐 
明 ( 局 部 的 ) 极 小 曲面 满足 一 个 称 为 极 小 曲面 方程 的 ( 偏 ) 微 分 方程 . 而且， 在 曲面 的 定义 函数 中 
加 上 适当 的 限制 ， 可 能 找到 极 小 曲面 方程 的 解析 解 ， 从 几何 的 观点 (而 不 是 解析 的 观点 ) 来 看 ， 
我 们 强调 的 是 基本 的 计算 和 结果 ， 以 及 把 肥皂 膜 解释 为 极 小 曲面 ， 肥 皂 泡 解释 为 平均 曲率 是 常 
函数 的 曲面 ， 这些 方 面 获 得 的 最 重要 结果 是 亚历山大 定理 ， FP EAH AST 维 空间 的 极 
小 的 紧 曲 面 是 球面 ， 在 这 一 章 中 ， 还 讨论 了 调和 函数 HH Ti BS SR 
E KATEAAL ROMER. MIR, RGARERENR MARS. R 
们 不 期 望 读者 了 解 复 变 函数 (只 要 知道 什么 是 复数 )， 所 以 复习 了 这 方面 的 相关 知识 ， 这 种 方法 
大 大 丰富 了 极 小 曲面 的 知识 ， 我 们 还 举 了 一 个 例子 ， 说 明 极 小 曲面 不 是 使 曲面 面积 达到 最 小 的 
曲面 . 

在 第 5 章 ， 我们 着 手 去 研究 不 同 的 几何 体 ， 使 得 点 与 点 之 间 达 到 最 短 距 离 的 道路 的 类 型 是 
一 个 几何 体 的 基本 性 质 ， 例 如， 平面 上 两 点 间 最 短 距离 是 两 点 间 的 直线 段 ， 而 在 球面 上 就 不 一 
样 了 ， 从 克利 夫 兰 到 巴黎 ， 除 非 穿 越 隧道 ， 否 则 我 们 必须 通过 大 圆 路 径 才能 达到 最 短 臣 离 ， 知 
道 最 短 曲线 是 球面 上 的 大 圆 使 我 们 对 球面 的 曲率 和 对 称 性 有 了 一 个 直观 的 认识 .这 一 章 研 究 的 
就 是 曲面 上 最 短 长 度 的 曲线 ， 也 就 是 测 地 线 ， 事实 上 ， 我 们 对 此 作 少 许 修 正 ， 研 究 的 是 被 称 为 
测 地 线 方程 的 微分 方程 ， 其 解 就 是 曲面 上 的 测 地 线 . 有 时 我 们 可 以 得 到 测 地 线 的 解析 解 ， 更 多 
的 时 候 只 能 得 到 数值 解 ， 然 后 绘制 测 地 线 ， 以 此 来 揭示 曲面 的 基本 几何 特性 . 测 地 线 方程 可 以 
推广 到 更 抽象 的 情形 ， 所 以 我 们 从 考察 更 一 般 的 几何 结果 开始 . 

第 6 章 是 本 书 最 高 深 的 部 分 ， 在 这 一 章 ， 我 们 研究 曲率 怎样 影响 最 基本 的 几何 性 质 ， 如 三 
角形 的 内 角 和 这 样 的 基本 性 质 ， 这 样 得 到 数学 上 一 个 非常 漂亮 的 结果 一 -高 斯 - 博 内 定理 ， 我 
们 给 出 了 关于 这 个 定理 的 各 种 应 用 ， 这 些 应 用 告诉 我 们 怎样 从 抽象 的 定理 中 得 到 具体 的 几何 信 
B. 在 这 一 章 ， 我 们 还 介绍 了 一 个 对 物理 有 重要 影响 的 概念 一 一 完整 性 ， 从 经 典 力学 到 量子 力 
学 ， 这 个 概念 都 有 着 深远 的 影响 ， 特 别 是 ， 我 们 对 传 科 摆 运 动 过 程 提出 这 个 概念 ， 再 次 显示 曲 
率 对 我 们 生存 的 世界 的 影响 . 

第 7 章 讲 述 变 分 法 ， 它 简直 可 以 称 为 几何 和 自然 界 关系 的 哲学 基础. 物理 系统 总 是 处 于 由 
最 小 位 能 决定 的 形态 .悬挂 的 绳子 出 于 这 个 原因 以 悬 链 线 的 形式 存在 推广 这 种 思想 ， 得 到 欧 
拉 - 拉 格 朗 日 方程 ， 这 依然 是 一 个 微分 方程 ， 它 的 解 是 极 小 的 泛 函 ， 特 别 是 ， 哈 密 顿 原理 告诉 
我 们 ， 如 果 物 理 系 统 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 与 所 谓 的 作用 积分 相关 ， 那么 就 出 现 物理 系统 的 运 
动 。 测 地 线 就 是 一 个 例子 ， 我们 再 次 看 到 几何 来 源 于 微分 方程 (微分 方程 本 身 是 一 个 物理 原理 
的 反映 ). 

在 第 8 章 ， 我 们 以 流 形 和 高 维 曲 面 的 观点 回顾 前 面 学 习 的 知识 .需要 更 为 抽象 的 这 一 章 ， 
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因为 超过 三 维 我 们 无 法 看 见 ， 而 对 于 学 习 物 理 或 者 微分 几何 的 学 生来 说 ， 这 又 是 进一步 研究 的 
基础 ， 自 然 界 的 物理 系统 很 少 仅仅 依赖 于 两 个 参数 存在 ， 所 以 了 解 含有 大 量 参数 的 几何 学 对 于 
分 析 物 理 系统 来 说 是 非常 重要 的 .所 以 在 这 一 章 中 ， 我 们 研究 极 小 子 流 形 、 高 维 测 地 线 方 程 ， 
以 及 黎 曼 曲率 、 截 面 曲率 、 里 奇 曲率 和 标量 曲率 ， 这 些 主题 是 许多 书籍 的 题材 ， 故 本 书 只 说 明 
它们 与 前 面 七 章 中 介绍 的 曲面 论 的 联系 . 

以 上 就 是 这 本 书 的 主要 内 容 ， 学 习 这 本 书 的 最 好 的 方法 就 是 寻找 正确 的 微分 方程 ， 力 求 
得 到 方程 的 解析 解 或 者 数值 解 ， 最 后 揭示 基本 的 几何 性 质 ， 让 我 们 开始 吧 ! 
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第 1 章 ”曲线 的 几何 性 质 


1.1 引言 


欧 几 里 得 几何 空间 是 由 直线 和 平面 构成 的 . 要 超越 这 一 平坦 的 空间 到 弯曲 的 志 界 里 ， 就 需 
要 了 解 更 一 般 类 型 的 曲线 和 曲面 ， 了解 曲线 的 基本 特性 也 是 了 解 曲面 几何 性 质 的 基础 . 
三 维 空间 Rs 上 的 曲线 是 连续 映射 a: I 一 R*， 其 中 了 是 实 轴 R 上 的 某 种 类 型 的 区 间 ( 例 如 
(0, 1), (a, b), [a, b], (一 eo，aj，[0，1]j 等 ). 因为 a KERER 中 ， 所 以 a 的 输出 有 三 
个 坐标 ， 于 是 ， 对 于 :ET， 我 们 用 
a) = (a(t) saè C) saè (4)) 
作为 a RAKA (parametrization), He’; IR 都 是 函数 .一 个 较 好 的 方法 ， 就 是 把 曲线 
看 成 是 空间 中 粒子 随时 间 t 变化 的 运动 轨迹 a(z).， 如果 每 个 坐标 函数 w BR 上 可 微 的 实 值 函 
数 ， 则 称 a 是 可 微 的 或 光滑 的 . 事实 上 ， 为 以 后 定义 曲率 和 挠 率 ， 需 要 每 个 d 至 少 是 三 次 可 微 
的 ， 在 实际 中 ， 这 个 限制 条 件 并 不 过 分 . 
映射 a 在 to 处 的 速度 向 量 定义 为 
学 | da? da? 


a (ty) = (S: =, dt r dt WOE 
其 中 dc /dt 是 通常 意义 下 的 导数 ，|,-, 表示 导数 在 :一 wm 处 的 值 ， 为 了 方便 起 见 ， 也 将 这 个 值 


iy Ch). 为 了 说 明 a 的 几何 意义 ， 首 先 介绍 下 面 例子 . 


a 1.1.1( 曲 线 的 第 一 个 例子 : Rs 中 的 直线 ) RNA 
道 两 点 决定 一 条 直线 .在 平面 R 上 ， 有 一 种 表示 直线 的 
代数 方法 ， 那 就 是 通常 的 斜 截 式 方程 可是， 在 R PR 
有 斜率 的 概念 ， 也 就 不 能 用 类 似 的 方法 给 出 直线 的 方程 . 
但 是 连结 p，g 两 点 的 直线 可 以 用 以 下 的 方法 来 描述 ， 为 
了 得 到 所 求 直线 ， 增 加 向 量 py。 利用 方向 向 量 gq 一 p， 也 
就 是 从 p 点 到 4 点 的 方向 ， 参数 t 表示 沿 着 g 一 p 移动 的 
距离 。 经 过 以 上 步骤 ， 就 得 到 R? 中 的 参数 形式 的 直线 (如 
图 1-1 frm): 


图 1-1 参数 形式 的 直线 


a(t) = p+t(q— p). 
例如 ， 取 p 一 (1，2，3) 且 q=(—-1, 4, —7), Wit q—p=(—2, 2, —10), 则 经 过 p， q 两 
点 的 直线 为 
a(t)= (1,2,3) +4(— 2,2, — 10) 
= (1 — 2t,2 + 2t,3 — 102). 
练习 1.1.2 求 经 过 (一 1，0，5) 和 (3， 一 1， 一 2) 的 直线 的 参数 方程 . 
练习 1.1.3 RR 中 经 过 (一 1，6，5，0) 和 (0，1， 一 3，9) 的 直线 的 参数 方程 . 
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可 以 看 到 给 定 直 线 a(t) =ptiq— pP), a (0 一 4 一 pP. 因为 方向 向 量 g 一 p 也 是 该 时 刻 的 速 


度 向 量 ， 所 以 常 记 为 
a(t) = pt+tv. 
以 上 描述 了 直线 的 速度 向 量 ， 很 自然 的 问题 就 是 一 般 曲 线 a(z) 的 速度 向 量 是 什么 样子 ， 其 定 
a (#6) = (等 da’ da’ 


XY 
| 人) 


L (lim a Ct) — a Cto) lim a’(t) — a (to) lim as (t) =e tt) 


tty t— lo tty t— to tty t— ty 


— li Ca! (t) sa (1) ,a (t)) 一 (al (to) sa? (to) ,a (to )) ) 
im 人 t— to 


一 lim P ato? 
上 式 与 通常 导数 的 “斜率 ”定义 很 相似 ， 注 意 极限 号 内 邻近 的 
两 个 向 量 总 是 指向 t 增加 的 方向 ,对 1 一 t。， 因 为 1 一 t。 是 负 
值 ， 所 以 上 面 的 结论 是 正确 的 .又 1->t。， 所 以 向 量 越 来 越 接 
近 ， 直 到 成 为 曲线 在 a(t。) 处 的 切 向 量 ( 参 见 图 1-2)， 也 就 是 
Bb, a FE to 处 的 速度 向 量 a' (to) 是 a 在 a(zio) 处 的 切 向 量 ， 注 
意 ， 我 们 得 到 的 是 确定 长 度 的 向 量 ， 而 非 直线 ， 回 忆 R? 中 向 
Hv =(v', v, vw) 的 长 度 可 由 勾 股 定理 决定 图 1-2 曲线 的 切 向 量 
lol = VI) FY? + F. 

练习 1.1.4 两 次 运用 勾 股 定理 证 明 |v |B, 0, OB, v, WER. 

MRA EI, d (0 天 0， 则 称 cb 是 正则 的 ， 一 般 地 ， 如 果 明 线 非 正 则 ， 就 将 其 分 成 
正则 的 几 段 ， 每 段 独立 考虑 ， 正 则 的 假定 保证 了 可 以 沿 着 曲线 作 相 同方 向 上 的 移动 ， 这 对 于 接 
下 来 讨论 弧 长 是 很 重要 的 ， 

例 1.1. 5( 尖 点 线 ag", 8) Err, 3 一 站， 所 以 y= Er, d @)=(2t, 327) 
Ha’(0)=(0, 0). Aika 是 非 正则 的 ， 但 在 x 轴 上 方 和 下 方 部 分 分 别 是 正则 的 . 

在 我 们 的 讨论 中 ，|e 0O | =/Cdal dt)? + (da? /dt)? F Cda® /dz 仅仅 是 a 的 速度 ， 再 次 把 a 
看 作 粒 子 轨迹 ，z 看 作 时 间 ， 可 以 看 到 速度 向 量 的 长 度 就 是 在 给 定时 间 粒 子 的 速度 . 对 直线 
aD =ptiv ， 速 度 是 方向 向 量 的 长 度 |v |， 注意， 所 取 的 直线 都 是 有 固定 速度 v 的 直线 ， 稍 后 
我 们 将 看 到 ， 每 条 正则 曲线 都 可 以 重新 参数 化 使 其 具有 固定 的 速度 ， 所 以 这 不 是 本 质 的 限制 . 
然而 ,原先 给 出 的 参数 方程 可 能 掩盖 了 曲线 为 直线 的 事实 ， 直 到 将 其 重新 参数 化 ， 变 为 含有 固 
定 速度 的 参数 方程 时 才能 揭示 它 的 本 质 ， 因 为 我 们 想 用 命题 1. 1.7 刻画 直线 ， 所 以 习惯 上 要 把 
直线 重新 参数 化 使 其 有 固定 速度 . 

如 果 aO, O, POMER 中 的 曲线 ， 它 的 加 速度 向 量 表示 为 

dq! t d? 2 t 2 t 
a (1) = ( cs , oe , a >). 


曲线 的 几何 性 质 3 


练习 1.1.6 牛顿 提出 了 一 个 问题 : 一 条 曲线 绕 一 个 轴 转 动产 生 一 个 曲面 ， 如 果 曲 面 在 
“稀薄 的 ?流体 (如 空气 ) 中 运动 产生 的 阻力 最 小 ， 那 么 这 条 曲线 是 什么 曲线 ? 牛顿 的 答案 是 如 下 
曲线 ( 见 第 7 BE): 


(2@ 9) = ( (4[+ tate ],4fin(t)+e+3e]- Za), 


其 中 4 是 正常 数 ， 且 zx 宇 24， 画 出 该 曲线 ， 计 算 速 度 和 加 速度 向 量 ， 并 求 此 曲线 和 xz 轴 在 交点 
QA, DEKH. 

我 们 现在 来 讨论 第 一 个 (最 简单 的 非 平凡 ) 微 积分 实例 ， 对 曲线 的 几何 性 质 加 上 限制 .事实 
上 ， 这 是 曲线 微分 几何 的 实质 ， 在 后 面 将 会 有 更 多 的 例子 . 

命题 1.1.7 曲线 a 是 (有 常 速 度 的 ) 直 线 当 且 仅 当 必 一 0， 

证 明 Halt) =ptiwvw 是 直线 ， 则 a(t) 二 v (vw 是 常 向 量 )， 所 以 (4) 二 0. 


如 果 对 所 有 的 2, 0’) 二 0， 则 对 于 每 个 坐标 函数 a(t) 有 和 ao, 二 阶 导数 为 0， 说 明 


oe =v 是 一 个 常数 ， 作 关于 :的 积分 ， OB a (=p tut, Hh p 是 积分 常数 ， 风 


a(t) = (p' + tv, p +0’, p +t) = pto, 
H p=(p', pP, P), v=(', vw’, d) Alt, HR oe 可 以 表示 为 参数 化 的 直线 . E 
这 个 简单 的 结论 告诉 我 们 如 何 使 用 微 积分 方法 验证 几何 性 质 ， 为 了 看 出 利用 这 些 基 本 思想 
能 得 到 什么 ， 考 虑 下 面 问题 . 求 Rs 中 两 点 p 和 4g 的 最 短 距 离 ， 在 很 小 的 时 候 我 们 就 知道 答案 
是 直线 ， 现 在 我 们 证 明 其 正确 性 . 微 积分 告诉 我 们 距离 是 速度 的 简单 积分 ， 因 此 积分 


Lia) = f la’ (z)| dt 
计算 的 是 正则 曲线 a: [a, b]>R M ala) F] a Cb) HRK HRA 
离 )， 先 考虑 弧 长 的 一 小 段 (无 穷 小 的 一 部 分 )( 如 图 1-3 RR), A 


股 定理 知 ， 直 角 边 为 dr, dy 的 直角 三 角形 的 斜 边 长 l =Vdzr’ Fdy. 
BR r, y 是 以 i 为 参数 的 函数 ， 则 a(t) =a, ya) Bde = 
(da/dt)? de’, dy? =(dy/de)? de. 所 以 


da /dy i 
l= (F) + ($) dt. 图 1-3 曲线 的 无 穷 小 自 
这 个 关系 式 也 就 是 说 距离 等 于 速度 乘 以 时 间 . a, 得 
L(a) = TG 
=f la Œ) | dé. 


这 种 3 维 的 直观 描述 仅仅 用 到 之 前 3 维 空间 中 关于 色 股 定理 的 练习 ， 现在 ， 向 量 w 的 长 度 
lv | 可 写成 Vv。v ， 其 中 的 “。” 运 算是 向 量 的 点 积 ， 一 般 地 ,车 v 二 (vi, t), w=, 


ws, w), Mo w =ru! tw tu. 


命题 1.1.8 Rv -w=lvllwicosd, KP OLA Ev bwh. 


证 明 如 图 1-4 所 示 ， 由 通常 的 向 量 性 质 可 得 wx 一 ”一 w 因此 
lul?=ureu= (v—w) + (v—w) 
=v-eu-—Z2uewtwew 
一 | 区 | +|w|? —2v-w. 
=A RK EER ul? = |v | +|wl?—2lv||wleosd. ARAH 

相等 ， 合 并 相同 项 ， 得 到 
v». w=]|vjlw] cosh. E 
推论 1. 1.9( 施 瓦 茨 不 等 式 ) ”点 积 服从 下 列 不 等 式 : 
lve wil<lvl lw. 
证 明 注意 到 |cosbg|l 委 1， 故 结论 成 立 . a 
对 导数 而 言 ， 点 积 就 如 普通 的 乘积 ， 也 就 是 说 保持 荣 布 尼 茨 (Leibniz)( 或 乘法 ?法则 ， 特 别 
地 有 以 下 命题 . . 
命题 1.1. 10 如 果 a(1) 与 B(1) 是 Rs 中 的 两 条 曲线 ， 则 


Mee ® _ de .8 二 a， £ 
WEAR HERRERNE, A 
Ke: PL Lagi t atptt bp) 
=} (学 e+ Da E) 
=H. pta. £, a 


在 不 引起 混淆 的 时 候 省 略 :， 乘 积 法 则 可 简写 为 (a. p 二 a， pB 十 a*B'.， 现在 就 可 以 回答 
曲线 上 两 点 间 最 短 ( 光 滑 ) 路 径 问 题 . 

定理 1.1.11 ÆR +}, RAMARRRKY BAAS. 

证 明 SRR 中 两 点 PP，9、 连 结 两 点 的 直线 的 参数 方程 是 Li 一 p 十 Kg 一 p)， 其 中 9 一 p 
表示 由 p 到 4g 的 方向 向 量 ， 所 以 G0)==g 一 p 且 |4 (2) | 一 1g 一 p| 为 常量 ， 因 此 


1 1 
LQ) =|. || dt =|q—p| far =lq—pl, 


E pja 线段 (或 方向 向 量 ) 的 长 度 就 是 p 到 4g 的 距离 (正如 我 们 所 q 
期 望 的 )， 现 在 考虑 连结 p, q 的 另 一 条 曲线 (如 图 1-5 所 示 ). 
只 要 证 明 上 (a) 汪 L(1)， 那么 由 a 的 任意 性 ， 就 可 以 说 明 直 线 
是 取得 最 短 距离 的 曲线 .但 是 如 何 证 明 a 比 7 长 呢 ? 一 个 直观 的 解 
FE. a 从 一 个 错误 的 方向 出 发 ， 也 就 是 说 ，a’(a) 不 是 指向 g 点 . p 
该 如 何 估 计 这 个 偏差 呢 ? gq 一 p 的 单位 向 量 w 二 (gq 一 p)/|g 一 p| 与 a 图 1-5 直线 和 比较 曲线 
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在 p 点 的 切 向 量 w'(a) 之 间 的 夹 角 可 由 点 积 a (a)。 uw 决定， 再 用 积分 给 出 偏差 的 总 和 ， 就 可 以 
证 明 L(a)>>L(D， 为 了 得 到 所 需 的 不 等 式 ， 下 面 用 两 种 方法 精确 地 计算 | o'(D -ud BL WE 


pb 
一 个 常 向 量 ， 故 有 (a uU) 二 a (1) e utat) e 二 a (thu. 由 微 积分 基本 定理 有 | arau= 
f(b)— fla), BRL 
fia’ cay + udr= [ Cale) + w)'de = ab) + u— ala) + u 


=q°u—p-u FAA ala) = prab) =q 
= (gqg—p)*u 
_ (gq—p)* (gqg—p) 01) 
la—p| 
la—pl’ 
lq—pl 
=ļq— p| 
=L), 
这 就 是 从 p 到 4 的 直线 距离 . 另外， 


fia’ .di 过 f la (ÐDleluld FRE BL RARE 


Í 


= f le’@)| de ”因为 |lu|=1 (2) 


= La). 

RA), (DEA LCORL. HR, a (t) + u= |a) | + lul {i cos0 =1 或 9=0 时 成 
立 ， 也 就 是 说 ， 对 于 任意 1:，a’ (2) 必须 平行 于 g 一 p， 此 时 a DEM p 到 g WHR. 因此， 如 果 
aX BBR, LALO. a 

RE. AFAR EAR. RTA i IR 中 的 直线 并 断定 为 什么 直线 给 出 两 
点 间 的 最 短 距 离 。 44, R 由 欧 几 里 得 几何 学 所 支配 。 微 分 几何 的 主要 目的 就 是 采用 类 似 于 
R? 中 的 技巧 研究 一 般 曲 线 的 几何 性 质 . 

用 参数 方程 表示 曲线 可 能 是 定义 者 的 偶然 之 作 ， 但 事实 上 它 来 源 于 几何 或 物理 上 的 思考 . 
用 下 面 的 几 个 例子 说 明 这 一 点 . 

例 1.1. 12( 以 (0，0) 为 圆心 ，~ 为 半径 的 圆 ) 圆 是 几何 中 最 实用 、 
最 熟悉 的 曲线 之 一 . 当然 ， 问 题 是 如 何 给 出 此 曲线 的 参数 方程 ， 当 
r 二 1 时 ， 从 此 曲线 上 一 点 已 向 横 轴 作 垂 线 ， 得 到 夹 角 为 0 的 直角 三 角 
JÉ, sing 和 cosh 分 别 是 此 直角 三 角形 的 垂 边 和 水 平 边 ， 从 而 得 出 已 点 
的 坐标 (cosg，sinb)( 如 图 1-6 Pras). 对 半径 为 > 的 圆 ， 由 相似 三 角形 
基本 性 质 ， 三 角形 的 垂 边 和 水 平 边 分 别 为 rsing，rcosg， 所 以 圆 上 点 的 
坐标 为 (rcosg，rsing). 因而 ， 圆 可 用 9 参数 化 .再 将 圆 看 成 粒子 运动 
的 轨迹 ， 则 可 写 为 图 1-6 半径 为 > 的 圆 


6 ; ie 4 


a(t) = (reost,rsint), O<t<i 2x. 
这 里 有 两 个 重要 的 结论 必须 牢记 ， 第 一 ,a (1t) 二 (一 rsint，rcost)， 所 以 ， 对 于 所 有 的 t, 
eta 人 一 0， 换 句 话 说， 切 向 量 垂直 于 半径 ; Bo, ad a) = reost, —rsint)=— alt), 
即 加 速度 向 量 指向 圆心 .最 后 ， 圆 的 弧 长 ( 即 圆周 ) 为 | 


L= |" lel de = | Vem coid: 
= [rysi F costar = [rd 
= rt |** = 2xr. 
练习 1.1.13 假设 一 个 半径 为 a 的 圆 放 在 zx 轴 上 并 与 (0，0) 点 接触 ， 现 让 它 沿 xz 轴 正 方 
向 滚动 . 证 明 与 x 轴 接 触 点 的 轨迹 a 满足 
a(t) = (a(t—sint),a(1—cost)), 
AP, 是 圆心 与 x 轴 的 新 接触 点 连 线 和 圆心 与 原 接 
触 点 连 线 构成 的 角 . 此 曲线 叫做 摆 线 (如 图 1-7 所 
示 )， 在 第 7 章 将 会 再 次 讨论 这 条 曲线 ， 提示: 回忆 
5 一 ai， 其 中 EWK. 画 出 圆 滚动 ;个 单位 后 的 图 
像 ， 原 接触 点 在 哪里 ? 图 1-7 BR 
练习 1.1.14 考虑 以 下 形式 的 摆 线 : 
(x(t) ,y@)) = (A+ at — sint),B—a(1 — cost)). 
画 出 该 摆 线 ， 可 以 看 出 它 是 从 上 例 中 获得 的 一 个 个 转 形式 ， 假 设 单位 质量 的 粒子 在 摆 线 上 的 
(z，y) 点 以 静止 状态 开始 ， 该 点 对 应 于 参数 表示 中 的 角度 ， 在 重力 作用 下 (假设 无 摩 近 )， 证 


明 对 任何 选 定 的 初始 角度 了 ， 粒 子 总 是 经 过 时 间 了 一 全 (其 中 8 为 重力 加 速度 ) 就 滑 到 摆 线 底 


端 ( 即 :一 r)， 惠 更 斯 利用 这 一 性 质 制作 了 无 摆 钟 ， 他 考虑 了 海上 船只 的 准确 计时 间 题 ， 从 而 改 
进 了 航海 术 ， 他 把 摆 线 命名 为 等 时 线 (tautochrone)， 因为 后 者 意味 着 时 间 相 同 ， 我 们 将 在 第 7 
章 重 温 摆 线 ， 届 时 ， 将 看 到 另 一 个 迷人 的 性 质 和 和 名称， 提示 ， 位 能 通过 湾 /2 二 g(3 一 y) 转 化 为 
动能 ， 而 时 间 等 于 距离 除 以 速度 ， 所 以 

Lp» EE, 
EZ VYT YIY 


_ ef | 1— cost dt 
& JN cost — cost 


V2cos > 
= J2 一 2arcsin | | | . 


用 y = (dy/dt) /(dx/dt) = —sint/(1— cost), y=B—a(1—cos7), y=B—a(l— cos) (Kf E 
式 ， 再 用 微分 证 明 最 后 一 步 并 且 计 算 工 的 值 ， 见 1.7 节 中 的 Maple 方法 . 
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例 1.1.15( 星 形 线 ) 考虑 星 形 线 a(1) 二 (acos;st，asin;t)， 其 中 0 过 1 过 2x( 如 图 1-8 Bra). 
星 形 线 ( 它 是 人 们 在 研究 货轮 的 最 佳 形状 时 发 现 的 ) 的 定义 与 摆 
线 的 定义 相似 ,但 它 不 是 贺 沿 着 直线 滚动 ， 而 是 圆 在 另 一 个 圆 
的 内 部 深 动 ， 准 确 地 说 ， 是 让 半径 为 a/4 的 圆 在 半径 为 a 的 圆 
《圆心 在 (0，0)) 内 滚动 ， 上 其 体 来 说 ， 设 开始 小 圆 在 (a，0) 点 与 
大 圆 接触 ， 并 使 初始 与 Ce，0) 接 触 的 点 沿 大 圆 滚动 滚动 使 其 
转 过 一 段 * 的 纤长 ， 要 和 弄 清 接 触 点 的 位 置 ， 关 键 是 要 和 弄 清 : 和 
0， 其 中 上 是 大 圆 圆心 到 新 接触 点 的 连 线 与 x 轴 正 向 的 角度 ，b 
是 小 圆 转 过 的 角度 (以 接触 点 测量 )， 可 得 s=at 且 一 a0/4， 故 
0=4t. 

为 了 得 到 转动 点 轨迹 的 参数 方程 ， 需 要 做 两 项 工作 ， 首先， 
建立 接触 点 相对 于 小 圆 圆 心 的 轨迹 的 参数 方程 ， 这 很 简单 ， 因 为 
恰好 绕 圆 转动 了 9， 但 也 存在 一 个 小 问题 ， 因 我 们 测 得 的 9 是 接触 (A 
点 转 过 的 角度 ， 不 过 这 可 以 如 图 1-9 所 示 处 理 ， 注意， 这 里 还 要 运 全 
用 一 个 有 用 的 关系 式 9=4t， 小 圆 相 对 于 圆心 的 坐标 为 ((a/4) cos31， A IN 
(a/4)sin3e); 其 次 ， 小 圆 的 圆心 总 是 沿 (0，0) 为 圆心 ，3a/4 为 半径 4 
的 圆 运 动 ， 故 此 时 小 圆 贺 心 移动 到 ((34/4)cost，(3a/4)sint)， 因 而 
相对 原点 (0，0) 接 触 点 移动 到 


att) = (eos 十 4 cos3t. sint 一 F sinz). 图 1-9 
练习 1.1.16 验证 上 述 命题 ， 并 说 明星 形 线 公式 可 以 化 简 为 


a(t) = (acosity asin3t)， 


BRE Hy Ia”, 


图 1-10 HER 


练习 1.1.17 引 一 条 过 原点 及 点 卫 的 直线 ， 其 中 已 是 圆心 为 (0，a) 、 半 径 为 和 的 加 上 的 
任意 一 点 ， 求 此 直线 与 水 平 线 y=2a 的 交点 Q， 从 Q 引 一 条 垂 线 和 过 点 P 的 水 平 线 相交 ， 这 
BEBE A HSE EE SS AY SE E R (witch of Agnesi)®. 如 图 1-10 所 示 . 用 :表示 xz 轴 的 垂 线 和 
过 (0，0)， 已 ，Q 的 直线 的 夹 角 . EHRER W(t) 可 用 参数 t 表示 为 


O 18 世纪 中 叶 Maria Agnesi 翻译 成 “witch” 一 一 这 显然 是 误 译 ! 早先 Grandi 研究 这 条 曲线 时 曾 使 用 意大利 语 
“versorio”， 意 指 “ 可 在 任意 方向 自由 移动 "” Agnesi 认为 Grandi 使 用 了 意大利 语 “versiera”， 意 指 “魔鬼 之 万 ”或 
“ARE”. 所 以 Agnesi 就 给 “她 ” 取 了 这 个 名 字 [Yat74]. 
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W(t) = (2atant,2acos’t). 

例 1.1. 18( 螺 旋 线 ) 考虑 参数 方程 a(1) 二 (acost，asint，6bt)， 其 中 0<1<oo, 注意 到 前 
两 个 坐标 确定 的 是 圆周 运动 ， 而 第 三 个 坐标 表示 将 曲线 从 平面 提起 . 这 样 产生 的 螺旋 线 如 
图 1-11 所 示 . 计算 可 得 a (1) =(—asint, acost, b) H a (t)=(—acost, —asint, 0). ER 
a’ (DH E z Rh. 

例 1. 1. 19( 悬 桥 ) ”考虑 悬 桥 的 图 (如 图 1-12 所 示 ), .这 里 悬 线 均匀 承担 负荷 ， 这 就 是 说 任 
意 区 间 [La， bj 支撑 的 重量 为 W==c(5 一 a)， 其 中 c 为 常量 ， 对 悬 线 张 力 的 竖 直 和 水 平方 向 运用 
牛顿 定律 下 二 ma 得 到 力 的 方程 ， 

Tsin = cx 和 Tcosg 一 To， 
这 里 的 x 和 0 如 图 1-12 中 所 描述 ，T ERRA O Bc 处 的 水 平方 向 上 的 张力 常量 . 


图 1-11 螺旋 线 图 1-12 其 桥 图 


练习 1.1.20 利用 dy/dr 二 tan6， 解 上 述 方程 ， 可 得 


yaar +d. 


C3. BF AY ARIE AA HR Mi W ER. 

例 1.1.21 RAR) 假设 悬 线 自 由 悬挂 ， 只 考虑 自身 重 
量 ( 如 图 1-13 所 示 )， 这 种 曲线 又 是 什么 形状 呢 ? 这 种 情形 与 4 
上 例 的 不 同 之 处 在 于 ， BAR ERKE J hA 
的 ， 而 是 沿 着 悬 线 的 长 度 均 匀 分 布 ， 因 此 ， 必 须 考虑 统 长 而 
不 是 简单 的 只 是 沿 着 轴 的 距离 ， 用 W 表示 服 线 (重量 ) 密 度 ， 
5 一 SCz) 表 示 从 c=0 HOEK. 

练习 1.1.22 由 图 1-13， 利用 FF 二 ma，dy/dzx 二 tan9 以 x 
B ds/dr=/I FO, BH FAE: mi SRA 


解 第 二 个 方程 得 
y= Ceosh( )+D. 


提示 : 为 解 此 微分 方程 ， 设 = 一 dy/dz， 方 程 可 分 离 变量 为 
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= 


dz d 
= ——dz. 
V1+ 2? To 
$ z=sinhu, AJH coshzx 一 sinhzu 王 1， 左 边 可 以 求 积 分 ， 
形 如 = 一 ccosh(z/c) 的 曲线 称 为 悬 链 线 


(catenary)， 从 拉丁 语 catena 演化 而 来 ， 其 舍 0.6 
SAR. 以 后 我 们 将 多 次 在 本 书 的 其 他 地 方 提 0.5 
到 它 . o4 


例 1. 1. 23( 追 逐 线 ) 假设 敌 机 从 (0，0) 
AEK, HA v, 的 恒定 速度 沿 y 轴 飞 升 ， 导 


弹 从 (a，0) (a<0) 点 发 射 ， 速 度 是 常 速 n. ， 02 
导弹 在 热 探 测 器 的 控制 下 追击 敌 机 ， 导 弹 的 追 0.1 
击 线 (如 图 1-14 所 示 ) 由 下 面 微分 -积分 方程 a a 0 

给 出 : x 
y= ay’ +A fi + y* dz. 图 1-14 追逐 线 
对 此 方程 作 微分 运算 ， 然 后 分 离 变量 ， 再 积分 就 得 到 追逐 线 的 最 终 表达 式 :， 
x 2 x 1438 
(a) a+) 


y= 5 , 7 
1 一 些 1+ “2 
Ym Vin . 
提示 : (DER: y=y 十 vpt， 其 中 4 表示 发 射 时 间 .， 通过 观察 导弹 方程 D 一 RT， 用 弧 长 表示 i 
(2) 通 过 y (a) 一 0 确定 积分 常数 . 
例 1. 1. 24( 神 秘 曲 线 ) aCe) = (Feeosr sint, Foo") 其 中 0 和 :2r. 
练习 1.1.25 确定 此 曲线 类 型 , Ra (1), d), RLia). BR: 它 是 哪 种 曲线 ， 位 于 Rs 
的 哪 部 分 ? 
练习 1.1.26 给 出 圆心 在 (a，565) 的 圆 的 参数 方程 . 


练习 1.1. 27 AMAZ +=] 的 参数 方程 . 


1.2 弧 长 参数 化 


在 前 面 的 讨论 中 将 参数 1 看 成 时 间 ， 通 常 更 方便 的 是 用 它 表示 沿 曲线 前 进 的 路 程 ， 也 就 是 
说 ， 现 在 的 a(s) 中 的 参数 s 表示 沿 曲线 移动 的 距离 ， 这 就 是 弧 长 参数 化 ， 我 们 将 会 看 到 ， 以 弧 
长 作为 参数 使 曲线 的 微分 几何 大 为 简化 ， 而 且 ， 任 意 曲 线 都 能 用 弧 长 参数 表示 .事实 上 只 能 进 
行 原则 上 的 处 理 ， 这 就 意味 着 ， 虽 然 任 何 正则 曲线 都 可 以 用 弧 长 参数 表示 ， 但 只 在 很 少 情况 下 
可 以 得 到 显 式 的 弧 长 参数 表达 式 ， 现 在 ， 先 略微 仔细 地 研究 有 关 弧 长 参数 的 概念 ， 然 后 证 明 ， 
任意 曲线 都 有 弧 长 参数 表示 .在 下 一 节 里 ， 使 用 弧 长 参数 化 法 推导 Frenet 公式 ， 该 公式 描述 
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曲线 的 几何 性 状 . 

给 定 一 条 参数 是 上 的 曲线 ac : I->R; ， 可 以 将 另 一 个 区 间 映 成 I， 并 利用 这 一 映射 将 原 参 数 
曲线 变 成 一 条 “新 ”的 曲线 (当然 ， 它们 在 R 中 的 象 是 相同 的 点 集 )， 精 确 表述 为 : $h: J 一 I 
REM J BD] LAR, 所 以 曲线 a 的 重新 参数 化 为 

B=ach:J>R, Br) = a(h(r)). 
其 中 曲线 8 和 a ER 中 经 过 相同 的 点 ， 只 是 在 不 同 的 时 间 到 达 而 已 (到 达 的 时 间 分 别 是 > 和 ). 
B 和 a HREM BMS h 而 改变 . 


引 理 1.2.1 O= Ar) + Herd, 


证 明 根据 定义 ,BC7) 二 《Cai hr), a’ (hr))，oa(hCr)))， 由 链 式 法 则 ， 坐 标 函 数 8 的 
导数 为 
dh’ ) _ dai(h(r)) dui dh | 
dr dr dh dr 
而 准确 地 说 da'/dh 就 是 da/dt, HHA) =1El. 因此 对 于 :一 Ar)， 可 得 


da’ dh da? dh da’ dh\_ ,,.. dh 
(q dr’ dt dr’ dt a ea dr’ l m 


B'O 


练习 1.2.2 MR a: La, JSR 的 弧 长 为 LCe) 一 | 1w CD 1 dt， 作 映射 h [c,d] 一 


La, b], 满足 h(c) 一 a，h(d) 一 bp， 县 对 所 有 rE[c，4d], KNS, Mer): [c，d] 一 R 通过 
映射 重新 参数 化 曲线 a， 证明 弧 长 在 这 一 类 重新 参数 化 下 不 变 ， 对 于 情形 A O<, Ha 
样 结论 . 
定理 1.2.3 如 果 w 是 正则 曲线 ， 则 wa 可 重新 参数 化 为 具有 单位 速度 的 曲线 . 
证 明 定义 弧 长 函数 为 


s(t) = f la’ Cu) | du 


Cp u EEEE) Ane 是 正则 的 ， 由 微 积 分 基本 定理 可 得 
ds 


a =] W) |> 0. 
根据 均值 定理 ，; 在 7 上 是 严格 递增 的 . A s BRAX, Hrs), 且 它 们 的 导数 互 为 倒数 
di 1 
dso > > 0. 
—(t(s)) 
dt 


FROS. HIL 21, POSUNE. FERNE 


18 l= la (C8)) | [Fo 
S 


= dse) d 
= Gp 06? Es) 
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ds 1 
= G0)) m 
de ds 64059) 
di 


=]. Eu 
不 失 一 般 性 ， 设 8 定义 在 区 间 [0，1] 上 . 考虑 重新 参数 化 后 对 某 个 参数 值 * 的 RIE 


Lo) =|" Ol ds = 人 ia =s. 
0 0 


这 恰 是 我 们 所 说 的 “ 弧 长 参数 化 >” AT HREMK SUE 4 h RRA RR. 
例 1. 2.4( 螺 旋 线 ) 考虑 螺旋 线 alt) = (acost，asint，8)， 我 们 有 a (4) =(— asint, 


acost, b), la (D| =V TO =e. FA s= | cdu=ct, 其 反 函 数 为 xs) 一 +s. 所 以 用 缴 


长 作为 参数 该 曲线 可 表示 为 
s bs 


BCs) = als/c) = (acos +,asin +, > ). 


注意 18“(s)1= 一 1， 这 个 例子 可 以 推广 到 任意 有 固定 速度 的 曲线 ， 这 类 曲线 可 以 给 出 具体 的 弧 
长 参数 方程 ， 然 而 ， 对 一 般 曲 线 ， 不 一 定 能 得 到 由 积分 定义 的 * 的 精确 表达 式 . 

练习 1.2.5 重新 参数 化 半径 为 ”的 圆 使 之 具有 单位 速度 ， 

练习 1.2.6 能 否 明确 地 重新 参数 化 椭圆 使 其 有 单位 速度 ? . 

练习 1.2.7 设 al(t) 是 一 条 曲线 ,但 未 必 是 用 弧 长 作为 参数 假设 有 一 根 线 ， 缠 绕 在 a 上 ， 
并 且 线 的 末端 系 在 曲线 上 的 某 点 . 令 ;为 从 a 上 某 固 定点 沿 a 的 驱 长 函数， 如果 线 保持 张 紧 ， 


线 的 始 端 自 曲线 起 点 展开 ， 那 么 ， 自 由 端 总 是 位 于 一 a (4) 方 向 上 且 虐 a(t) 为 5(2) 的 地 方 ， 证明 


自由 端 扫 出 的 曲线 为 
<@) 
Tt) = a(t) — s(t) Te 
这 条 曲线 叫做 a 的 渐 开 线 (involute)， 计 算 并 画 出 单位 圆 a(i) 三 (cost，sint，0) 的 渐 开 线 ( 如 
图 1-27 Bras). 注意 有 单位 速度 的 曲线 a(s) 的 渐 开 线 为 TCs) 二 a(s) 一 sa'(s)， 阁 的 渐 开 线 对 于 
齿轮 设计 的 应 用 见 [SU80j]. 


练习 1.2.8 证 明 螺 旋 线 的 渐 开 线 是 平面 曲线 . 
1.3 Frenet 公式 


本 节 假 定 曲线 都 以 弧 长 为 参数 ， 考 虑 如 下 问题 : 假设 一 机 械 手臂 的 末端 有 三 个 手指 移动 并 
且 抓 物体 ， 怎 样 设计 才能 使 机 械 手 找到 正确 的 抓举 位 置 呢 ? 只 要 通过 某 种 方式 将 路 径 参 数 化 ， 
不 仅 能 给 机 械 手指 示 正 确 位 置 ， 还 可 以 正确 地 调节 机 械 手 指 ， 如 果 了 解 了 手臂 沿 着 曲线 移动 
时 ， 三 个 手指 如 何 与 曲线 联系 在 一 起 ， 我 们 也 就 了 解 了 曲线 的 几何 性 质 (曲线 的 旋转 和 平移 )， 
这 种 变换 被 称 为 Frenet 公式 ， 那 么 这 三 个 “手指 ”在 曲线 上 什么 地 方 呢 ? 

第 一 个 手指 是 曲线 的 单位 切 向 量 . UB: OR 是 有 单位 速度 的 曲线 (18 |==1)， 以 T=p8" 
表示 有 的 单位 切 向 量 (unit tangent vector)， 因 为 对 于 8 上 任意 一 点 ， 都 有 1T|=1， 则 T 只 能 
度量 工 方向 变化 的 速度 ， 这 样 T' 就 成 为 描述 8 某 些 几 何 性 质 的 一 个 很 好 的 量 . 


[LI5 | 
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命题 1.3.1 |TI=VT.- T=1, H T- T= 二 1. 根据 乘积 法 则 ， 可 得 
0=(T.T)=T.T+T.T=2T.T. 

因此 T.e T =0, MHA THAT T. 

如 图 1-15 所 示 , THT EMEA, 我们 称 , 
T' 是 8 的 法 线 (normal)， 这 里 不 要 求 的 长 度 05 T 
为 1， 可 以 定义 8 的 曲率 (curvature) BMA 

x(s) =|T’(s) |. 

PA 20, MA« APSHA HA eM. wR 
处 处 都 有 < 一 0， 则 就 像 下 面 定理 1. 3. 20 所 描述 105 coos isos a 3 2? | 
的 那样 ， 我 们 可 以 完全 确定 曲线 8， 以 下 的 讨论 图 1-15 ”曲线 的 荆 和 工 
中 假定 «> 0. 

练习 1.3.2 假设 8 是 xy 平面 上 有 单位 速度 的 曲线 .证明 如 果 不 考 虑 符号，B 的 曲率 等 于 
d9/ds， 其 中 0 是 工 与 ej 二 (1，0) 的 夹 角 . 


我 们 习惯 于 把 重要 的 向 量 单位 化 ， 所 以 定义 N= 二 T' 为 8 的 主 法 向 量 (principal normal 


vector)， 为 此 需要 天 0， 取 “>0， 根 据 曲率 的 定义 ，| MI=1. 至 此 还 需要 第 三 个 向 量 ， 这 个 
HELME TANGA THAN 那样 互相 垂直 ). 在 此 之 前 ， 回 忆 另 一 种 向 量 运 算 ， NA 
(cross product). 

不 同 于 两 个 向 量 的 点 积 (产生 一 个 实数 )， 两 个 向 量 的 又 积 产生 一 个 新 的 向 量 .， 设 v = 
Œœ, v, HH w=, w, w), EX Aw 的 叉 积 (用 坐标 表示 ) 为 

VXwW= (Vw — Vw vw — vw ,vw — vw), 

一 个 较 简单 的 记忆 这 个 公式 的 方法 是 计算 行列 式 
el er es 


uxw= 


其 中 e e, e 分 别 表 示 单 位 向 量 (1，0，0)，(0，1，0)，(0，0，1). 按照 向 量 计算 的 惯用 
记 法 ， 分 别 用 i，j, 大 表示 以 上 向 量 . 

练习 1.3.3 计算 上 述 行列 式 ， 并 验证 它 等 于 o Xw. 

练习 1.3.4 如 果 行 列 式 的 第 二 行 和 第 三 行 互 换 ， 结 果 如 何 ? 

练习 1.3.5 证 明 ( 通 过 一 般 计 算 或 Maple) 著 名 的 拉 格 朗 日 等 式 

lux w|? =|v]? |w]? — (oe w). 
练习 1.3.6 利用 前 面 的 练习 证 明 
lux wl? =|vl||wi sing, 

其 中 0 为 v 和 wm 的 夹 角 . TER. v Xw=0 当 且 仅 当 v 和 w 平行 ( 即 w=av ， 其 中 aeR). 

练习 1.3.7 证 明 v + (vu Xw)=0=w> (w Xw).， 因 而 两 个 向 量 的 又 积 所 得 的 向 量 与 给 定 
的 两 个 向 量 垂直 . 
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练习 1.3.8 WEH: |o Xwl 等 于 由 v 和 w 组 成 的 平行 四 边 形 的 面积 (如 图 1-16 所 示 ). 

RECA AMAA ABE ce >O), WHEY 8 的 副 法 向 量 (binormal)8 二 TX N， 注意 
IBJ=|T|{|N|sin90°°=1+1+1=1, 也 就 是 说 B 也 是 单位 向 量 . 与 前 面 类 似 ， 有 
B+ T=0=B °- N. 称 (TT，N，B) 为 8 的 Frenet 标 架 (Frenet Frame)( 如 图 1-17 所 示 ). 


1 B 


U 1 05 0 0.5 1 15 25 4 3 


图 1-16 平行 四 边 形 图 1-17 曲线 的 Frenet RÆ 


T, N, BRER p 的 变化 将 告诉 我 们 曲线 自身 在 空间 中 是 如 何 旋 转弯 曲 的 ，T，N，B 的 
变化 又 由 微分 T ，N"，B’ 决定 ， 由 六 的 定义 可 知 ，T’ 二 xN ， 所 以 曲率 « 描述 了 工 方 向 上 的 
变化 . 当然， 还 要 计算 N ，B'. ANT, N，B 是 三 维 空间 R? 中 三 个 互相 垂直 的 单位 向 量 ， 
所 以 及 中 的 任 一 向 量 都 是 它们 的 线性 组 合 。 特 别 地 ，B 二 aT 十 6N 十 cB， 如 果 能 确定 a，6b，c， 
也 就 确定 了 B .为 此 ， 我 们 使 用 已 知 的 T, N, BEA. 

首先 . 
T+ B’=aT+T+6T+-N+cT+B 

=a-1+6-04c-0 
= a. 
ÆW, N+ B'=b, B-B’=c. RA 
B = (T+ B')T+(N+ BYN+ (B+ BB. 
现在 我 们 确定 T+ B. BAT. B=0, ARAMA O=(T- BY’ =T .B+T.B. 又 N. B=0, 
所 以 


同样 可 以 确定 B+ BY. AY B+ B=1, fFLLO=(B-+ B) =B + B+B- B’=2B- B, & 
B+ B'=0. 现在 B' 的 表达 式 中 只 剩 下 一 个 可 能 非 零 的 系数 .既然 不 能 用 已 知 量 刻画 它 ， 就 给 
它 起 个 名 字 . 定义 r= 一 N。B' 是 曲线 8B 的 挠 率 (torsion)， 综 上 所 述 ， 有 
B’ =~ rN. 
FOR N’, ， 如 同 求 B， 可 得 
l N =(T+N)T+(N+N)N+(BeN‘)B. 

HHA RA T+ N=0, AOST + N+T+N A T=cN, & T+ N =N + N=—x. 
MN+N=1, ġ& N+ N'=08H B-N=0, Am B .N+ 二 +B.，N =0， 所 以 由 定义 得 B.N’= 
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一 B'。N 二 一 N。B'==rt， 因 此 ， 
N =— «KT +B. 
定理 1. 3. 9(Frenet 公式 ) 对 于 wk>0 且 有 单位 速度 的 曲线 ，Frenet 标 架 的 导数 由 如 下 公 
式 给 出 ， 


T = KN 
N) = 一 pkT + rB 
B = 一 rN. 


例 1.3.10( 圆 ) 考虑 圆 a(t) = ( rcos =, rsin +, 0), 其 导数 a! (2) = 1/r) (一 rsin +, 


rcos z , 0)=( sin z ; cos =, o), 故 |a (1) | 二 1， 所 以 a 有 单位 速度 ， 故 T= 二 a'. XT = 
a= (—G/r)cos =, 一 (1/r)sin =, 0) = — (l/r) (cos =, sin $, 0), 其 中 ， (一 sos 二 ， 
r r 


一 sin É, 0 ) 是 单位 向 量 ， 因此 等 于 N， 即 T= 十 (1/r)N， 故 k= 二 1/r， 也 就 是 说 ， 半 径 为 + 的 


圆 曲率 为 常数 1/r， 由 此 我 们 获得 一 种 直观 的 想象 ，r 越 大 ， 圆 弯曲 得 就 越 轻 ， 极 限 < 二 (1/7) 一 0 
反映 了 这 一 点 ， 其 次 ， 我 们 希望 知道 圆 的 挠 率 . 


由 Frenet 公式 N' 二 一 xT 十 tB， 故 得 * 一 0， 所 以 圆 的 挠 率 为 0. 对 此 ， 我 们 稍 后 将 进行 概括 性 
的 总 结 . 

练习 1.3.11 利用 Frenet 公式 可 以 确定 曲线 ,不 管 曲线 参数 形式 有 和 多么 复杂 下 面 这 条 
曲线 也 将 在 练习 1. 5. 4 PER SOAs), C1—s)97/8, sD, H—1<s<, 

(1) 证 明 8 有 单位 速度 . 

(2) 证 明 x= 1//8A—s*). 

(3) 证 明 N = (V2(1 一 s)/2, /20F5)/2, 0) BE B= TX N=(—V143/2, JI=s/2, 
V2/2). 

《4) 证 明 t= 二 x. 

练习 1.3.12 一 刚性 物体 沿 曲线 a(s) 运 动 (假设 它 具 有 单位 速度 )， 则 它 沿 曲线 的 运动 由 
旋转 和 平移 构成 ， 转 动 由 角速度 决定 , w WET’ =0XT, N’=oXN, B’=oXB. HE w 
称 为 达 布 向 量 (Darboux vector). 证 明 o=rT+kB. 提示 ; w=aT+bN+cB, BAIT, N, B 
SPRITE MB, Rua, b, c. 

5) 1.3.13 WEH TXT =o, EP o 为 达 布 向 量 . 

练习 1.3.14 wa: [a, 56] 一 R’ 是 单位 速度 曲线 ， 现 在 定义 一 个 新 的 标 架 {T，U，Y} 代 
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蔡 Frenet 标 架 ， 其 中 本 是 通常 的 切 向 量 . 设 U 是 a 上 满足 工 . U=0 的 任意 单位 向 量 ， 也 就 是 
W, IHES Ela, b], U: La, bJ >R 对 应 一 个 垂直 于 T(z) 的 单位 向 量 U(t)， 定 义 V 二 TXU， 
证 明 这 一 标 架 满足 等 式 ( 即 "Frenet 公式 ”) : 


T = wU —a.V 
U’ = 一 os 下 十 wV 
Vv’ = w T ToU, 


其 中 os, as o 是 系数 函数 ， 而 且 满 足 T=woXT, U=oXU, V=oXV WH RE o= 
wi T +w U +taV. 

练习 1.3. 15([Sc095) 如 果 具 有 单位 速度 曲线 的 达 布 向 量 w 二 tT 十 x<B， 绕 空间 中 某 一 固 
定 的 直线 以 恒定 角度 、 恒 定 速度 转动 ， 我 们 称 此 曲线 为 恒 进 动 的 (constant precession). 证明 
恒 进 动 曲 线 的 特征 可 如 下 刻画 : 

«(s) =—asin(bs) 和 和 rls) = acos(bs), 
Hepa>0, a, b HEH cva te. KA, HTE A 二 w 十 bN 和 平行 于 4(0) 的 直线 1， 
证 明 以 下 五 条 性 质 等 价 ， lwl =a; (ii)cos6 一 a/c， 其 中 9 是 w 和 有 A 的 夹 角 ; Gii)|N’| =a; 
Civ) cos(x/2—0) =b/c, HP x/2 一 sgn(5)9 BA MN HRA; WIAl=c; 其 次 给 定 上 述 性 质 
中 的 任 一 个 ， 证 明 A 总 是 平行 于 !( 即 A(0)) 当 目 仅 当 w =—ON’; 最 后 证 明 4 ==0 当 且 仅 当 
rz 一 pk 和 ww 一 一 5r. 

解 这 个 微分 方程 就 可 以 得 到 结果 . Maple 的 “dsolve” 的 指令 很 有 用 ， 我 们 将 在 本 章 末 尾 Maple 
部 分 给 出 恒 进 动 曲 线 的 精确 参数 表示 . 

练习 1.3.16 设 a,B 是 两 条 不 相交 的 闭 曲 线 4 -i 
( 即 ala)=a (b), BRŽ. HR 投射 到 平面 ， 使 B 
得 a，B 至 多 两 个 点 映射 为 单一 象 ， 对 于 每 个 a 的 下 a 
穿 式 交叉 ， 指 定 士 1 对 应 于 这 一 定向 ， 如 图 1.18 所 “一 | 一 全 一 一 | 一 
Ro WREE MMR LEa D, URE a 8 
的 环绕 数 (linking number). $T, U, Vi) BAY | 
1. 3. 14 中 给 出 的 标 架 ， 则 关于 a 的 UU 的 捏 前 (twist) 图 1-18 定向 环绕 数 
定义 为 

Twla.U) = jal wide. 


$ pHateU, He 尽 可 能 小 且 使 得 a。，B 不 相交 ， 证明 如 果 a 是 平面 曲线 ， 则 Leo, B= 
Tw(a,，U)， 这 是 怀特 (White) 公 式 的 一 一 个 特殊 情形 ， 而 怀特 公式 对 当代 DNA 研究 起 到 了 重要 
作用 ( 详 见 [Poh80，PR78]). 
练习 1.3.17 对 Frenet 标 架 {T，N，B}, 证明 a 的 主 法 向 量 N 的 扭曲 是 a 的 挠 率 的 总 和 
(除去 1/2x 倍 )， 即 
Twla,N) = = ‘zdi, 


- 例 1.3. 18( 螺 旋 线 ) SERER cs) Case D. asin(s/c), (bs)/c), E c= le +87)”, 
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那么 BC) 一 (一 (ae/c)sin(Cs/c)， (Ca/c)cos(s/c)， b/O BIB Ol =a /e+h /=e /c= ， 故 
8 具有 单位 速度 . 因此 T=8' H T =8 (s) =(— (a/c? )cos(s/c), — (a/c?) sin(s/c), 0) = 
(a/c? )}(—cos(s/c), —sin(s/c), 0)=Ca/c? IN. HK 

a 


n= 3 


— a 
cz (W +87) 


是 常数 . 

练习 1.3. 19 证 明 r=b/° =b/(a? +H) BHR. 

如 果 限 定 曲率 和 挠 率 ， 那 么 就 能 得 到 符合 条 件 的 曲线 ， 下 面 给 出 的 是 最 简单 的 限定 条 件 . 

定理 1.3.20 设 B(s) 是 具有 单位 速度 的 曲线 ， 则 

(De=0 当 且 仅 当 PORER. 

(2Qe>0, r=0 SARS Bl(s) 是 平面 曲线 . 

证 明 (1) 假 设 8 是 直线 ， 则 B86 的 参数 方程 为 8(s) 二 p 十 sv Aly | 二 1( 所 以 8 有 单位 速度 )， 
T= C) =v NBR, HT’ =0, Al, «=|T'|=0. 

假设 < 一 0. 根据 定义 ， IT |=0, A T =0, 故 


T 二 wv 为 常量 (因为 6 有 单位 速度 ， 故 |v | 二 1). X B 
BS) =T=0, 可 得 BCs) = ptso 9 其 中 p 为 积分 常 P 
量 ， 所 以 8 为 直线 . 


(2) 假 设 r*=0. 根据 Frenet Ast, B’=0, RB p0 
为 常量 ， 这 意味 着 PS) BENT BERK EAA. 
以 下 将 证 明 这 一 点 . 过 8(0) 作 垂直 于 法 向 量 B 


的 平面 (如 图 1-19 所 示 )， 点 P 在 平面 上 当 且 仅 当 图 1919 经 过 A0) 垂 直 于 召 的 平面 
(P—g(0)) . B=0. 

我 们 将 证 明 对 任意 的 ;s， 都 有 (pCs) 一 8(0)). B= 二 0， 考 虚 ((8(s) 一 8(0))。B) = (8(s) 一 
BO) + B+ (BCs) —B(0)) © B'=8' Cs) + B=T+ B=0. PACC —BOO)) > 是 常量 .为 确定 
这 一 常量 ， 计 算 表 达 式 在 ;二 0 处 的 值 ， 得 (8C0) 一 8(0)). B 二 0， 则 对 任意 的 s， 都 有 (8(s) 一 
BC0))。B 二 0。 因 而 POF B8(0) 和 常 向 量 B 所 确定 的 平面 内 . . 

假设 8 位 于 某 一 平面 ( 像 上 面 提 到 的 )， 则 这 个 平面 是 由 点 P 和 不 为 零 的 法 向 量 确定 的 . 
因为 8 在 平面 内 ， 故 对 任意 *， 均 有 

(BCs) —P) +n = 0. 
经 过 两 次 微分 得 到 两 个 等 式 8'(s)，n 一 0 Al B’(s) + n=0. Bl T+ n=0 和 kN + n=0, 这 两 个 等 
式 说 明 n 垂直 于 人 荆 和 N， 所 以 n 是 B 的 倍数 且 
+n/ In|= B. 
故 BHEE, H B’=0. 由 Frenet 公式 可 得 r=0. u 

由 此 可 知 ， 曲 率 度量 了 曲线 沿 直线 的 偏 移 ， 而 挠 率 度 量 了 曲线 沿 它 所 在 的 平面 的 偏 移 ， 对 
于 xy 平面 上 的 半径 为 r 的 标准 圆 ，r 一 0，x=1/r。 对 于 放置 在 Rs 中 任 一 位 置 的 圆 ， 研 究 它 的 
性 质 有 两 种 方法 ， 可 以 给 出 任 一 圆 在 Rs: 中 的 参数 方程 ， 或 直接 用 圆 的 定义 ， 即 平面 上 和 一 定 
点 距离 相等 的 点 的 集合 。 为 了 强调 几何 性 质 而 不 是 解析 性 质 (曾经 侧重 于 这 个 性 质 )， 采 用 第 二 
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种 定义 方法 . 

定理 1.3.21 曲线 B(s) 是 图 的 一 部 分 当 且 仅 当 k 是 大 于 0 的 常量 且 r 一 0. 

证 明 假设 8 是 圆 的 一 部 分 ， 根 据 定义 ，8 是 平面 曲线 ， 故 tr 一 0. 再 由 定义 ， 对 任意 的 ;， 
18(s) 一 p| 一 ~ 两 边 平 方 ，(8(C) 一 中。(8G) 一 p) 一 天， 两 边 求 微分 ， 得 到 (因为 T=p') 

2T. (R) 一 pP) 一 0 或 T. (BC(s)—p)=0. 
再 次 微分 ， 得 
T + (ps) —p) + T+ T=0 
KN + (B(s) — p) +1=0 (x) 
KN »。(B(s) ~ p)=— 1. 

特别 地 ， 这 意味 着 x 二 0， 且 N，(B8(s) 一 p) 隆 0， 微分 (x ) 式 ， 可 得 


FN “(BCGs)—p)+xN’: (BC(s)—p)+xN. T=0 
dey + (BR) 一 Hel KT +B) + (BCs) — p) $0 = 0. 
由 前 面 的 计算 知 r=0 H T. (B(s)—p)=0, FE 
de 


LN ° (BCs) — p) = 0, 


MiB ON + (80s) — p)40 知 dx/ds 二 0， 因 此 «>0 WHE. 

现在 假设 <>0 Hr=0, Rie 8(s) 是 圆 的 一 部 分 ， 必 须 证 明 8(s) 上 每 个 点 到 某 定点 为 常数 . 
对 标准 圆 ， 要 证 明 圆 上 任 一 点 沿 法 线 方向 到 圆心 的 距离 等 于 半径 ， 即 rN 二 (1/x)N. Ry 表示 
曲线 


Ys) = ps) + EN. 


因为 要 证 明 y 是 一 个 定点 一 一 恰好 就 是 我 们 期 望 得 到 的 圆 的 圆心 ， 必 须 证 明 y’(s)=0. 通过 计 
算 可 得 
O= p(s) + 2N' 因为 «为 常数 
=T+ <P + eB) 


= T-T 因为 xz 一 0 


因此 y(;s) 是 常量 p. 同时 有 


I8) ~ p| = | in| = Ł, 
故 p EFIA 1/k WE BCs) BL. E 
练习 1.3.22 证 明 如 果 单 位 速度 曲线 8 的 任意 切线 都 经 过 固定 点 p， 则 8 为 直线 ， 提 示 ， 
存在 某 个 旺 数 r(s)， 使 得 p= trog C). 
练习 1.3.23 设 a 是 位 于 球 心 为 p、 半 径 为 R 的 球面 上 的 单位 速度 曲线 ， 证 明 若 ro, 


[27] 
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mawo p= N= (FVB e= (EHE Ea 
练习 1.3.24 证 明 若 (二 )~o (+) 二 (Y Ly 为 常量 ， 则 曲线 a( 单 位 速度 ) 位 于 球 


面 上 . 
练习 1.3.25 计算 下 面 曲线 的 曲率 和 挠 率 : 
a(t) = (a cos? (t) ya sin(t)cos(t) ,a sin(t)). 


然后 在 同一 个 坐标 系 中 绘制 < 一 1 时 a(z) 的 图 像 和 半径 为 1、 圆 心 位 于 原点 的 球面 的 图 像 ， 并 


且 通 过 计算 
(#) + (全 (二 TO) 
为 常量 ( 它 必然 是 e( 妨 所 在 球 的 半径 的 平方 ) 证 明 w( 忆 是 球面 曲线 . 注意， 必须 有 |w (2) | =ds/de, 
因为 a(z) 不 具有 单位 速度 且 这 里 1/w 的 微分 与 上 相关 ， 而 上 面 的 例子 是 与 弧 长 s HH. ER: 
可 能 会 用 到 下 一 节 中 的 Maple 方法 及 公式 . 
练习 1.3.26 求 下 面 球面 和 柱 面 交 线 的 参数 方程 : 
xety+2? = ha, (e—a Hy =a’, 

提示 : r=acostta, y=asin 是 柱 面 的 参数 方程 ， 将 zx，y 代 和 人 球面 方程 解 出 >， 这 条 曲线 就 
是 著名 的 Viviani 曲线 ， 计 算 Viviani 曲线 的 曲率 和 挠 率 ( 因 为 我 们 知道 此 曲线 是 球面 上 的 曲 


线 )， 并 验证 以 下 公式 : 
2 , 2 
(a) + (Ce) Tear) = 


最 后 在 球面 上 画 出 该 曲线 .比较 Viviani 曲线 和 练习 1. 3. 25 中 的 曲线 ， 做 个 猜想 ， 能 证 明 这 个 
猜想 吗 ? 仍然 会 用 到 下 一 节 的 公式 或 者 Maple. 


练习 1.3.27 计算 曲线 po = (752086); sin(s), oO) eM 确定 曲线 类 型 . 


练习 1.3.28 设 a 为 单位 速度 曲线 ,证 明 存在 唯一 的 贺 8 使 得 
BOO) = a(0), B'O) =a (0), B'O) = «(0). 
提示 :  B(s)=p+Reos(s/R)v,+Rsin(s/R)v,, Ho, v 是 互相 垂直 的 单位 向 量 . 证 明 过 
程 说 明 8 位 于 T, 称 为 的 密切 平面 (osculating plane)，8 称 为 a 的 密切 贺 
Cosculating circle)， 同 时 ， 证 明 过 程 说 明 8 的 半径 恰 为 1/c. (0). 即 8 是 在 xc (0) 点 处 与 a 最 接近 的 
圆 ， 由 此 我 们 需要 思考 两 点 ;密切 圆 是 否 总 是 位 于 曲线 的 一 边 ? 怎样 利用 密切 圆 的 概念 及 计算 
机 计算 曲线 的 曲率 ? 

在 本 节 结 束 之 前 ， 我 们 考虑 一 下 在 曲线 变化 下 曲率 对 弧 长 的 作用 . 一 般 来 说 ， 微 分 几何 中 
我 们 感 兴 趣 的 是 诸如 弧 长 、 面 积 、 体 积 等 等 的 变化 率 ， 这 样 ， 通过 刻画 这 些 几 何 量变 化 的 表达 
式 将 微 积分 渗透 到 几何 当中 .这 种 想法 起 源 于 变 分 法 ， 这 是 第 7 章 的 内 容 . 下 面 考虑 特殊 
例子 . 

例 1.3.29 设 als) 是 弧 长 为 L, 的 单位 速度 闭 曲 线 ， 且 沿 其 法 线 方 向 向 外 拉 伸 ， 换 言 之 ， 


2 
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考虑 伸展 线 BCs) =al) teels), MABES a 一 0， 我 们 希望 知道 在 这 样 一 个 伸展 过 程 中 ， 弧 


长 最 初 ( 即 当 e0 时 ) 是 怎样 变化 的 ， 注 意 
B eB =a ea Hea .+ed 6, 
因此 有 的 弧 长 是 s 的 函数 : 
Lyle) = [Java F bea wd 


dLeCe)| 一 | 2a’ e o + 265" + 6 as) 
de =0 2Va ea +2ea +d Hee es ,0 


a’ 8'ds ”因为 a 为 单位 速度 
=— fe” + bas 因为 0= (a + 8)! = a" Sta’ .6 
=— [eN .sds。 因为 由 Frenet AR a” = eN 


如 果 我 们 选择 (5) = Ns) a 的 主 法 向 量 )， 那 么 (O= — feds. 83 5. 1. 4 中 曲面 上 的 曲线 


就 是 这 个 例子 的 推广 . 
练习 1.3.30 求 半径 为 > 的 圆 沿 着 主 法 向 量 方向 展开 时 孤 长 的 初始 变化 率 ， 这 里 不 需要 计 
算 ， 求 圆 的 曲率 从 0 到 2x，r( 因 为 此 处 取 的 是 单位 速度 圆 ) 的 积分 ， 验 证 结论 . 


1.4 非 单位 速度 曲线 


虽然 所 有 正则 曲线 原则 上 能 够 参数 化 为 单位 速度 曲线 ， 但 有 些 曲 线 ( 例 如 椭圆 曲线 ) 无 法 得 
到 确切 的 表达 式 ， 因此 ， 要 了 解 这 些 曲 线 的 几何 性 质 ， 必 须 修 正 Frenet 公式 ， 使 之 可 以 阐述 
非 单位 速度 曲线 的 性 质 . 

设 a(z) 是 任意 一 条 曲线 ， 其 速度 为 v= |a'(2)|==ds/dt， 理 论 上 ， 我 们 可 以 将 a) BHM 
速度 曲线 z(s(1))， 这 样 就 可 以 利用 弧 长 参数 方程 a(s(z)) 来 定义 oC MH RAR, WA, Y 
向 量 a (2) 的 方向 和 再 次 参数 化 后 的 单位 切 向 量 T(s) 的 方向 相同 ， 故 TOO =a’ (t)/la’ (2) |. 
也 就 是 说 ， 我 们 可 以 用 参数 化 为 单位 速度 的 曲线 的 不 变量 来 定义 非 单 位 速度 曲线 的 不 变量 ， 

定义 1.4.1 定义 

(1)a(t) 的 单位 切 向 量 为 T(t) 竺 TT(s(1)). 

(2)alt) 的 曲率 为 x(t) 竺 (s(t)). 

(3) 若 kx 之 0，alt) 的 主 法 向 量 为 NOFNGO)). 

(4) 若 Kk 之 0，a(1) 的 副 法 向 量 为 BOS BW)). 

(5) 若 k 之 0，a(t) 的 找 率 为 c(t) es). 


[31] 
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不 要 被 这 些 定义 和 弄 糊 涂 了 ， 它 们 的 主要 作用 是 帮助 我 们 利用 链 式 法 则 计算 曲线 的 切 向 量 和 
法 向 量 ( 及 它们 的 微分 )， 以 求 TOA, HEL TO=Ts@), HRT eONMK 
参数 方程 a(s(7)) 的 单位 切 向 量 .， 故 可 得 
da(s) _ de(t) dt _ dat) 1 _ dat) 1 


ds dż «ds dt v dt la C1 
显然 ， 这 正 是 我 们 所 要 的 这样， 定义 1. 4. 1 也 可 视 为 温习 链 式 法 则 的 一 个 简便 途径 . 
定理 1. 4.2( 非 单位 速度 曲线 的 Frenet AR) ”对 于 速度 为 v 二 ds/dt 且 曲 率 上 0 的 正则 曲 
线 a(t), 有 


TQ) = Ts) = 


TG) = KxyN 
N'D = ~T 十 cvB 
B’ (1) = ~N. 


证 明 由 定义 ， 单 位 切 向 量 TOT), (2) 表示 关于 :的 微分 ， 对 等 式 右边 使 用 链 式 
法 则 ， 可 得 x，z. 


/ — dT(s) ds 
T (1)= ds d 
= «(s)N(s)v 
= c(t) N(t)v(2) 由 定义 
T= nkuN, 
这 样 ， 第 一 个 公式 成 立 ， 对 第 二 个 和 第 三 个 公式 ， 由 单位 速度 的 Frenet AR, 48 
, — dN(s) ds 
N (71)= ds a 
= (—x«T +<¢B)y 
=~ «vT + rvB. 
H 
7 — dB(s) ds 
已 《一 “a dz 
=— ¿Ny - 
=— rN. a 
引 理 1.4.3 eo’ = rT, a =(dy/dt) T+ ev? N. 
证 明 AW a(t) =als(t)), HEREA 
a’ (t)= a'(s) $ 
= Ts) 
= OTO), 
第 二 个 
a(t) = ÈT HOTO 
_ dv 


qt O + vk NC) 
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一 由 
dt 


练习 1.4.4 详细 计算 下 面 的 例子 ， 对 a 给 出 如 下 的 物理 分 析 . 假定 一 辆 汽车 以 恒定 速度 
(为 方便 起 见 ) 环 绕 水 平公 路 行驶 ， 则 汽车 的 向 心 加 速度 为 x 二 xv*N， 汽 车 只 受 保证 在 公路 上 
做 圆周 运动 所 需要 的 力 ， 假 定 轮胎 转动 不 打滑 ， 这 个 力 等 于 摩擦 系数 pCHH~0. 60) 与 汽车 重 
A mg( 质 量 乘 以 重力 加 速度 ) 的 乘积 ， 根据 牛 顿 定律 ， 为 保证 汽车 在 环 路 上 运动 ， 只 需 - 
umg >m? 或 pg > nv’. 
对 给 定 的 曲率 x， 为 使 汽车 紧 贴 路 面 ， 速 度 必须 满足 


< jE. 
K 
如 果 路 面 倾斜 ， 有 什么 变化 ? 
由 上 述 定义 及 已 知 的 单位 速度 曲线 结论 ， 对 非 单 位 速度 曲线 a(t)， 有 T=a'/la |, B= 
TXN, N=BXT, #A FREE. 
定理 1.4.5 任意 正则 曲线 aHDRBREIAAA, 


_ a Xa 


TWH +eOv ONG). | 


, ut 
y= le eal 
la | 
_ Ca’ Xa") + a” 
(3)r= la’ Xa’ |? 


TEAR 为 了 证 明 (1)， 使 用 引 理 1. 4. 3 中 的 公式 B 
GT) X (FT +N) 


7 H 
a Xa 


Il 


dy 
” dt 


= 0+ e*B 


Tx T+x TXN 


Bela! Xalet, FE B= EA EC), REH la Xa" | ro? 求 < 即 可 ， 对 于 公式 (3)， 
取 三 次 微分 

WwW dy 2 / 
a 一 (GT + ev N) 

= dy 

dt? 

MAW TT’ =N, HBEKRFT MN, B+ T=0, B- B=1, 得 

B+” = eB. N' 
= kv’ B e (— eT +B) 


= ktv”. 


dup q de, dy 2N’ 
THOT! + pt N Hev EN He? N’. 


Ma’ Xa =r’ B, 故 
(a Xa’) + a” = Kv? Be a” 


22 
= py? (ery?) 
= yfr. 
因为 la Xa =n, BY 
' — (a Xa) +a” (a’ Xa’) * a” a 


= -r ma 
wy? le Ka’ |? 


练习 1.4.6 证 明 椭 加 a(t) 二 (acost，bsint) 的 曲率 
k= ab/(a’ sin? t + b cost)’. 


EE a=b 时 为 圆 . 证 明 任意 平面 曲线 oO=H(2), yO MHBARA 


ley 一 工 y | 
(x? +y?” 
练习 1.4.7 计算 曲线 8(1) = Ce cost, e’sint, eH T, N, B 及 曲率 、 HE. 
曲线 a(t)=Ccosht, sinht, DÆN HRA. PZZ H = RRENA 
éte! . ee ee 
cosht = z’ sinht » tanh ode 


还 有 基本 等 式 cosh:t 一 sinh:t 二 1 及 以 下 导数 公式 


dcosht) = sinht, d(Csinht) = cosht. 


dt dt 
练习 1.4.8 对 双 曲 螺 线 证 明 ， 
(DT =FeCanhe, l, secht), He secht=—_. 


(2)B 一 房 (一 tanht， 1, —secht). 


(3) N=(Csecht, 0, —tanht). 
(4)«=1/(2cosh’t). 
(5)r==1/(2cosh’2). 


练习 1.4.9 计算 双 曲 螺 线 a 的 s(1)= f la’ Cu) | du. 
练习 1.4. 10 a(z) 不 一 定 是 单位 速度 曲线 ， 其 渐 伸 线 是 Z(t:)， 证 明 渐 伸 线 T(z) 的 曲率 由 
XDA 


7 
给 出 ， 其 中 sb 是 oC) ATK PB. WR ao OLE MHRA, ARRAS? 分 别 用 公式 和 


直接 计算 法 计算 单位 圆 渐 开 线 的 曲率 , 
例 1.4. 11( 平 面 渐 届 线 ) 平面 曲线 eo OMAR A. BE BT a(t). 


浙 届 线 的 方程 为 


Kr(t) = 


ED = a) + LNW), 
w(t) 


其 中 , 六 是 xb 的 法 向 量 ， 注 意 渐 届 线 是 由 与 (世相 关 的 密切 圆 的 圆心 构成 的 ， 为 了 说 明 E(b) 
的 渐 伸 线 为 a(:)， 首 先 计算 
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An’ 
K 


OF 
| 
RQ 
十 


VN ++ eT +B) 


| 
S、 
十 


I 
RL 
+ 
~ 一、 a 


alo ale ale 


)'N —oT AA cr = 0 


因为 a =T 


| 
T 
Z 


. ERRER AMH Te BeOMKEMAN, A E R A R A 


Te = E) — s() T(t) 
= E(t) — s(t NGC) 


#iei=| (+y 


=a) +N 一 工 N 
K K 
= a(t). 


ABAD MRAM K me O=, RRRA O= f 12 ldu = f (EY 


du=1/k. 


注意 在 三 维 空间 中 也 可 以 定义 渐 届 线 . 空间 浙 届 线 的 定义 为 ea 十 了 N 十 B ， 其 中 c 为 常量 . 
例 1. 4. 12( 抛 物 线 的 平面 渐 屈 线 ) 假定 抛物 线 y= 二 2ax 的 参数 方程 为 a(t) 二 (22/ (2a), t), 
Wa’ @=(C/a, 1), v= |e |= Vtt /a, TSUNE +e, ada Fre). Het h% 


T= (a 3/2 ’ (a? 73 33/2 ) 
= kyN 
— at UN ， 
取 其 长 度 得 
[TP |= pty = FE ' [35] 


因此 w==a:/(a: 十 )， 将 其 代入 T' 的 表达 式 ， 得 N=Cah/ te, tMd trt). BRR 
线 的 方程 为 


ED = a(t) + LNG) 


k(t) 
£ i MEC +e a —t 
(za ) a (SS) 


_ (= +3/ 2 
2a ? a). 
练习 1.4.13 证 明 E(z) 的 zx，y 坐标 满足 关系 式 
27ay? = 8(rx—a)}, 
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这 条 曲线 就 是 著名 的 尼 尔 (Neil) 抛 物 曲 线 ( 如 图 1-20 所 示 ). 
练习 1.4.14 证 明 椭圆 a(t) 二 (acost，bsint) 的 渐 届 


线 是 星 形 线 一 
(= 7 6’ cos't, É 一 和 sin’), a 
练习 1.4.15 ERRER a(t) =Q, coshe) HY Ai JE <= 
线 的 参数 方程 是 (i 一 coshtsinht, 2cosht). | ~ 
练习 1.4.16 PER BIR a(t) =(acos’t, asin’ t) hw ~ 
届 线 是 一 个 扩展 的 且 经 过 旋转 得 到 的 不 同 相 的 星 形 线 ， 提 N 


K: 计算 渐 屈 线 后 ， 取 星 形 线 (2acost，2asin 纪 ， 根 据 图 
形 大 致 的 估计 旋转 ， 令 tt — 1/4. 


1.5 曲率 和 挠 率 的 一 些 结论 


前 面 我 们 已 经 利用 Frenet 公式 探究 曲线 的 几何 信息 .作为 更 复杂 的 例子 ， 考 虑 一 类 叫做 
柱 形 螺 线 (cylindrical helices) 的 曲线 .为 了 理解 这 些 曲线 的 定义 ， 先 考虑 标准 螺 线 a (s) = 
feost, 2). $ë 


C c c 


图 1-20 尼 尔 抛物 线 


(acos 三 ，asin 过， 2), Ep c= t), T=a ()=(—2sin $, 
Cc C C Cc Cc 


它 的 第 三 个 坐标 为 常数 ， BT +e = 之 (其 中 e=(0, 0, 1), Aim cosp= 2, ED T Ale; 间 的 


C 
夹 角 总 是 不 变 . 
归纳 这 个 性 质 就 可 以 得 到 柱 形 螺 线 (cylindrical helix) 的 定义 ， 称 一 条 单位 速度 曲线 a Ett 
形 螺 线 ， 如 果 存 在 固定 的 单位 向 量 w 在 曲线 上 使 得 丁 。 u= cosb 为 定 值 ， 实际 上 ，0 可 以 描述 为 
ETB 平面 内 了 转动 到 xz 的 角度 . 其 中 转动 起 始 朝 向 B， 经 过 耳 ，B 间 的 直角 ， 向 量 w 的 方向 
就 是 螺 线 的 轴 (axis).， 判断 一 条 曲线 为 柱 面 螺 线 只 需要 它 的 挠 率 、 曲 率 满足 一 个 简单 的 关 
系 式 . 
定理 1.5.1 Ba BR e>0, N a 为 柱 面 螺 线 当 且 仅 当 r/u 为 常数 . 
证 明 不 失 一 般 性 ， 假 设 a 有 单位 速度 ， 再 设 存 在 单位 向 量 u ET + u= cos 是 定 值 ， 
则 O=(T .一 Tv 一 ecN vu, WJ >00, W N- u=0. wu 与 N 垂直 ， 所 以 
u= (u» T)T+ (u » BB 
= coséT + sinB. 
图 1-21 表示 了 B 的 系数 .又 w BRE, Wu =0. 因此 
0= cosOT’ + sinéB’ 
= KCOSON 一 rsingN 
= («cos 一 rsing) N. 
即 ccosb 一 rsing 王 0，cot0 王 rz/k。 因 为 0 为 常量 ， 故 r/e HEE. 
现 假设 zr/x 为 常量 ， 国 为 余 切 函 数 的 值 域 是 整个 数 轴 ， 所 以 可 以 


选取 0 使 得 cotb 一 r/k， 定 义 Ww 二 cos9T 十 sin8B， 则 图 1-21 
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= (kcos0 一 rsin0) N = 0. 
所 以 ww 是 常 向 量 ， 显 然 ，T。v 一 cosbg 也 是 常量 ， 故 x HH MRR. a 
为 了 得 到 更 好 的 柱 面 螺 线 的 图 像 ， 可 以 把 螺 线 投影 到 
由 起 点 8(0) 和 固定 向 量 ( 法 向 量 )wu 所 决定 的 平面 上 ， 如 
图 1-22 所 示 . 
为 此 ， 从 BC) RAE BCs) —BOO) Wu 分量， 而 wu 分 量 的 长 
度 为 . 
h(s) = (BCs) — Bp(O0)) su 
若 8(s) 为 柱 面 螺 线 ， 这 一 项 究竟 是 什么 呢 ? 对 上 述 式 子 作 
微分 运算 ， 得 


oh sp’. ». u = T+u = cosé, 


ARR. KERR, AW h(s)=scosOt+C, M h(O0)=0=0+C, M C=0, BRB h= [37 
scos9， 因 而 柱 面 螺 线 8(s) 在 经 过 BC0) 且 垂直 于 u 的 平面 内 的 投影 为 l 
38 
. 7(s) = RCs) —hCs)u, 
H hls) =scosh. HEF, 7 的 参数 方程 不 一 定 是 单位 速度 的 参数 方程 . 
练习 1.5.2 证 明 Ky 一 ksp/sin20， 其 中 Kg 是 8 的 曲率 . 
练习 1.5.3 当 柱 面 螺 线 8 的 投影 y 为 圆 时 ， 则 pN AERA Circular helix)。 证 明 8 为 
圆 形 螺 线 当 且 仅 当 r，x 为 常量 . 
练习 1.5.4 对 于 练习 1. 3. 11 中 的 曲线 
(Qn (1 — s)?” s 
3 9 3 ak 


BCs) = 


我 们 能 得 出 什么 结论 ? 

练习 1.5.5 曲线 B(1) 二 (1 十 V3sint，2cost，V3t 一 sint) 是 什么 曲线 ? 

练习 1.5.6 证 明 OS lat, bt, P) HEERE KHI 4 二 94a:， 并 求 向 量 w， 使 得 
T=B /18 |, Tou 是 常量 . 

练习 1.5.7 令 p(s) 为 一 条 曲线 ， 且 对 任意 的 ;， N(s) 都 垂直 于 某 个 固定 向 量 u, WEAR 
ACOA MRR. RZ, TAME RRR, He Ns) BAF BAAS u. 

练习 1.5.8 证 明 对 任意 螺 线 ， 达 布 向 量 w 平行 于 螺 线 的 轴 u 练习 1. 3.12). 


练习 1.5.9 定义 曲线 po 一 | B, Odi, FP a(z) 为 单位 速度 曲线 ， 且 ,之 0. 证 明 Kp = 


Tas TaT Kas T,=B,; N,=—N,; B,=T,,. 若 a) HAERA, 8 亦 为 圆 形 螺 线 . 
练习 1.5.10 证 明 平 面 曲线 6(s) 的 空间 渐 届 线 E(s) 为 柱 面 贬 线 ， 提示， 将 ECs) 化 为 单位 速 
BE, HEE) MMR BCs). 计算 BIKER, A 8 为 平面 曲线 ， 其 挠 率 为 0. 这 给 出 了 E 
的 微分 满足 的 条 件 ， 再 对 E 应 用 Frenet AR. 
定理 1. 5. 1 向 我 们 展示 了 如 何在 某 一 量 上 加 以 限制 ， 从 而 确定 曲线 的 类 型 ， 例 如 /x 满足 
一 定 的 条 件 ， 可 以 确定 一 类 曲线 .在 定理 1. 5. 1 的 基础 上 ， 作 进一步 研究 ， 要 求 z/x BMKM [BT] 
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Ris .的 线性 函数 ， 由 定理 1. 3.20， 平 面 内 的 曲线 满足 z==0， 还 有 另 一 种 描述 的 方式 是 ， 当 
r(s)=0 时 ， 具 有 单位 速度 的 曲线 w(s) 位 于 由 TC(s)，N(s) 张 成 的 平面 中 . 平面 (T(s),，N(s)) 
就 是 先前 提 及 的 密切 平面 ( 见 练习 1. 3. 28)， 另 一 方面 ， 由 练习 1. 3.23， 如 果 单 位 速度 曲线 
x(5) 是 球面 曲线 ， 对 任意 点 p，a(s) 一 p EENG), BCs) bt, BREF Frenet HH 
{T(s), BOS PAAR AAA. 我们 称 单位 速度 曲线 ec(s) 是 伸 长 的 (rectifying)， 如 果 对 某 个 
固定 的 点 p, a(s) 一 p 在 平面 (T(s)，B(s)) 内 . 有 下 列 定 理 . 

定理 1.5.11 ([Che03]) wk>>0 的 单位 速度 曲线 als) 是 伸 长 的 当 且 仅 当 


工 一 as 十 0， 
K 


Fa, 8 为 常量 ， 且 a 天 0. 
证 明 Hao FAIA, WIFE TE RR ACS), OE a(S) =A(S TOS) +s) BCs). W 
a’ (s)= XT +aT’ 十 NB + gB’ 
=ANT+AN 十 A 了 B 一 prN 
T=AT+ Oc —poN+yp'B, 
而 人，N，B 构成 一 组 基 ( 对 任意 的 ;)， 所 以 
N=1, A—pr=0, p =0. 
积分 ， 得 


ACs) = stes ent p=, 


由 以 上 等 式 可 得 c/e=ast+b, HP a=1/c, b=k/c. 
现在 假定 已 知 t/x==as 十 6 二 (s 十 k)/c， 其 中 c=1/a, k=b/a. 因此 cr 二 (十 k)x， 考 虚 以 下 
微分 : 


La) -GHOT — BGs) = T-T- GHOT —B’ 


二 一 (5 十 ki)kN 十 crN 
= (一 人 二 ax 十 cr)N 
= 0, 
Ai, a(s)— (stk) T(s)—cB(S RE BE p， 重 新 整理 得 出 aCs) 一 p = (sth) TCG) +eBs), 这 
就 证 明了 a(s)— p EFECTO), BCA. | 
注 记 1,5. 12 实际 上 [Che03J 已 证 明 a(s) 是 伸 长 的 当 且 仅 当 所 的 参数 方程 可 写 为 a2) 一 
asectB(t)， 其 中 BC.) LAR S 上 的 单位 速度 曲线 且 a>. 
曲率 和 挠 率 或 独立 或 联合 能 够 描述 曲线 的 许多 几何 性 质 ， 具 体 地 说 ， 如 果 两 条 单位 速度 曲 
线 有 相同 的 曲率 和 拨 率 ， 则 存在 R: 中 的 一 个 刚性 运动 ， 将 其 中 一 条 映 为 男 一 条 . 或 者 给 定 曲 
率 和 拨 率 一 定 存在 曲线 与 之 对 应 。 这 一 结果 在 本 质 上 是 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 ， 由 
Frenet 公式 确定 了 方程 组 ， 而 它 的 唯一 解 就 是 所 要 的 曲线 ， 在 此 不 给 出 具体 的 证 明 ， 只 通过 下 
面 的 练习 简 述 部 分 证 明 . 
练习 1.5.13 证 明 曲率 为 已 知 函 数 OFTAR ACs) TDL ABR 
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Bs) = (| cosecodz,| singcodz)， 


其 中 aw) = f et) dt. RR: 运用 微 积分 基本 定理 ， 验 证 其 具有 单位 速度 ， 然 后 计算 Th. 
练习 1.5.14 求 有 单位 速度 的 平面 曲线 we(s)， 其 中 心 (*?) 王 25，au(0) 一 (0，0). 这 样 的 曲 


线 称 为 欧 拉 螺旋 线 (Euler spiral) 或 者 卡 牛 螺 线 (spiral of Cornu), ， 使 用 Maple HJF “recreate” Hi 
出 此 曲线 . 由 例 7. 6. 2 知 此 曲线 是 一 个 变 分 问题 的 解 . 
练习 1.5.15 求 有 单位 速度 的 平面 曲线 a(s)， 其 中 ODIA) ), a(0)=(0, 0). 
练习 1.5.16 求 有 单位 速度 的 平面 曲线 als), Hw, (s)=1/s, a1) =(3, —2). 
练习 1.5.17( 空 间 曲线 基本 定理 ) 证明 若 两 条 单位 速度 曲线 als), pcs) 满 足 对 任意 的 S, 
Ka(s) 二 ka(s)，zT(s) 二 Tra(s)， 则 存在 3 维 空间 中 的 刚性 运动 ( 即 平移 、 转 动 与 反射 变换 的 复合 ) 
把 a(s) ER Bs). 曲率 和 挠 率 决定 空间 曲线 的 特性 ， 是 微分 几何 基本 结果 之 一 提示， 
(1) 将 6(0) 平 移 到 a(0). 
(2) 旋 转 ， 如 有 必要 再 反射 8 在 8(0) 二 a(0) 处 的 Frenet RÆ, ERX a 的 Frenet 标 架 . 
《3) 证 明 对 任意 的 *， 现 在 的 Frenet 标 架 已 完全 相同 ， 考 虑 衡量 Frenet 标 架 偏差 的 函数 
DCs) = Ts(s)» Tels) 十 NG)。No() + B,(s) $ Bls), 
证 明 D(0) 二 3， 且 对 任意 的 s，D(s) 太 3， 以 及 D(so) 二 3 仅 当 在 so 处 的 标 架 相同 . 
ODA Frenet HE, WAHAD =0, 证明 D 为 常量 . 因此 ， 对 任意 的 s，D(s)=3. 
OER, a (s) =p C). WA, 并 利用 初始 条 件 证 明 95O, RIENT MENER 
(旋转 、 反 射 ) 将 Bs) 转化 成 als). 


1.6 格林 定理 及 等 周 不 等 式 


闭 曲线 在 几何 问题 和 数学 应 用 中 有 特殊 的 意义 ， 曲 线 a: La, 5] 一 R? AM, WRala)= 
aC)， 且 对 于 任意 的 n>0, a” (a)=a” (b), Hho RRN ESA. EXAMS, AAS 
常用 来 表示 物理 系统 的 周期 性 轨道 运动 . 因为 具有 周期 性 ， 所 以 可 以 仅仅 分 析 一 个 周期 进而 了 
解 系统 的 运动 状况 ， 几何 上 ， 闭 曲线 及 其 内 部 区 域 的 联系 是 很 重要 的 ， 高 斯 - 博 内 定理 就 是 一 
个 例子 .本 节 描 述 平面 闭合 曲线 和 内 部 区 域 的 最 基本 的 联系 ， 这 一 联系 称 为 等 周 不 等 式 ， 它 描 
述 了 平面 简单 闭 曲线 的 弧 长 及 它 围 成 的 区 域 面 积 之 间 的 关系 . (所 谓 简单 曲线 是 指 没有 自 交点 
的 曲线 ). 

定理 1. 6. 1( 等 周 不 等 式 ) 在 所 有 有 固定 长 度 的 平面 简单 闭 曲线 中 ， 圆 围 出 的 面积 最 大 . 
特别 地 ， 若 C 是 周 长 为 荆 的 简单 闭 曲 线 ， 围 成 的 面积 为 4， 则 

L? > 4rA， 
等 号 成 立 仅 当 曲线 为 图 时 . 

本 节 提 供 的 等 周 不 等 式 的 证 明 是 E，Schmidt 给 出 的 ， 我 们 将 延续 [Che67] 中 的 工作 ， 同 
时 和 例 7. 6. 9 中 有 关 变 分 法 的 证 明 做 个 比较 . 证 明之 前 ， 回 忆 双 变量 积分 的 一 个 基本 结论 . 

定理 1.6.2( 格 林 定 理 ) PCz，?y)，Q(Cz，y) 是 定义 在 平面 单 连通 区 域 尽 ( 即 一 个 无 孔 区 
域 ) 上 的 双 变 量 的 实 值 ( 光 滑 ) 函 数 ， 则 
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es 52 )ardy = = | Pdy 一 Qdz， 


其 中 ， 右 边 是 沿 区 域 尺 边界 C 的 < 时针 天 入 
注 记 1.6.3 ERRETEN A HRA RIER, 以 下 是 它 的 一 个 等 价 形式 ， 


ile IQ _ 2P 3E) dedy = f Pdz + Qdy. 


本 书 其 他 地 方 ， 将 根据 不 同上 是 利用 格 办 定理 的 不 同形 式 
例 1.6.4( 格 林 定理 和 面积 ) 设 闭 曲线 C 围 成 的 区 域 为 尺 ， 取 P= 二 x/2，Q 一 y/2， 由 格林 
定理 ， 得 


RAY i = fazas =[(4+4 )dzdy = = 去 |。 zdy— ydz. 
R R 


因此 ， 闭 曲线 围 成 的 面积 可 以 表示 成 某 个 线 积分 ， 当然， 这 一 线 积 分 的 计算 可 以 利用 曲线 的 参 | 
数 方程 BD 二 (z(D，y(D)，a<t<b， 取 池 | ziy- sa =F | (x(Dy (9 一 y(Dz ade. 相同 


的 讨论 可 得 到 以 下 等 式 : RR 的 面积 一 | zdy = | 一 ydz. 


定理 1. 6. 1 的 证 明 设 曲线 C 的 参数 方程 为 (一 (z(s)， 
ys), OSKSSL. 不 失 一 般 性 ， 假 设 它 为 单位 速度 的 曲线 参数 
方程 ， 因 为 C 是 闭合 曲线 ， 所 以 可 以 将 它 放 在 两 条 平行 线 间 . 
给 定 图 定向 使 得 直线 m,n 是 竖 直 的 且 它们 与 C 分 别 在 P 一 
a《0)，Q 二 also) 处 相 切 (如 图 1-23 Bras). 同时 在 两 直线 间 放 一 
个 对 照 贺 和， 圆 的 半径 ~ 等 于 两 平行 线 间 距离 的 一 半 ， 利 用 rw 的 
横 坐标 及 纵 坐 标 与 之 满足 圆 的 关系 ， 对 圆 重新 参数 化 ， 圆 的 参数 
方程 为 8(s) 二 (B.Cs), BC), HH AGOS), H 

pi = VO" 0<s sw 
Hr = als) S SSL 


注意 BC0) 一 AL)， 应 用 格林 定理 计算 C 围 成 的 面积 he 一 | zdy = 


L 
froyo ds. 对 此 圆 有 rr: = Ak = | 一 Bls)\dx = 


图 1-23 Fh ih RAL AR 


工 
f 一 B(s)z'(s)ds. 两 式 相 加 得 
工 
Ac 十 xz 一 f Czy’ — px’ )ds 
L t , 
<Í lay — hx | ds 
L 
= | Vy Be yds 


L 
j Vay? — 2xy px +p? d 
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< | VFD aF yas 因为 (zz + hy’)? o 
0 


=| VZ 二 本 ds 因为 "是 单位 速度 


L 
= f I8) | ds 
= f ras 因为 PRG) = (26s), fF =a) 
0 
= rL. 
由 通常 的 算术 几何 不 等 式 ， 有 VERFE<(CAc 十 xr2)/2， 故 
af Acrr’ < i 
Acar? < a 
4nAc < L’, 


这 就 是 等 周 不 等 式 ， 当 然 ， 我 们 还 要 考虑 等 号 成 立 的 情形 .假设 4xA=L’, EMR, 所 有 
的 不 等 式 都 成 为 等 式 ， 特 别 地 ， 等 式 
JAcn = fetar _ a 

说 明 AcH=aer’, BL=2n-r, 而且 因 为 上 述 积分 相等 且 被 积 函 数 都 为 正 ， 必 有 

(Cas) + Cy’, — 2’)? = (zy — fax’ =r? 
其 中 的 运算 是 点 积 . Mi (zx, Bl =r, |y, —2 | =1, Cr, k). Cy, — 2) = 
I(x, BIIIGy’, — zx) |cosé, BH cos9 王 1， 所 以 O=0 A(x, 记 ) 和 (> ， 一 xz’) 方向 相同 或 相反 . 
SBR BAK AB Cc, B)=trly’, =r). Ma=try, k=Frr. 利用 B =J/ 7’? — 2’, 
由 第 二 个 方程 ， 得 


x(s)= rsin( > +4). 
因为 x’ (s)=cos(s/r+d), x? +y?=1, HARI y(s)=Freos(s/r+d). KREBS, CH 
参数 方程 是 一 个 半径 为 > 的 圆 : 
als) = (rsin( = +a) ,rcos( > +a)). | 
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1.7 几何 曲线 与 Maple 


在 微分 几何 中 ， 计 算 机 代数 系统 为 计算 和 可 视 化 提供 了 有 效 的 工具 ， 它 的 应 用 范围 从 强 长 
积分 这 样 简单 的 数值 计算 到 表面 网 格 图 这 样 的 复杂 绘图 ， 无 所 不 及 ， 总 之 ， 用 计算 机 解决 问题 
是 很 普通 的 事情 ， 因 此 ， 在 本 节 及 与 计算 机 有 关 章 节 中 ，( 曾 经 是 第 一 个 ) 我 会 给 出 个 人 版 本 的 
计算 机 与 几何 ， 当 然 并 不 是 说 这 一 方法 就 是 最 理想 的 ， 事实 上 ， 相 信 很 多 读者 会 有 更 好 的 解决 
问题 的 方法 .只 不 过 我 认为 将 计算 机 代数 系统 引 人 几 何 是 很 有 意义 的 一 件 事 ， 本 书 中 之 所 以 使 
用 Maple 8( 以 后 就 记 为 Maple) 是 因为 我 觉得 这 一 系统 学 起 来 最 简单 ， 如 今 市 场 上 有 一 些 
Maple 的 介绍 ， 我 会 参考 它 的 一 些 命令 和 程序 包 ( 见 [Red93])， 至 于 使 用 Mathematica 处 理 几 
何 问题 的 方法 ， 读 者 可 参考 LGra93]. 

在 开始 使 用 Maple 之 前 ， 需 要 调用 基本 的 程序 包 才 能 进入 Maple 编译 环境 中 ， 它 由 以 下 
命令 实现 : 

> with(plots):with(LinearAlgebra): 


这 样 就 可 以 使 用 一 些 专门 画图 和 线性 代数 的 计算 工具 . 而 处 理 几 何 中 的 向 量 所 需要 用 到 的 大 
部 分 命令 也 可 以 通过 输入 以 下 命令 加 进去 ( 行 向 量 各 元 素 间 输入 竖 线 ， 列 向 量 各 元 素 间 输入 
逗号 ). 

> A:=<albic>; B:=<dlelf>; 


A:= [a,b,c] 

B := [def] 
线性 代数 运算 中 最 有 用 的 就 是 点 积 与 又 积 ， 叉 积 很 简单 ，Maple 在 处 理 点 积 时 稍微 麻烦 些 . 
DotProduct 命令 被 看 成 是 埃 尔 米 特 内 积 ， 所 以 要 得 到 R" 中 的 点 积 ， 必 须 声 明 “conjugate = false”. 


.> DotProduct (A,B,conjugate=false); 


da + eb + fe 
> CrossProduct (A,B); 
[bf — ce scd — af ,ae — bd ] 
Mape 不 只 对 命令 行 打包 ， 对 程序 也 是 如 此 .本 书 将 一 直 称 Maple 程序 为 “程序 "”， 而 且 会 给 
出 微分 几何 中 几乎 所 有 的 标准 计算 . 例如 下 述 程序 就 是 用 来 计算 1. 4 节 非 单位 速度 曲线 的 曲 
率 、 挠 率 ， 假 定 曲线 的 参数 方程 给 定 了 三 个 坐标 ， 其 中 每 个 坐标 都 是 变量 : 的 函数 ， 如 果 它 
是 zy 平面 上 的 平面 曲线 ， 则 取 第 三 个 坐标 为 0. 注意 ， 在 “proc()” 后 面 出 现 了 “local”， 这 是 
告诉 Maple,“local" 后 面 出 现 的 变量 仅 在 该 程序 段 内 有 意义 (通常 对 即时 计算 有 效 )， 所 以 即 
使 它们 事先 没有 定义 ,也 可 以 在 程序 段 中 使 用 local 变量 ; 同时 ， 注 意 命令 “Norm”， 标准 的 
Maple 范 数 是 复 的 co 范 数 ， 为 得 到 通常 意义 下 的 范 数 ， 需 要 加 上 说 明 “Euelidean，conjugate 一 


false”. 
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> curv:=proc (alpha) 

local alphap,alphapp; 

alphap:=map(diff,alpha,t); 

alphapp:=map(diff,alphap, t); 

simplify (Norm(CrossProduct (alphap,alphapp) , Euclidean, 
conjugate=false) /Norm(alphap,Euclidean,conjugate=false) “3, 
symbolic); 

end: 


> tor:= proc(alpha) 

local alphap,alphapp,alphappp; 

alphap:=map(diff,alpha,t); 

alphapp:=map(diff, alphap,t) ; 

alphappp:=map(diff,alphapp, t); 

simplify (DotProdtict (CrossProduct (alphap, alphapp) ,alphappp, 
conjugate=false) /Norm(CrossProduct (alphap, alphapp) , 
Euclidean, conjugate=false)~2,symbolic) ; 

end: 


在 上 面 两 个 程序 中 ，Maple 使 用 了 命令 map(difft，alpha， 世 表示 逐个 对 参数 曲线 “alpha” 的 各 
个 坐标 函数 作 微分 运算 . “map” 命 令 在 很 多 情况 下 都 用 来 计算 多 个 坐标 .下面 以 螺 线 为 例 加 以 
说 明 . 
> hel:=<a*cos(t) la*sin(t) | bet>; 
hel += [acos(t) ,asin(2) ,ot ] 


> curv(hel); 


> tor(hel); 
'b 
b Fa ， 
在 估计 特殊 螺 线 的 曲率 和 挠 率 时 ， RH Me 命令 “subs” 给 出 一 个 广义 的 定 
LUTF: 
> heli:=subs({a=4,b=2},hel); 


hell := [4cos(t) ,4sin(z) , 22] 
可 用 命令 “spacecurve” 绘 出 R 中 的 螺 线 图 ， 如 图 1- 24 FER. 注意 选项 “orientation” 是 用 来 给 出 
参数 为 球面 坐标 9 和 # 的 曲线 的 定向 . 


> spacecurve(convert(heli,list) ,t=0. .5*Pi, scaling= 
constrained, color=black, axes=framed, orientation=[40, 77), 
tickmarks=[3, 3,3]); 


有 时 用 环绕 空间 曲线 的 管道 代 兰 曲线 绘图 更 加 方便 ， 这 可 由 命令 “tubeplot” 实 现 ， 如 图 1-25 所 


m. 选项 “shading” 和 ”lightmodel” 人 允许 使 用 预 设 的 光照 效果 进行 3d 绘图 (例如 可 分 别 取 “XY” 
和 “light3”), “style" 选 项 ， 可 以 获得 隐藏 的 或 标明 的 网 格 框 ， 例 如 这 里 的 “patehnogrid” 就 可 以 
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画 出 立体 的 表面 网 格 线 ， 默 认 类 型 为 " patch” 


> tubeplot (convert (hel1,1ist) ,t=0..5*Pi, radius=1.2,scaling 
=constrained, shading=XY,lightmodel=light3, style= 
patchnogrid,axes=framed, orientation=[40,77]); 


as 30 

25 

= 20 

| 15 

a 10 

5 

o] 0 
Too 4099 04 
图 1-24 螺 线 图 1-25 螺旋 管 


这 里 hell 画 出 了 t 从 0 到 5x 的 图 形 ， 也 可 以 用 选项 控制 i 的 定义 域 ,， 从 而 获得 特定 范围 
内 的 图 ， 例 如 “scaling 二 constrained” 就 是 在 每 个 方向 轴 上 取 等 距离 刻度 . 

练习 1.7.1 使 用 选项 “scaling 二 unconstrained”,“thickness 二 1” 和 “color 二 blue” 画 螺 线 
图 .要 得 到 其 他 选项 ， 键 入 ? plot3dLoptions]. 命令 “spacecurve” 是 Maple 的 “plot3d” 命 令 的 一 
种 曲线 版 本 ， 在 绘制 曲面 时 ， 将 多 次 使 用 . 

要 绘制 平面 曲线 ， 可 以 使 用 “plot” 命 令 ， UETA A. 从 空间 曲线 到 平面 曲线 通常 有 一 
些 麻 烦 ， 例 如， 曲率 计算 程序 是 以 有 三 个 坐标 的 曲线 为 基础 ， 使 用 这 个 公式 计算 平面 曲线 ， 就 
需要 人 为 的 将 第 三 个 坐标 设 为 0. 同样 ， 用 Maple 的 “plot” 命 令 画 平面 曲线 ， 只 需 两 个 坐标 . 
给 簧 舌 曲 线 一 个 形式 上 的 第 三 坐标 ， 就 可 以 避免 这 些 麻烦 . 

> witch:=<2*tan(t)|2*cos(t) “210>; 

witch :一 [2tan(t) ,2cos’(t) ,0] 


> curv(witch) ; 


(4cos (t) — 3) cost G) 
(一 4coss (t) — 1 + 4cosë (t) ) /4cos® (t) + 1 — 4cos® (t) 
总 之 ， 不 能 像 “spacecurve” 一 样 写成 “plot(witch，…)”， 有 两 个 原因 . 第 一 ， 这 里 用 了 三 个 坐 
标 ，Maple 的 “plot” 无 法 执行 ; HK, WS Bie LER, Maple 的 “plot” 命 令 不 允 
许 输入 这 种 形式 的 语法 “plot(witch，: 一 一 1. 3..1.3);”， 而 必须 写成 (以 下 形式 》 


> plot([2*tan(t) ,2*cos(t)°2,t=-1.3..1.3], scaling=constrained, 
axes=framed,color=red) ; 


也 可 用 以 下 程序 绘制 图 1- 26. 
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> plot([witch[1] ,witch[2] ,t=-1.3..1.3], scaling=constrained, 


axes=framed,color=red) ; 


注意 ,不 同 于 “spacecurve”， 必 须 用 方 括号 将 参数 t= THR. 


2 
1 


Tr mr 


6 4 2 0 2 4 6 
图 1-26 Agnesi OSE SR 


练习 1.7.2 利用 下 面 的 参数 方程 绘制 双 纽 线 rr’ =a cos( 20) (BE a 以 后 ) : 


a(t) = (a(cost) Veos(2t) ,a(sint) /cos(2r) ). 
参考 Maple 的 help 功能 ， 了 解 如 何 使 用 极 坐 标 画 图 . 


我 们 还 可 以 使 用 Maple 程序 绘制 更 复杂 的 曲线 .例如 下 面 的 第 二 段 程序 就 是 根据 输入 的 曲 


线 类 型 ， 输 出 它 的 渐 开 线 . 第 一 段 程序 给 出 了 曲线 从 0 到 :的 弧 长 . 


> arc:=proc(alpha) 
local alphap; 
alphap:=map(diff,subs(t=u,alpha) ,u); 


simplify (int (Norm(alphap,Euclidean, conjugate=false) ,u=0..t), 


symbolic); 
end: 


注意 ， 这 段 程序 要 求 “alpha” 是 以 i 为 参数 的 ， 且 在 第 一 步 t HAER RE. 最 后 ， 积 分 在 
“wu” 的 意义 下 的 切 向 量 的 长 度 ( 即 速度 )， 就 得 到 用 “1” 表 示 的 弧 长 .这 里 有 个 例子 ， 先 定义 一 个 


单位 圆 的 参数 曲线 ， 然 后 应 用 “arc” 命 令 : 
> circ:=<cos(t)|sin(t)10>; 
circ := [cos(t),sin(t) ,0] 
> arc(circ); 


t 


这 说 明 上 述 单位 圆 的 参数 是 弧 长 参数 .利用 弧 长 程序 ， 可 以 写 出 简单 的 渐 开 线程 序 . 


> involute:=proc(alpha) 

local a; 

a:=1/Norm(map(diff ,alpha,t) ,Euclidean, conjugate=false)* 
map (diff,alpha,t) ; 

simplify (alpha-arc(alpha)*a, symbolic) ; 

end: 


例如 ， 输 入 输出 如 下 : 
> involute(circ); 


[cos(z) + tsin(t) ,sin(t) — tcos(t) ,0] 


如 果 希 望 同时 绘制 圆 和 它 的 渐 开 线 ， 可 以 分 别 为 它们 创建 一 个 绘图 结构 ， 然 后 同时 演示 ， 
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如 图 1-27 所 示 . 
> circplot:=spacecurve(convert(circ,list), t=0. .2*Pi, 
color=black) : 


> invplot:=spacecurve(convert (involute(circ), list) ,t=0.. 
2*Pi,color=black) : 


> display({circplot,invplot },scaling=constrained,axes= 
framed, orientation=[-89,0]); 


练习 1.7.3 证 明 螺 线 (cost，sint， 旺 的 渐 开 线 是 平面 曲 , 
线 ， 是 什么 样 的 平面 曲线 ? 


类 似 地 ， 也 可 以 编写 求 给 定 曲线 的 平面 浙 届 线 的 程序 ，“ 
给 定 曲线 a), WHR RED =e H/N, 其 中 ! 
N 是 a 的 法 向 量 . 0 
练习 1.7.4 证 明 1 
LN = tel ata! Xa") Xa 2 
提示 : 利用 非 单位 速度 的 Frenet AR. 3 
练习 的 程序 如 下 : 2 0 1 
> evolute:=proc(alpha) | 图 1-27 BIER 


local alphap,alphapp,A,C; 
alphap:=map(diff,alpha,t); 
alphapp; =map(diff,alphap,t); 

A:=Norm(alphap, Euclidean, conjugate=false) “2/ 
Norm(CrossProduct (alphap, alphapp) ,Euclidean, 
conjugate=false) “2; 

C: =CrossProduct (CrossProduct (alphap, alphapp) ， alphap); 
simplify(alphat+A*C,symbolic); 
end: 


下 列 程序 绘制 椭圆 的 渐 届 线 . 


> ellipse:=<a*cos(t) |b*sin(t) |0>; 


ellipse := [acos(t) ,bsin(t) ,0] 


> evolute(ellipse) ; 


[Se OSE FeO itt cot sin CF +a) 9) 
z 7 
ER, Maple 只 化 简 了 第 一 个 坐标 ， 而 不 是 第 二 个 ， 事 实 上 ， 虽 然 .Maple 不 能 够 同时 化 简 
两 个 坐标 ， 但 我 们 可 以 将 第 二 个 坐标 化 简 为 了 
sin? (4) ($? — a?) 
一 一 人 
HI, PAM a RARE BIR. 
练习 1.7.5 证 明 悬 链 线 (+， cosh ts) MIER H Ce— cosh (+) sinh (2) , 2cosh(t)), FP Hi 
这 条 曲线 . 
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练习 1.7.6 通过 求 星 形 线 (cos’ a), si? (7)) 的 渐 届 线 做 练习 1. 4. 16. 利用 


> astr:=<cos(t)“3,sin(t)“3,0>; 


然后 ， 利 用 下 述 指令 ， 先 取 


> evastr:=evolute(astr); 


sin(t) (2cos’ (t) + 1) 
0 
Hl IB (Zacos’(t), 2asi O) PEA PU A), Ae He eRe Ha ME 
cos(x/4) — sin(n/4) | 
ean cos(n/4) 


利用 下 面 的 程序 把 星 形 线 的 图 形 旋 转 x/4 f. 
> R:=Matrix([[cos(Pi/4) ,-sin(Pi/4)], ，[sin(Pi/4) ,cos(Pi/4)]] ) ; 


evastr t= 


l cos(t) (2cos? (4) 一 i 


v2 _ V2 

2 2 
及 :一 

V2 2 

2 2 


> astr2:=subs(t=u-Pi/4,R.<2*astr[i], 2*astr[2]>); 
-3 x 3 工 
/2sin (u+ 1 )+ vacos (u+ ra 


) 


astr2 :一 


eja 


AMW2sins («+ 至) 一 Vacos’ (u+ 


> factor(simplify(expand(astr2[1]) ,trig)); 
factor (simplify (expand (astr2[2]) ,trig)); 
— cos(u) (2cos (u) — 3) 
sin(z) (2cos? (u) +1) 


最 后 ， 比 照 星 形 线 的 渐 届 线 的 表达 式 和 上 述 结果 ， 再 使 用 “display” 命 令 ， 在 同一 坐标 平面 上 夯 


出 两 个 星 形 线 ， 如 图 1-28 Bra. 

> plot({[astr[1] ,astr[2] ,t=0..2*Pi], [evastr[1] ,evastr[2] , 

t=0. .2*Pi]] ,Scaling=constrained,color=black); 

现在 我 们 来 回顾 渐 伸 线 和 浙 届 线 的 发 现 过 程 ，17 世纪 ， 欧 洲 的 航海 国家 开始 了 最 早 的 世 
界 性 探险 ,问题 就 起 源 于 这 里 . 当时 ， 很 容易 确定 纬度 (例如 用 北极 星 )， 但 无 法 确定 经 度 ， 这 
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也 导致 了 许多 著名 的 海难 ， 最 简单 的 寻找 经 度 的 方案 是 ， 先 测 出 英格兰 格林 威 治 一 年 中 每 天 太 

阳 在 何 时 达到 最 高 点 ( 称 为 子午 点 )， 并 记录 这 些 信息 ( 随 船 4 

携带 )， 然 后 ， 带 着 表 上 船 ， 将 其 设 成 格林 威 治 时 间 ， 在 海 

上 用 表 观 察 太阳 达到 最 高 点 ( 即 当 地 的 子午 点 ) 的 时 间 ， 再 2 

比照 记录 好 的 信息 .例如 ， 某 天 格林 威 治 的 太阳 最 高 点 是 

在 下 午 12: 00， 而 在 海上 是 格林 威 治 时 间 下 午 1:00， 则 该 ° 

船 处 于 经 格林 威 治 距 梅里 第 安西 经 15 度 的 地 方 . (为 什么 

等 于 15 度 ?) 这 一 方案 的 问题 在 于 那 时 的 钟表 还 靠 摆动 计 

时 ， 对 于 轻 摆 ， 氛 动 周期 不 依赖 振幅 ， 但 对 于 更 大 的 摆 就 4 

不 一 定 正确 一 一 海上 的 摆动 可 能 已 不 合 要 求 . 那么 ， 怎 样 4 2 0 2 4 
[54] “才能 使 摆动 周期 真正 不 依赖 振幅 呢 ? 图 1-28 星 形 线 和 它 的 浙 届 线 

惠 更 斯 (Christian Huygens) 在 1670 年 (左右 ) 找 到 了 4 

答案 ， 惠 更 斯 了 解 到 摆 线 具有 等 时 性 ( 见 练习 1.1.14). \ 

所 谓 具 有 等 时 性 的 曲线 ， 是 指 如 果 一 个 质点 沿 此 曲线 (无 / 

摩擦 地 ) 滑 下 ,无论 从 曲线 的 哪里 开始 ， 总 是 花 相 等 的 时 3 SN 

va 

就 与 振幅 无 关 ， 然 而 ， 怎 样 使 摆动 符合 摆 线 轨迹 呢 ? 在 此 25 vA N 

之 前 ， 先 观察 一 下 摆 线 的 渐 伸 线 和 渐 届 线 .例如 观察 如 。 ， 

图 1-29 所 示 的 摆 线 . 0 1 2 3 4 5 6 
图 1-29 BR 


间 到 达 底 端 ， 如 果 摆 动 一 直 符 合 摆 线 轨迹 ， 那 么 它 的 周期 


> cycloid:=<ttsin(t) |3-cos(t)>; 


cycloid := [t+ sin(t),3 — cos(z) | 
> plot({tt+tsin(t), 3-cos(t) ,t=0..2*Pi]); 
> cycplot:=plot([ttsin(t), 3-cos(t), t=0..2*Pi]): 


现 假想 从 上 述 摆 线 上 释放 一 条 线 ， 线 的 一 端 固 定 在 顶端 的 尖 点 上 ， 线 的 另 一 端的 运动 轨迹 
显然 就 是 摆 线 的 渐 伸 线 . 


> cycinv:=involute(cycloid); 


~ tr/2cos(t) +2 — sin(t) V9costt) 2 + 4sin( 
/2cos(t) +2 
— 3,/2cost) £2 + cos(t) Vacostty | Z + 4sin( d jen 


2 
~ 2cos(t) + 2 . 
读者 可 以 自己 动手 验证 (因为 Maple 的 化 简 不 是 很 到 位 ) 上 述 表 达 式 给 出 另 一 条 摆 线 . 


> invcyc:=<t-sin(t) |1+cos(t) 10>; 


+ )+ 4sin (+ cos) 


cyciny t= | 
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inucyc := [t — sin(t),1+cos(t),0] 
然后 绘制 渐 伸 线 和 原始 摆 线 . 


> invcycplot:=plot([t-sin(t) ,itcos(t), t=0..2*Pi],color 
=blue): 


> display({cycplot,invcycplot}, scaling=constrained) ; 
图 1-30 说 明 ， 如 果 摆 线 自 身 是 弹性 的 ， 且 在 摆 线 上 无 阻碍 运动 ， 那 么 摆 的 运动 符合 摆 线 


轨迹 .为 了 设 定 界限 ， 先 选择 一 条 轨迹 ( 即 特殊 摆 线 )， 使 其 成 为 要 求 摆 线 的 渐 伸 线 ， 然 后 取 它 
的 渐 届 线 . 例 如， 如 果 取 上 述 轨迹 的 渐 届 线 ， 利 用 如 下 Maple 程序 : 


> evolute(invcyc) ; 


[t+sin(z), 3—cos(t), 0] 
可 得 原始 摆 线 . 可 是 ， 惠 更 斯 的 思想 没有 解决 经 度 问 题 ， 
对 此 详细 的 叙述 请 见 L[Sob95]. 
现在 利用 练习 1.5.13， 根 据 曲 率 再 创建 一 条 平面 曲 
线 . 即使 积分 公式 很 难 求 出 ， 依 然 可 以 这 样 绘制 结果 . 这 
个 练习 说 明 平 面 曲线 8 由 其 曲率 确定 如 下 : 


Bs) = (| cosceco)du,| sinadu), 图 1-30 摆 线 与 浙 伸 线 


其 中 0(w) = | nC dt ， 根 据 微 积分 基本 定理 ， 可 以 将 积分 转化 成 微分 方程 组 ， 进 而 得 到 数值 [56] 
解 ， 并 绘制 其 图 像 ， 方 程 组 为 
下 二 Ks), aa = cos(@(s)), of = sin(@(s)). 


结果 为 特定 曲率 的 单位 速度 曲线 .作为 第 一 个 例子 ， 取 k= 二 s， 在 Maple 中 定义 该 方程 组 ， 
再 用 Maple 的 微分 方程 组 解答 器 求 出 数值 解 ， 关 于 运算 的 细节 ， 键 人 “? dsolve” 即 知 . 


> betats)=[Int(cos(theta(u)) ,u=0..s), Int (sin(theta(u)), 
u=0..8)]; 


BCs) = [| coscace > du, f’ sin(@(u)) du | 
. 0 0 


> theta(u)=Int(kappa(t),t=0..u); 


Qu) = Fear 
0 


> sys:=diff(theta(s),s)=s, diff(x(s),s)= cos(theta(s)), 
diff (y(s),s)=sin(theta(s)); 


a 


sys t= fH) =s, Ez(s) = cos(0(s)), 人 (CD = sin((s)) 


d ds 


> p:=dsolve({sys,theta(0)=0,x(0)=0, y(0)=0},{theta(s), 
x(s),y(s)},type=numeric): 
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注意 “dsolve” 的 数值 选项 要 求 方 程 组 及 初始 条 件 . 事实 上 ， 对 特定 的 方程 ， “dsolve” 将 返回 脱离 
方程 组 的 独立 形式 的 解 ， 现 在 可 以 用 Maple 的 “odeplot” 命 令 画 出 数值 解 的 图 像 ， 如 图 1-31 Bra. 
而 “odeplot” 是 以 “dsolve” 给 出 的 解 和 变量 作为 输入 条 件 绘制 图 像 ， 以 绘制 “Ts，zx(s)j” 为 例 ， 
这 里 想得到 图 形 的 空间 描述 


> scurv:=odeplot(p, [x(s) ,y(s)] ,-5..5，numpoints=200) : 
> display(scurv,view=[-2..2,-2..2]); 


练习 1.7.7 给 出 具有 单位 数 度 的 曲线 ， 使 它 的 曲率 x(s) 二 | 
1/(1 十 s* )， 它 是 什么 样 的 曲线 ， 能 否 证 明 ? 
现在 编写 程序 ， 使 得 只 要 输入 一 个 曲率 ， 就 可 以 输出 该 曲率 o 
对 应 的 曲线 . 还 需要 输入 关于 曲线 参数 的 范围 及 观察 的 区 域 ， 特 
别 地 ， 绘 图 选项 “view 二 [c.. d, f.. g ”指示 Maple RMH r | 
上 从 c Bd. y MEMS Be 的 区 域 . 输入 a Ab 告诉 “odeplot” 参 
数 “s” 是 怎样 变化 的 . 25 i 0 1 2 
> recreate:=proc(kap,a,b,c,d,f,g) 图 1-31 x(s) 一 s 的 曲线 
local sys,x,y,p,theta,pl; 
sys:=diff(theta(s),s)=kap(s), diff(x(s),s)=cos(theta(s)), 
diff (y(s),s)=sin(theta(s)); 
p:=dsolve({sys,theta(0)=0, x(0) =0,y(0)=0}, {theta(s) ,x(s), 
y(s)},type=numeric) : 
pl: =odeplot (p, [x(s),y(s)],a..b,numpoints=400, thickness=1, 
axes=framed,color=red): 
display (pl,view=[c..d,f..g],scaling=constrained) ; 
end: 
对 于 具体 的 曲率 函数 ， 给 出 参数 ( 记 为 力 并 使 用 破 折 号 和 大 于 号 构成 的 第 头 符号 一 指向 由 i 定 
义 的 公式 .以 下 给 出 一 些 曲率 函数 的 例子 ， 


> kapl:=t->t; 


kapl := t—t 
kap2:=t->t"2: 3 
kap3:=t->exp(t): 25 


kap4:=t~->sin(t): 

kap5:=t->sin(t)*t: 2 
kap6:=t->sin(t)*t72: 
kap7 :=t->1/(1+t°2): 


对 其 中 一 些 例 子 曲率 函数 运行 程序 ， 第 一 个 
如 图 1-32 Pra. 0.5 


> recreate(kap5,-8,8,-2,2,0,3); 0 


2 1 0 i 2 
> recreate(kap7,-10,10,-4,4,0,10); 
e(kap ) 图 1-32 曲率 eC) 二 tsint 的 曲线 


VVVVVV 
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练习 1.7.8 RHR. EIE hR E E aa R i“ recreate(1, —5, 5, 
一 1.5，1.5，0，2)”， 得 到 什么 样 的 曲线 ? 

利用 Frenet( 微 分 ) 方 程 组 ， 可 以 根据 曲率 和 挠 率 描述 空间 曲线 . 这 是 前 面 空间 曲线 基本 定 
理 的 一 个 启发 式 证 明 ( 练 习 1.5.17: ÆR 中 ， 在 刚性 运动 的 意义 下 曲线 由 其 曲率 和 挠 率 确 定 
下 面 这 段 程序 解 了 9 个 Frenet 方程 ， 以 及 定义 了 曲线 的 单位 切 向 量 的 3 个 方程 ， 而 且 还 可 以 
通过 调节 可 视 范 围 变换 视角 .输入 的 “kap” 和 "ta" 是 要 求 的 曲率 和 挠 率 ; “a, ORE T HRA 
PS RRL; “c, d, e, fs gs ARAE x ys z 轴 的 可 视 范围 ， 最 后 由 命令 
“theta” 和 “phi” 给 出 所 求 图 像 的 定向 ,还 有 一 事 需 要 说 明 ， 可 以 输入 正 值 和 人 负 值 曲率 (和 搁 率 ) 
绘图 但 是 曲率 公式 总 是 正 函 数 . 因此 ， 在 实现 程序 相互 之 间 的 “可 道 性 ”时 必须 小 心 . 

> recreate3dview:=proc(kap,ta,a,b,c,d,e, f,g,h,theta, phi) 

local sys,p,x,y,Z,11,1T2,T3,N1,N2,N3,B1,B2,B3,pl1; 

sys :=diff(x(s) ,s)=T1(s) ,diff(y(s) ,s)=T2(s) ,diff(z(s) ,s)= 

T3(s), diff (T1(s), s)=kap(s)#N1(s), diff (T2(s), s)=kap(s) #N2(s) , 

diff (T3(s) ,8)=kap(s) *N3(s) , diff (Ni(s),s)= =-kap(s)*T1 (s)+ 


ta(s)*B1(s) diff (N2(s),s)= =-kap(s)*T2(s)+ta(s)*B2(s), 
diff (N3(s), 3)=-kap(s) *T3(s)+ta(s)*B3(s), diff(Bi(s),s)= . 


-ta(s)*N1(s) „diff (B2(s) ,s)=-ta(s)*N2(s) ,diff(B3(s) ,s)= 57 
~ta(s)¥*N3(s) ; o | 
p: =dsolve({sys, x(0)=0,y(0)=0,z(0)=0,T1(0)=1,T2(0)=0, 

T3(0)=0,N1(0)=0,N2(0)=1,N3(0)=0,B1(0)=0,B2(0)=0, 59 


B3(0)=1},{x(s) ,y(s),z(s) ,T1(s) ,T2(s) ,T3(s) ,N1(s), 
N2(s), N3(s), Bi(s) ,B2(s), B3(s)}, type=numeric) : 

pl: =odeplot (p, [x(s) ,y(s), z(s)],a..b,numpoints=200, 
thickness=1 ,axes=framed, color=red) : 

display (pl,scaling=constrained,view=[c..d,e..f,g..h], 
orientation=[theta, phi]); 

end: 


BkMc 为 常量 ， 可 以 描绘 圆 形 螺 线 ， 例 如 取 e=1/5 且 r=1/10, 且 解 曲线 的 参数 从 0 变化 到 
200， 就 得 到 标准 螺 线 ， 如 图 1-33 所 示 . 


> recreate3dview(1/5,1/10,0,200,0,25, 0,20,0,40,49,49); 


练习 1.7.9 用 recreate3dview 绘制 曲线 (如 图 1-34, Æ 1-35 mE 1-36 PFR). 
40 


yi 
16 
202570 


图 1-33 Sage 图 1-34 x 二 1 的 曲线 


图 1-35 x 二 1 且 rt 二 sin(t) 的 曲线 图 1-36 «=cos(t), r= sine) K h eÈ 


> kap3di:=t->t; 
kap3dl :一 上 一 上 


> recreate3dview(kap3d1,1/10,0,9,0.4,1.4,0.4,1.4,0.1, 
0.4,56,66) ; 


> tau3di:=t->sin(t); 
tau3d1:= sin 
> recreate3dview(kap3di,tau3d1,0,7.8,0,1.5,0,1,0,1.2, 
73,75); 
> kap3d2:=t->cos(t) ; 


ka p3d2 := cos 


> recreate3dview(kap3d2,tau3d1,0,60,-3,3,-2,4,-3.5,2, 

100,95); 

练习 1.7.10 绘制 定理 1. 5. 11 中 的 伸 长 曲线 ， 提示: 取 “一 中 十 2s H r=s, 

在 上 述 绘制 曲线 的 过 程 中 ， 可 以 看 出 Maple 的 “dsolve” 命 令 如 何 求 微分 方程 的 数值 解 ， 其 
实 ， 另 一 方面 ,“dsolve” 也 能 提供 精确 解 ， 看 下 面 的 例子 ， 即 如 何 用 拉 普 拉 斯 变换 确定 练 
习 1.1.14 中 的 等 时 线 ， 等 时 线 具 有 这 样 的 性 质 ， 一 珠子 沿 曲线 (无 摩 掠 地 ) 滑 下 ， 无 论 它 从 娜 
里 开始 ， 都 在 同一 时 间 到 达 底 端 . 因为 重力 势能 与 y 相关 ， 记 曲线 为 zx=z(y). 假设 珠子 从 
4zi，y) 处 沿 曲线 下 滑 ， 底 端 为 (0，0)， 根据 能 量 守 恒 ， 在 (xz，yy) 点 处 ， 有 mgyw =mv?/2+ 


mgy， 故 珠子 的 速度 为 v= 二 V2g(yi 一 y)， 曲 线 上 无 穷 小 部 分 的 弧 长 为 d= ($) +ldy 且 


0 x£ 2 . > 
D=RT, ABABA Mt Ly T | a dy。 我 们 希望 它 是 不 依赖 于 y 的 常 
%1 gy T y 


量 ， 也 可 写 为 
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2 
, al ($2) +1 
vær = | ay 


fond = 1/ YT, E rons (E) +1. 这 意味 着 该 积分 为 /, h RB, WIET = 


一 了 f(y) xh(y)， 其 中 为 方便 起 见 将 变量 换 为 y， 两 端 用 拉 普 拉 斯 变换 作用 ,结果 只 作用 在 
A(y) 上 ， 然 后 再 用 逆 变 换 找 出 可 以 确定 曲线 z= 二 x(y) 的 有 关上 的 条 忻 ， 这 里 必须 用 Maple 


“inttrans” 包 取代 “integral transform” J. 


> with(inttrans): 
AM, RNB AVE Maple 一 些 关于 问题 的 假设 ， 可 以 如 下 实现 ， 


assume(T,constant); additionally(g,constant); 
laplace (sqrt (2*g)*T,y,s); 


v V 


60 


V2 VET ? 
s 62 
> f:=1/sqrt(y); 
:一 工 
oT 
自己 动手 做 拉 普 拉 斯 变换 是 很 困难 的 ， 幸 运 的 是 Mape MIE AM. KHL, CHAT 


数 及 其 特性 . 
> laplace(f,y,s); 


ug 


sS 
因为 /2gL(T)== 一 L(f)L(h)， 可 以 通过 如 下 分 解 求 L(h). 


> Lh:= simplify(laplace(sqrt (2*g)*T,y,8)/laplace(f,y,s), 
symbolic); 


Lh := 之 < 
NENS 
因此 ， 利 用 拉 普 拉 斯 逆 变 换 就 可 求 出 h(y). 


> h:=simplify(invlaplace(Lh,s,y),symbolic); 


h = YNET 
zvy 


又 已 知 nal (E) +1, 这 就 给 出 了 z= z(y) 满 足 的 微分 方程 ， 以 下 是 如 何 求解. 


> solve(sqrt (diff (x(y) ,y)*2+1)= 
2° (1/2) eg* (1/2) *T/Pi/y” (1/2) ,diff(x(y),y)); 
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V— yrny—2g8T) VMV— yxy— 2gT’) ， 


ny ny 


> simplify(1/Pi/y*(-y*(Pi~2*y-2*g*T~2))~ (1/2), symbolic); 
(EGET 
avy 
TEM. Maple 通过 引入 复数 I 二 Vv 一 1 来 化 简 ， 这 只 不 过 是 个 记号 ， 再 用 “dsolve” 解 微分 方程 . 
> dsolve(diff(x(y) ,y)=1/Pi/sqrt (y)* l ' 


(- (Pi 2*y-2*g*T"2))~ (1/2) ,x(y)); 
rey) <Low yt 28T Vy 
™ e ~ 
_{. gT? 
eT’ V (— n’y + 2gT’)y « arctan f(? x ) 
J— xy + 2ygT? 


+ 十 Cl 


nV nyt+2gT Vy 
这 里 并 没有 给 出 更 多 信息 ， 因 而 我 们 要 善于 观察 ， 以 便 得 到 实质 性 的 东西 . 
> x(y)=Int(1/Pi/y*(1/2)* (2*g*T"2-Pi 2*y)” (1/2) ,y=0..y1); 
Any Poet? 
一 | xy 十 25 工 dy 


zvy 


xCy) 


需要 使 用 “student” 包 实现 积分 中 的 变量 代 换 . 


> with(student): 


> x(y)=changevar (y=2*g*T*2/Pi*2*sin(w) “2, 
Int (1/Pi/y* (1/2)*(2*g*T"2-Pi*2*y) (1/2) ,y=0. .y1) ,w); 


ry) = poole) 242 /— 2gT’ sin? (w) + 2gT’ gT? sin(w)cos(w) 4. 


© IgT? pe) 
4b, fai BK ER ps AX. l 


> simplify (2/Pi~3*2*(1/2)/(g*T"2/Pi~2* sin(w)*2)7(1/2)* 
(-2¥g+T"2*sin (w) “2+2*g*T~2) ~ (1/2) #g*T~2*sin(w) *cos(w) , trig) ; 


4./ gT? cos’ (w) gT’ sin(w) cos(w) 
rz /— gT? (— 1+ cos’ (w)) 
Maple 在 化 简 方 面 做 得 不 是 很 好 . 我们 能 看 出 某 些 等 式 ， 而 Maple 却 无 法 识别 .同时 注意 ， 虽 
然 cos(zw) 为 正 值 ， 但 是 除非 有 明确 指示 ， 否 则 Maple 是 不 会 取 平 方 根 的 . 实际 上 在 使 用 
[64] Maple 化 简 过 程 中 ， 必 须 应 用 一 点 技巧 ， 以 获得 最 好 的 结果 . 


> x(y)=int (4*g*T*2*cos(w)°2/Pi72,w); 
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4gT? (F cost) sin(w) + 3) 


Xx(y) = z 
T 


> x(y)=combine (4*g*T°2/Pi~2* (1/2*cos(w)*sin(w)+1/2*w),w); 


gT’sin(2w) + 2gT’w 
2 
x a 
因此 ， 在 参数 w 的 意义 下 ， 可 以 描述 曲线 x 二 x(y)(y 一 2gT?sin? (w)/r， 利 用 倍 角 公式 可 化 
fA y= eT? (1—cos(2w))/n’). $ 2 四 一 0 


Xx(y) = 


> xtheta:=(g+T*2/Pi*2)*(sin(theta)+theta) ; 
ytheta:=(g*T°2/Pi~2)*(1i-cos(theta)) ; 


— gT’ (sina) +0) 
2 
x 


2q — 
ytheta := gl’ oe 


这 恰好 是 摆 线 .如 此 一 来 ，Maple( 在 人 为 的 帮助 下 ) 发 现 等 时 线 就 是 摆 线 .忽略 常 系数 并 画 出 
参数 曲线 ， 如 图 1-37 和 图 1-38 所 示 . 


> plot([thetatsin(theta) ,i-cos(theta), theta=0..4*Pi], 
scaling=constrained,view=[0..12,0..2] ,color=blue) ; 


atheta : 


> plot([(theta+sin(theta) ,1-cos(theta), theta=Pi..2*Pi], 
scaling=constrained,view=(3..6.3,0..2],color=magenta, 
ytickmarks=4) ; 


2 4 6 8 10 12 3 35 4 4.5 5 5.5 6 


图 1-37 等 时 线 图 1-38 等 时 线 : 更 近 的 视角 


现在 ， 根 据 练习 1. 3. 26 绘制 并 分 析 Viviani 曲线 . 


> viv:=<a*(1ltcos(t))|a*sin(t)|a*+2*sin(t/2)>; 


viv ;二 Ge + cos(t)) sasin) „2asin( -> ) | 


可 以 用 两 种 方法 作 图 ， 而 且 我 们 可 以 存储 它们 ， 并 立刻 同时 显示 它们 ， 取 Viviani 曲线 、 球 面 
和 与 之 相交 的 圆柱 ， 而 Viviani 曲线 正 是 它们 的 交 线 . 


65 
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> vivi:=spacecurve(convert (subs(a=l,viv)，1ist) ,t=-Pi..Pi， 
color=black) : 


> viv2:=tubeplot (convert (subs(a=1,viv),list), t=-2*Pi..2*Pi, 
radius=0.05,color=black) : 


> sphere:=plot3d([2*cos(u)*cos(v), 2*sin(u)*cos(v), 
2*sin(v)],u=0..2*Pi,v=-Pi/2..Pi/2, shading=XY, lightmodel 
=light2): ~ 
> cyl:=plot3d([cos(u)+1,sin(u),v], u=0..2*Pi,v=-2..2, 
shading=Z, lightmodel=light1) : 
现在 开始 作 图 . 注意 我 们 使 用 viv2 命令 是 因为 “tubeplot” 会 让 我 们 更 清楚 地 看 到 交 线 ， 如 图 1-39 


所 示 . 


> display({viv2,sphere,cyl },scaling=constrained, 
orientation= [-27,69]); 


再 验证 Viviani 曲线 是 球面 曲线 . 利用 练习 1.3.23 一 练习 
1. 3. 26 给 出 的 球面 曲线 的 判断 准则 . 


> kk:=curv(viv) ;tt:=tor(viv); 


ies) ah 2 
kk 2 a(1+cos (#)) 
ives 3cos(-5) 
(3cos (5 )+5)a 
检验 此 标准 ， 只 需 以 下 为 常量 . 图 1-39 球 和 圆柱 交 出 的 Viviani 曲线 


> zz:=simplify(1/kk°2+(1/tt72)* diff (1/kk,t)~*2/Norm( 
map (diff ,viv,t) ,Euclidean, conjugate=false)~2,symbolic) ; 


所 以 Viviani 曲线 的 确 是 球面 曲线 . 

练习 1.7.11 验证 以 下 曲线 是 球面 曲线 . 

Cacos? (t) ,asin(t)cos(t) ,asin(2)). 

练习 1. 3: 15 讨论 了 恒 进 动 曲线 . 选 定 x(s) 二 一 asin(bs)，r(s) 二 acos(bs)， 其 中 4 二 0, b 
均 为 常量 ， 利 用 上 述 绘图 程序 ， 可 以 得 到 恒 进 动 曲线 .总 之 ， 在 [Sco95] 中 ， 这 类 曲线 的 参数 
方程 都 可 以 推导 出 来 ， 而 且 ， 这 样 的 曲线 位 于 同一 个 单 叶 双 上 曲面 上 (这 在 本 书 中 岁 次 提 到 )， 此 
单 叶 双 曲面 的 方程 是 

b? 4b? 


2 2 
Wy 一 一 Zz =—. 
a 


更 详细 的 参数 方程 为 : 


曲线 的 几何 性 质 45 


e—b 


zi rp (c+6)s) 


xs) sin((c — b)s) 一 


= <tb_ 

2c(c — b) 
c—b 

cos((c bs) + re py ose + 8) 8) 


— ctb 
>(5) = 2c(c—b) 


— l 
z(s) = je Sin COs) » 


HH, cva 十 ， 以 下 程序 绘制 相应 双 曲 面 上 的 恒 进 动 曲线 . 


> constprec:=proc(a,b) 

local c,alpha,ai,a2,hyp,pli1 ,p12; 

c:=sqrt (a 2+b"2); 

al:=c+b; 

a2:=c-b; 

alpha:=[ai/(2*c*a2)*sin(a2*s)-a2/ (2*c*al)*sin(ai*s), 
~al/(2*c*a2)*cos (a2*s)+a2/(2*c*al)*cos (ai*s), 
a/(b*c)*sin(b*s)]; 

hyp:={[2*b/a’2*cosh(r)*cos(q) ,2*b/a~2*cosh(r)*sin(q), 
2/a+sinh(r)]; 

pli:=tubeplot (alpha,s=0. .2*Pi,radius=0.01,color=black, 
numpoints=200) ; 

pl2:=plot3d(hyp,r=-1..1,q=0..2*Pi); 

display ({pl1,p12}, scaling=constrained,style=wireframe, 
shading=XY) ; 

end: 


Ria=4, b=3 的 恒 进 动 曲线 ， 如 图 1-40 所 示 . 


> constprec(4,3); 


练习 1.7.12 绘制 a 二 15, b=8 和 a 二 V6, 5b 二 V2 的 恒 
进 动 曲线 ,猜想 什么 时 候 恒 进 动 曲线 是 闭 曲 线 ? 见 [Sco95]]. 

练习 1.7.13 绘制 a= 二 15, b=8 fla=V6, b=/2 1B 
进 动 曲线 的 单位 切 向 量 T(s) (也 就 是 切 标 线 或 切 指标 线 ). 
用 “display” 画 出 单位 球 的 了 T(*)， 猜 想 这 样 曲线 的 尖 点 总 数 ， ee 
对 球面 曲线 的 切 指标 线 的 讨论 见 [Sol96] Mido amt, b= 3 的 但 进 动 曲线 

练习 1.7.14 下 列 程序 绘制 地 球 上 两 点 A，B 之 间 的 大 贺 弧 并 计算 两 点 间 的 距离 (假定 地 
球 半 径 为 3970 RH). BHA, 的 经 纬度 坐标 ， 例 如 A=[100, 25], BHA 点 的 经 度 为 
100， 纬 度 为 25. 取 格 林 威 治 和 英格兰 以 东 为 正经 度 ， 以 西 为 负 ， 上 且 假 设 地 球 表 面 是 球面 ， 参 
数 方程 为 (Rcos(wu)cos(v)，Rsin(u)cos(v)，Rsin(v))， 其 中 R 是 地 球 半径 . 

解释 每 行程 序 ， 这 是 对 本 章 用 到 的 向 量 积分 的 一 个 很 好 的 检测 . 


> with(LinearAlgebra) :with(plots) : 


> great_circle:=proc(place1,place2,theta,phi) 

local point1,point2,angle,A,B,sphere,circ,alpha,unitcp, 
alpi,alp2; 

A:=map(evalf , [Pi/180*placei[1] ,Pi/180*place1[2]]); 
B:=map(evalf, ([Pi/180*place2[1] ,Pi/180*place2[2]]); 


68 


[70 | 


point1:=<cos(A[1])*cos(A[2]) |sin(A[1])*cos(A[2]) |sin(A[2])>; 
point2:=<cos(B[1] )*cos(B[2]) |sin(B[1] )*cos(B[2]) |sin(B[2])>; 
angle :=evalf (arccos(DotProduct (point1, point2,conjugate= 
false))); 

print(‘Distance is‘ ,3970*angle, ‘miles‘) ; 
unitcp:=1/sin(angle) *CrossProduct (point1,point2) ; 
alpi:=ScalarMultiply(point1,cos(t)); 
alp2:=ScalarMultiply (CrossProduct (unitcp,point1) ,sin(t)); 
alpha:=alpit+alp2; 

sphere :=plot3d([cos(u)*cos(v) ,sin(u)*cos(v) ,sin(v)],u=0.. 
2*Pi,v=-Pi/2..Pi/2, shading=XY,lightmodel=light2,grid= 

[25 ,19] ) : 

circ:=tubeplot (convert (alpha,1ist) ,t=0..angle,radius=0.01, 
color=navy) : 

display ({sphere,circ},scaling=constrained, orientation= 
(theta, phi]) ; 

end: 


这 里 有 一 些 经 纬度 ( 同 程序 中 的 顺序 ): FEA FEE C— 81. 68, 41.48), AAC — 73. 94, 


40. 67) ， 芝 加 哥 ( 一 87. 68，41. 84) ， 巴 黎 (2. 30，48. 83) ， 莫 斯 科 (37. 62, 5575); = 亚特兰大 
(一 84. 42，33.76)， 多 伦 多 (一 79. 60，43.67)， 汉 城 (127.05，37.52)， 北 京 .CLL6.35，39290)， 
悉尼 (151. 30, —33.90), ， 新 德里 (77. 22, 28.90), 里约热内卢 (一 42.70; —22.49). AA, 
从 纽约 到 莫斯科 多 远 ? 伦敦 到 巴黎 呢 ? 克利 夫 兰 到 悉尼 呢 ?7 如 图 1-41 和 图 1-42 所 示 . 


> great_circle([-73.94,40.67] , [37.62,55.75] ，-21,60) ; 
Distance is ,4680. 738234 , miles 
> great_circle([-81.68,41.48] ,[151.30,-33.9], -156,75); 


Distance is 59566. 027530, miles 


图 1-41 纽约 到 莫斯科 图 1-42 ”克利夫兰 到 悉尼 
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2.1 引言 


在 日 常生 活 中 随处 可 见 曲 面 的 例子 ， 气 球 、 内 胎 、 容 器 和 肥皂 泡 都 是 曲面 的 物理 模型 ， 怎 
样 才 能 研究 这 些 实体 的 几何 性 质 呢 ? 我 们 必须 有 坐标 才能 计算 . 但 是 ,不 要 因为 这 些 曲 面 是 Rs 
中 的 曲面 ， 就 认定 它们 是 3 维 的 .例如 ， 沿 母线 把 一 个 圆柱 面 剪 开 ， 就 可 以 把 它 展开 平 放 在 桌 
面 上 ， 这 表明 圆柱 面 实际 上 是 2 维 的 曲面 ， 因此， 可 以 用 两 个 坐标 描述 它 ， RAT RN 
面 几 何 性 质 的 一 个 提示 ， 也 就 是 说 ， 我 们 将 曲面 展开 成 平面 部 分 ， 根 据 所 要 的 扭曲 和 伸 长 变换 
了 解 曲面 在 空间 中 是 如 何 弯曲 的 ， 这 个 展开 提供 了 坐标 ， 可 以 用 来 求 曲 面 微 积分 以 及 展开 中 描 
述 曲面 形状 的 各 种 基于 微 积分 的 变量 ， 就 像 Frenet 公式 的 微 积 分 能 够 描述 曲线 的 几何 性 质 一 
样 ， 曲 面 上 的 微 积分 能 够 描述 曲面 的 几何 性 质 . 

S 了 表示 平面 R 上 的 开 集 ， 通 常 DAAARRAEE. > 


x:D-— R’ (usv) Fr ri (u,v) z? (U0), x? u,v)) 


表示 从 DD BIR? 的 上 映射， 其 中 r 是 映射 x 的 分 量 函 数 . 通过 偏 微分 可 以 求 x 在 某 时 刻 关于 一 个 
变量 的 微分 ， 固 定 v= 二 vw,， Ou 变化 ， 则 x(x，wm) 仅 有 一 个 变量 ， 因 此 是 一 条 曲线 ， 这 条 曲线 
PRA &- 参 数 曲线 (x-parameter curve). 同样 地 ， 如 果 固 定 x=w， 那 么 得 到 mw- 参 数 曲线 
(v-parameter curve)x(u, v). 显然， 这 两 条 曲线 通过 了 Rs 中 的 定点 x(a, v). X x KARR 
数 分 别 作 关 于 变量 u 和 w 的 微分 ， 就 可 以 得 到 x- 参 数 曲线 和 um- 参 数 曲 线 的 切 向 量 ， 分 别 记 为 
= (FS Se) 和 x = (FS) 

计算 这 些 偏 微分 在 点 (wu。，w ) 处 的 取 值 ， 从 而 得 到 参数 曲线 在 此 点 的 切 向 量 或 速度 向 量 x, Cos vo) 
HI x, Cuo, vo) CRAI 2-1 BRAS). 

当然 ， 为 了 得 到 曲面 上 点 的 确切 坐标 ， 还 需要 两 个 条 件 . 首先 ， 映射 x 必须 是 1-1 的 ， 事 
实 上 ， 这 个 条 件 可 以 略微 放宽 ， 对 曲面 上 特定 自 相 交集 成 立即 可 ， 也 就 是 那些 给 出 单一 法 向 量 
的 自 相交 集 . 其 次 是 ， 映 射 x 不 能 使 参数 曲线 “卷曲 ”在 一 起 ， 以 至 于 x, 和 x, 方向 相同 ， 如 果 
如 此 ， 就 失去 了 2 维 的 意义 ， 而 这 恰恰 是 


要 描述 的 曲面 的 特性 .第 一 个 条 件 很 容 
易 满足 ， 只 要 通过 简单 的 代数 方法 或 强 EN 
NS Se 
制 地 缩小 D 的 范围 即 可 ， 如 何 才能 使 得 ANNE 
GA WSRRSSS 
向 量 x 和 x, 处 处 线性 无 关 ， 从 而 保证 第 SE WSs 
二 个 性 质 ? 下 面 的 练习 为 我 们 提供 了 一 < Ew > 


练习 2.1.1 证 明 x, Ax, 线性 相关 
当 且 仅 当 x,Xx, 二 0， 回 想 ， 如 果 一 个 向 图 2-1 参数 曲线 及 其 切 向 量 


AW 
以 
Y 
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量 是 另 一 个 向 量 的 常数 倍 ， 那 么 这 两 个 向 量 线性 相关 . 

DER PHAR, Rix. D>R 是 正则 的 ， 如 果 对 于 DERAH x, Xx,40. C 
然 x, XX, 必须 存在 !) 坐标 补 片 (coordinate patch) ÆR? 中 的 开 集 DD 到 R? 的 1-1 正则 映射 
x; D>R®. R 中 的 曲面 (surface) 是 R? 中 的 子 集 M， 使 得 对 于 M 的 任意 一 点 ， 在 M 中 存在 包 
含 此 点 的 邻 域 ， 此 邻 域 包 含 在 某 个 坐标 补 片 x: D 一 MESERs: 的 像 集 中 . 

因为 曲面 上 的 每 一 个 坐标 补 片 (例如 x，y，z) 都 是 1-1 的 (至 少 在 坐标 原点 的 一 个 小 的 开 
区 域 上 是 1-1 的 )， 所 以 存在 相应 的 反 函 数 ( 事 实 上 这 些 函 数 是 连续 的 ). RRR NE MEN 


一 对 坐标 补 片 的 复合 coy, DOR. 如 果 每 个 坐标 函数 的 任意 次 数 的 偏 导数 也 ，. 2, Z 


au’ oe aus’ 
存在 且 连 续 ， 称 此 映射 是 可 微 的 (或 光滑 的 )， 如 果 曲 面 上 任意 两 个 坐标 补 片 的 复合 都 是 可 微 
的 ， 则 称 此 曲面 可 微 (或 光滑 )， 我 们 所 研究 的 曲面 通常 都 是 光滑 的 或 者 很 接近 于 光滑 的 ， 也 就 
是 说 ， 为 了 得 到 光滑 性 ， 可 能 要 删除 其 中 有 限 多 个 点 .事实 上 ， 这 里 之 所 以 要 提 到 交 迭 的 坐标 
补 片 的 概念 ， 是 因为 在 讨论 等 距 和 高 斯 曲率 的 时 候 要 用 到 . 

曲面 M 上 的 函数 /: MR 是 可 微 的 (或 光滑 的 )， 如 果 对 于 M 上 的 任意 坐标 补 片 ， 复 合 
映射 /。x 是 光滑 的 . 曲面 M 上 的 曲线 事实 上 是 映射 x: I>M, HP I=[a, OBR 上 的 一 个 
KE. WRI M 中 的 任意 两 点 p，q， 存 在 曲线 a: (0, 1]>M, HB o(0)=p, a(1)=q, Bl 
KR M 是 道路 连通 (path connected) 的 . 本 书 中 所 涉及 的 曲面 ， 如 果 没 有 特别 声明 ， 都 假定 是 道 
路 连通 的 ， 当然， 这 自然 满足 一 个 比较 弱 的 性 质 ， 那 就 是 曲面 是 连通 的 ， 也 就 是 说 ， 如 果 M 
可 以 写成 两 个 不 交 开 集 的 并 M= 二 AUB， 那么 A 或 B 是 空 集 . | 

练习 2.1.2 这 个 练习 需要 一 些 拓 扑 知 识 ， 在 定理 6. 7.7 中 要 用 到 这 个 练习 的 结论 ， 假 设 
AM 连通 ， 证 明 M 中 既 开 又 闭 的 子 集 或 者 是 或 者 是 M. 

如 果 对 于 M EER AB RED x, x oa: INa™ (x(D)-R 是 光滑 的 ， 则 称 曲 线 是 可 
微 的 (或 光滑 的 )， 下 面 的 引 理 表明 光滑 曲面 之 所 以 重要 的 原因 ， 也 就 是 说 ， 我 们 要 了 解 曲 面 上 
的 曲线 ， 只 需要 研究 R: 的 开 邻 域 上 的 参数 曲线 ， 而 不 是 直接 研究 曲面 上 的 曲线 . 

引 理 2. 1.3( 重 要 引 理 ) M 是 一 个 曲面 ，a: T->x(D)CAM 是 Rs 中 的 曲线 ， Case M 的 
一 个 坐标 补 片 的 像 中 ， 则 存在 唯一 的 光滑 水 数 ult), vO); IR, R 

at) = x(u(t),v(t)). 
证 明 AW EM, EM Mx oa: ID 光滑 .又 DCR, Kx > al =u), 
v(t))， 则 
a(t) = x(x! oa(t)) = x(u lt) ,v1)). 
下 证 w(t)，wv(z) 的 唯一 性 .不 妨 假设 存在 另外 两 个 函数 (2)，5 C2)， 满 足 a~xCut), TO). 
可 以 假设 4(t)，v(z) 定 义 在 TI 上 ， 且 重新 参数 化 ， 则 
(u(t) ,v(t)) = x o alt) = x o x(u(t),o(t)) = (u(t), T). “看 

为 了 研究 光滑 曲面 上 的 曲线 ， 就 可 以 考虑 单 变量 函数 ud), oC). 并且 注意 M 上 的 曲线 。 
可 以 不 包含 在 一 个 坐标 补 片 中 ， 这 时 可 以 分 别 研究 包含 在 单个 坐标 补 片 的 部 分 ， 然后 把 所 有 的 
信息 结合 在 一 起 ， 说 明 一 下 ， 本 书 的 例子 只 处 理 包含 在 单个 补 片 中 的 曲线 .所谓 闭 曲 线 是 指 


a: La, b]>M, 满足 a(a)=ald), 县 对 于 任意 nl, a” (a) =a” (b). 这 等 价 于 此 曲线 可 以 
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由 圆 环 S! 到 M 的 光滑 映射 所 表示 ， 由 此 引出 下 面 的 定义 . 

RIM: xu, 和 Ny(r，s) 是 由 单个 坐标 补 片 定义 的 两 个 曲面 ，F; M>N 是 M 到 N 上 
的 映射 ， 记 为 F(p)= 二 qg， 其 中 ，pE€M，gE€ N.， MRR 的 开 子 集 的 复合 映射 y '。F。x: D, >D, 
是 光滑 映射 ， 则 称 下 是 可 微 的 (或 光滑 的 )， 也 就 是 说 ， 通 常 意义 下 的 偏 导 数 都 一 定 存 在 且 连 
续 . 当然 ， 这 些 定义 可 以 推广 到 由 多 个 坐标 补 片 履 盖 的 曲面 上 ， 只 需要 求 所 有 的 复合 映射 都 是 
光滑 的 即 可 ， 以 后 可 以 看 到 曲面 的 映射 相当 复杂 当然， 也 可 以 用 线性 代数 的 方法 给 出 映射 的 
线性 允 近 .在 给 出 坐标 补 片 的 例子 之 前 ， 介 绍 最 后 一 个 预备 概念 ， 这 个 概念 在 以 后 的 证 明 中 大 
有 用 处 ， 如果 M 闭 且 有 界 ， 则 称 M 是 Ra 的 紧 (compact) 曲面， 有 界 的 意义 很 清楚 ，M 有 界 也 就 
是 说 M 完 全 包含 在 R’ 的 足够 大 的 球面 中 .对 于 Rs 中 的 任意 收敛 序列 xz, APEM, HA 
x EM， 则 称 子 集 M BAW. 下面 将 分 别 给 出 紧 曲面 和 非 紧 曲 面 的 例子 ， 下 面 是 关于 紧 性 的 最 
重要 的 命题 . | 

命题 2.1.4 关于 紧 性 有 下 面 的 性 质 ; 

(1) 如 果 下 是 紧 曲 面 M 到 曲面 N 的 映射 A FMEN tH, 

DARME, fı MR 是 光滑 映射 则 f 可 以 在 1M 的 某 点 上 取 到 最 大 最 小 值 ， 

曲面 上 坐标 补 片 (或 参数 化 ) 的 例子 

例 2. 1.5( 蒙 日 片 ) 双 变 量 实 值 函数 >= fr, WER 中 的 曲面 ， 为 了 说 明 这 点 ， 定 义 坐 
标 补 片 


x(u,v) = (u,v, f(u,v)), 
RP u, VBS ELM. MA x= (1, 0, SE), = (0, 1, E). Sreem, UF 
别 用 


来 表示 偏 导数 .由 

j k 

0 Si = (— fas — fasl) K0 
1 


可 知 坐 标 补 片 是 正则 的 . 

以 抛物 面 z= 二 x 十 y’ 为 例 ， 此 非 紧 曲面 的 蒙 日 片 (如 图 2-2 所 示 ， 并 且 比 较 图 2-3) 由 

x(usv) = (u,v ut wv) 

给 出 ， 

练习 2.1.6 此 抛物 面 在 mw=0，zm=0 处 的 参数 曲线 是 什么 ? 

练习 2.1.7 给 出 圆锥 面 >=v 克 干 交 的 坐标 补 片 ， 这 里 有 问题 吗 ? 

练习 2.1.8 给 出 (部 分 ) 单 位 球面 x? 十 yy 十 z? 二 1 的 蒙 日 片 . 为 什么 此 蒙 日 片 不 能 定义 在 
整个 球面 上 ? 
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图 2-2 RHF 图 2-3 GEZ H) jh% m 


i) 2.1.9( 地 面 坐标 ) M 是 半径 为 R 的 球面 (方便 起 见 假设 中 心 是 (0，0,，0))， 地面 坐标 

由 两 个 角 以 及 半径 (此 例 固定 为 RR) 构 成 ， 从 原点 (0，0，0) 到 高原 点 距离 为 R 的 点 画 一 条 线段 ， 
参数 v 表示 从 这 条 线段 到 zy 平面 的 角度 (弧度 )， 取 值 范围 为 一 x*/2 二 v 二 x/2. 如 果 把 这 条 线 
段 投影 到 zy PRL, Wu 表示 投影 与 正 z 轴 的 夹 角 ， 其 取 值 范围 为 0 过 二 2x， 如 图 2-4 所 
示 . 考虑 图 2-5 中 的 三 角形 ， 可 得 点 的 ryz 坐标 为 

(Rceosucosv,Rsinucosv,Rsinv) = x(u,v), 
那么 

x, = (— Rsinucosv,Rcosucosv,0) , 

x, = (— Reosusinv, — Rsinusinv,Rcosv). 
进一步 ， 计 算 它 们 的 又 积 

x, X x, = CR’ cosucos’ v, R? sinucos’ v, R? sinvcosv) , 

其 中 ,在 第 三 个 坐标 中 ， 用 到 siu 十 cos?v 一 1. $Ë |x, Xx,|=R’cosv. MME, H 
S*(R) 表 示 中 心 在 原点 ， 半 径 为 R 的 球面 ; S 表示 中 心 在 原点 ， 半 径 为 1 的 球面 .注意 球面 是 
紧 的 . 


Reos(v) 
= Rsin(v) 


Reos(v) Rcos(v)sin(u) 


图 2-4 地 面 坐标 图 2-5 投影 三 角形 
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例 2.1. 10( 旋 转 曲面 ) 设 C 是 zy 平面 上 的 曲线 ， 其 参数 方程 为 au) =E, hlu), 0). 
沿 x 轴 旋 转 曲 线 C( 如 图 2-6 所 示 )， 可 以 由 以 下 方法 得 到 曲面 上 点 p 的 坐标 .因为 曲线 是 沿 着 x 
轴 旋 转 ， 故 工 坐 标 依然 是 曲线 本 身 的 坐标 以 v 表示 离开 xy 平 面 的 旋转 角度 ， 则 y 坐标 缩小 到 
yeosu=h(u)cosv, [ANY z 坐标 增加 到 h(w)sinv， 如 图 2-7 Bras. 因此， 坐标 补 片 可 以 定义 为 


x(u,v) = (g(u) ,h(u)cosvsh(u)sinv). 


~ 
ASS 
LSS 


图 2-6 旋转 曲面 


如 果 绕 不 同 的 轴 旋 转 ， 则 所 得 的 坐标 是 上 面 所 得 
坐标 的 一 种 置换 . 例如，zz 平面 上 的 参数 曲线 
(hl(u)，0，g(w)) 沿 xz 轴 旋 转 所 得 到 的 旋转 曲面 h(u)sin(v) hu) 
为 (hl(u)cosv, h(u)sinv, g(u)). 
练习 2.1.11 验证 


Xu XX =h (2 dg aot Esino). h(u)cos(v) 


Oe par: E Po ad Tu = 
为 什么 对 任意 的 us us WA x, Xx, £0? 图 2-7 旋转 三 角形 的 曲面 


一 般 来 说 ，g(w) 表 示 沿 旋转 轴 的 长 度 ， 而 h(w) 表 示 到 旋转 轴 的 距离 ， 当 然 最 好 的 情形 是 
8(u) 二 wu 的 时 候 ， 此 时 根据 参数 ww， 我 们 很 容易 确定 点 在 曲面 上 的 位 置 . 
练习 2.1.12 给 出 悬 链 线 > 一 cosh(z) 沿 x 轴 旋 转 所 得 的 悬 链 面 的 坐标 补 片 ， 如 图 2-8 
所 示 . 
练习 2. 1. 13( 环 面 ) 考虑 图 2-9 中 的 环 面 . 沿 = 轴 旋 转 半 径 为 > 的 圆周 ; 证 明 这 个 补 片 为 
x(u,v) = ((R + rcosu)cosv, (R + rcosu)sinv,rsinu). 


u, v 如 何 变 化 ?注意 环 面 是 紧 的 . 


图 2-8 SEI 图 2-9 旋转 环 面 
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例 2.1.14( 螺 旋 面 ) PIRR a (uw) = (acosu, asinu, bu), 画 出 通过 点 《0 0, bud RR 
(acosu，asinu，bu) 的 直线 ， 由 这 条 旋转 上 升 的 线 扫 出 的 曲面 就 是 
螺旋 面 ， 这 条 线 的 参数 方程 是 (0，0，bw) 十 v《acosu, ‘asinu，0)， 故 
螺旋 面 ( 如 图 2-10 所 示 ) 的 坐标 补 片 为 

x(u,v) = (avcosu,avsinu,bu). 
练习 2.1.15 验证 |x,Xx,| 关 0， 进 而 说 明 x 是 坐标 补 片 . 
练习 2. 1. 16(Enneper 曲面 ) = 定义 曲面 为 


ue 2 re 71.83)" pte 
x(u,v) = (u—F + 9U z tu su v ). 


证 明 这 样 定义 的 是 一 个 正则 坐标 补 片 5 如 图 2-11 所 示 )， 且 
u? +0 <3 时 ，Enneper 曲面 没有 自 交 集 提示 : 利用 极 坐 标 u= 


rcos9，v 二 rsin9， 证 明 等 式 r +y +H GEOR, R 


Hr, y, z 是 Enneper 曲面 的 坐标 函数 . 再 由 这 个 等 式 说 明 映 射 
在 (x，z) 平 面 上 以 (0，0) 为 中 心 的 不 同 的 圆 上 是 单 射 . 最 后 ， 在 圆 十 v 二 3 找到 两 个 点 ，; 而 
这 两 个 点 映 到 曲面 上 的 同一 点 . 

曲面 是 直 纹 面 (ruled) ， 如 果 它 有 参数 方程 

x(u,v) = Blu) + vd(u), 

EF p, 6 是 曲线 .也 就 是 说 ， 整 个 曲面 被 这 个 坐 : 
标 补 片 覆盖 ， 这 个 坐标 补 片 由 从 曲线 8(w) 出 发 沿 
6(w) 方 向 的 直线 发 散 而 成 .曲线 8(z) 称 为 曲面 的 
准 线 (directrix)， 以 6(w) 为 方向 向 量 的 直线 称 为 母 
线 (ruling). 曲面 为 双 直 纹 面 (doubly ruled)， 如 果 
它 有 两 个 不 同 的 直 纹 坐标 补 片 x(u，v) 二 BCw) 十 v6 (ww) 和 ylu，v) 二 a(w) 十 vy(&). | 直 纹 面 上 可 
能 存在 点 满足 x, X x, =f’ (u) X6(w) 十 v6'(u) X8(u) =0. 练习 2.1.24 表明 有 办 法 处 理 这 样 的 
点 . 下 面 是 两 个 著名 的 直 纹 曲面 的 例子 . 

例 2. 1. 17( 锥 面 ) x(u, v=ptvd(u), HH p RHEA. 

例 2.1.18( 圆 柱 面 ) x(u，wv) 二 8B(wu) 十 vg， 其 中 gq 是 固定 方向 向 量 ; 

练习 2.1.19 找 出 标准 锥 面 z= 二 Vx 十 y* 和 标准 圆柱 面 x? 十 y= 二 1 的 形 如 例 2.1.17 和 
例 2.1.18 的 直 纹 坐 标 补 片 . 这 也 解释 了 为 什么 上 面 给 出 的 坐标 补 片 被 称 为 锥 面 和 圆柱 面 . 

练习 2. 1. 20 WEH 5#% m (saddle _ surface)z 王 zy 为 双 直 纹 面 ， 如 图 2-12 所 示 . 

练习 2.1.21 证 明 螺 旋 面 为 直 纹 面 . 

练习 2.1.22 单 叶 双 曲面 (如 图 2-13 所 示 ) 


图 2-10 螺旋 面 


Y i) 
TAR 


图 2-11 Enneper 曲面 


其 参数 方程 为 


x(u,v) = (acoshucosv,bcoshusinv,csinhu). 
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图 2-12 马鞍 面 图 2-13“ 单 叶 双 曲面 


但 是 它 不 是 直 纹 坐标 补 片 . 对 这 个 曲面 可 以 找到 两 个 (相关 ) 直 纹 坐 标 补 片 . 即 证 明 它 是 双 
HAM. 提示: 一 条 准 线 为 B(u)=Cacosu, bsinu, 0). + lu) =P’ (u) + (0,0, o). AWE 
们 是 直 纹 面 ， 所 以 单 叶 双 曲 面 在 工程 上 是 很 有 用 的 . 例如 ， 核 反应 冷却 塔 的 外 形 就 是 单 叶 双 曲 
面 ， 因 为 这 样 可 以 沿 它 的 母线 建造 一 条 笔直 的 梁 ( 见 [Whi84])， 此 时 塔 上 的 压力 小 《( 即 无 内 部 
弯曲 ) 且 易于 建造 . 那么 其 他 什么 地 方 也 使 用 了 这 一 形状 呢 ? 观察 海 贝 型 靠背 柳条 椅 基 面 的 结 
构 ， 你 注意 到 什么 了 吗 ? 为 什么 ? 

练习 2.1.23 证 明 单 叶 双 曲面 的 另 一 坐标 补 片 是 

x(u,v) = (a6 pw weet), 
tH, Ma=b=c=1, MMWR r ty z =l 这 一 坐标 补 片上 的 uw，wv- 参 数 曲 线 是 什 
么 样 的 ? 将 它们 和 上 个 练习 中 含有 母线 的 坐标 补 片 中 的 曲线 作 一 比较 . 

练习 2.1.24 假设 M: xu, vw =u) +vd(w HAHAH, Hl ~’|=1, |d|=1, HAO, 
W M 不 是 柱 面 . 证 明 M 存在 形 如 y(x，z) 王 yx(Czx) 十 zu6(Czx) 的 参数 方程 ， 其 中 Y e =0. 注意 
7 未 必 是 单位 速度 的 ， 形 如 y 的 曲线 称 为 M 的 严格 线 . 证 明 M 上 满足 x,Xx, 二 0 的 点 必 在 严 
格 线 上 . ER: 记 7Y(w) 二 Bw) 十 r(u)6(u)， AAY 5 二 0, BB ru). $ w=v 一 r(w); 

练习 2.1.25 求 螺 旋 面 和 单 叶 双 曲 面 的 严格 线 . 对 于 单 叶 双 曲 面 ， 为 方便 起 见 ， 假设 a= 
b=c=1. 

练习 2.1.26 假设 M: xu, v =Blw)+vd(W ARAM, WA M FEB Oyu, w)= 
elu) 十 w6(u) 的 参数 方程 ， 其中。 + d=0. 提示 : elu) = pu) +s(u)d(u), Fle’ + d=0, 
得 到 su). 答案 可 能 为 积分 形式 .我 们 将 利用 这 一 结果 证 明 稍 后 的 卡 塔 兰 定理 ， 找 出 柱 面 
x(u, v) =BCu) tvg 一 个 这 样 的 参数 方程 . 

本 节 坐 标 补 片 的 定义 为 我 们 提供 了 丰富 的 例子 ， 我 们 可 以 在 这 些 曲 面 上 验证 曲率 的 概念 
(及 它 在 几何 上 的 作用 ). 但 是 在 进一步 讨论 之 前 ， 必 须 注意 下 面 几 个 重要 问题 . 

(1) 坐 标 补 片 可 能 漏 掉 曲面 上 的 一 个 或 一 系列 点 . 这 一 缺陷 意味 着 我 们 通常 定义 的 特殊 的 
单个 坐标 补 片 并 不 能 完全 定义 整个 曲面 .通常 情况 下 ， 需 要 多 个 坐标 补 片 覆盖 整个 曲面 .以 我 
们 定义 的 球面 的 坐标 补 片 为 例 ， 南 北极 就 不 在 坐标 补 片 上 ， 

(2) 其 他 简单 的 验证 条 件 也 能 给 出 曲面 ， 例如， 给 出 水 平 点 集 g(z，y，z) 一 c， 则 由 隐 
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( 反 ) 函 数 存在 定理 (IPT) 可 以 证 明 ， 对 于 水 平 点 集中 的 任意 点 ，g WH BEVe= (38, 38, 2) 


存在 且 非 零 ， 即 可 保证 水 平 点 集 是 个 曲面 ， 实质 上 IFT 构造 了 坐标 补 片 ， 这 样 ， 从 某 种 意义 
上 说 ， 上 述 工作 更 具 一 般 性 ， 而且, “坐标 补 片 逼近 ”之 后 产生 大 量 的 清除 运算 这样， 只 是 着 
重 研究 满足 特定 条 件 的 曲面 的 坐标 补 片 . 

练习 2. 1.27( 预 备 练习 ) 在 平面 标准 坐标 系 下 ， 以 向 量 @ 一 (1，0)，es 二 (0，1) 代 兰 x, 
x,， 这 两 条 参数 曲线 分 别 为 水 平 线 和 垂直 线 . 我 们 有 eeel, e te=, erel S 
E=x,+x,, F=x,+x,, G=x,+x,, $MAWAM A ABR, TRE, F, G. 坐标 补 
片 和 平面 本 身 有 什么 相同 又 有 什么 不 同 ? 特别 地 ， 下 意味 着 什么 ? 


2.2 曲面 的 几何 性 质 


现在 对 于 曲面 ， 我 们 有 了 一 些 了 解 ， 但 是 怎样 发 掘 它 的 几何 性 质 呢 ? 数学 其 实 也 是 所 有 自 
然 科 学 中 最 重要 的 技巧 就 是 线性 近似 ， 面 对 非 线性 或 弯曲 对 象 ， 直 接 研究 过 于 复杂 ， 就 可 以 用 
直线 、 平 面 、 欧 几 里 得 空间 进行 线性 逼近 ， 然 后 研究 这 些 线性 对 象 ， 从 而 推导 出 原始 的 弯曲 对 
RAE. 当然 ， 在 曲线 上 建立 Frenet 标 架 ， 正 是 类 似 的 工作 . 这 一 过 程 对 于 从 微分 方程 到 
代数 拓扑 等 学 科 都 是 有 意义 的 . 

然而 问题 是 使 用 什么 类 型 的 线性 空间 逼近 曲面 呢 ? 正如 在 单 变量 微 积 分 中 用 切线 来 通 近 曲 
线 上 的 点 ， 同 样 地 可 以 用 切 平面 T, (MOREE M 上 的 点 p 的 邻 域 ， 平面 是 由 向 量 组 成 的 ， 
那么 一 个 很 自然 的 想法 就 是 T, CM) 由 M 上 曲线 的 速度 向 量 组 成 . 

正式 地 称 向 量 wE T,(M) 与 M 相 切 (tangent) 于 pp 点 ， 如 果 v, 是 M 上 某 曲线 的 速度 向 量 . 
这 样 ， 存 在 a: I>M, 使 得 a(0) 一 p，a'(0) 一 v,。。 通 常 在 不 引起 混淆 的 情况 下 ， MHo 代替 vw，. 
M E p 点 处 的 切 平面 (tangent plane) 的 定义 是 

T,(M) = {vlv Æp 点 切 于 M). 

立刻 得 到 两 条 经 过 p 二 x(u。，wv。)、 速 度 分 别 是 x, ，x, 的 wu，v- 参 数 曲 线 . 下 面 的 引 理 说 明 每 
个 切 向 量 都 是 x,，x, 的 (唯一 ) 线 性 组 合 ， 因 此 ，{x,，x,} 是 向 量 空间 T, (M) i} — 4 & (basis) 
(回忆 “ 基 ” 的 定义 ). 

引 理 2.2.1 veT,(MSBRYv=Ax+dx, Hx, x WE Cuo, v) Atid. 

证 明 首先 假设 曲线 a 满足 a(0) 二 p,，a'(0) 一 v， 可知 a(t) 一 x(u(t)， w(t))， 由 链 式 法 
则 ， 得 a’ =x, (du/dt)+x, (dv/dit). 现在 a(0) 一 p 王 x(u(0)，wvw(0))， 故 u(O0)=u, vO) = v 
(因为 x 是 1-1 的 )， 并 且 


dz 


v = a (0) = Xu (uo sU) dz 


(0) + x, Cuts sw) #0), 


FAH A, = (du/dt)(0), A, = (dv/dt) (0). 
现在 假设 v =Aix, Hx CHP x, x, 取 点 Cu。，w) 处 的 值 ). 我 们 要 找到 M 上 的 曲线 使 得 
a(0)=p, a (O=v. 利用 坐标 补 片 x 定义 下 面 的 曲线 
a(t) = x(wo +A, > + tà). 
TW a(0)= p=x(ul0), v(0)), H 
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d(vo +ta2) 


Uo IAL 0 TA?) dt 


al (t) =x, Cilo + tài puo + Ap) SEAD 


= Xu (uo + tài sV + tàz)à + Xv (uo + tdi Vo taz daz. 
于 是 a (0) 王 xi 十 xw，， E 
怎样 利用 一 个 方程 判断 切 平面 呢 ? 有 一 种 方法 适合 R* 中 的 任意 平面 .一 个 平面 由 点 p 和 
平面 (在 p 点 处 ) 的 法 向 量 N 决定 取 使 得 gq 一 p SN 垂直 的 任意 点 q， 即 N* (q—p)=0 或 者 
对 于 g 二 (zx, ys 2), P= Clos yor Zo 9 N=Ca, by Os, A 
ax + by + cz — (axo + byo + z9)=0 
ax +by +cz+d=0, 
其 中 4 二 一 (azo 十 byo 十 czo)， 这 显然 是 通常 的 平面 方 
程 . 事实 上 ， 我 们 已 经 知道 了 如 何 取 TCM) 的 法 向 量 . 
因为 {x,。，x,} 是 切 空间 T,(M) 的 基 ， 只 和 需 找 一 个 和 xX;， 
x, (HERR =A. x, +A. x.) ob EA AY BP AT, ae 
个 向 量 就 是 又 积 久久 xs， 因此， 如 果 x 是 曲面 满足 
XCuos UI=p BMA, ABA T, (M) 的 法 向 量 ( 如 
图 2-14 所 示 ) 为 
N= x, (uo svo) X x, (uo sv). 
例 2. 2( 双 变量 函数 ) 设 M 是 函数 z= 二 f(x, y) 
的 图 像 ， 蒙 日 坐标 补 片 是 x(u, =u, v, flu, v)), 和 
H x, Xx, =f fas —fos 1). WR p= Cto, vo，fuo; v0))， 则 TCMWM) 的 方程 为 
— fu Uo sw) C£ — uo) — faluo svo) Cy — Vp) +(e — fluosu)) = 0. 
PM, WR =r Hy, MF p 二 (zo，yoy ity), A 
T 2x0 (x — Xo) — 2yo Cy — yo) + (z= (xe bey) = 0, 


化 简 得 
2zoz 十 2yoy 一 二 二 0 十 2 
特别 地 ， 对 p= 二 (1，0，1)， 有 切线 方程 2x 一 z=1. 
例 2.2.3( 半 径 为 R 的 球面 ) ”给 出 球面 x 十 y’ 十 zx? 二 R? 的 地 面 坐标 ， 回 忆 法 向 量 为 
xX, X x, = (R’cosucos’ v, R? sinucos’ v, R? sinvcosv). 
CEE x, Xx, (Roose) p 是 球面 上 点 的 代数 ， 这 说 明 从 原点 出 发 的 半径 向 量 在 </2 角度 时 到 “| 8 
达 球 面 ). 假设 p= 二 (R, 0, 0), Mu=0, v=0, WA, x, Xx, Æp 点 处 即 为 (R?,，0, 0), | 85 
T, (M) 的 方程 是 
(R ,0,0) + (x—R,y,z)= 0 
B= R 
x= R. 
这 正 是 球面 在 (R，0，0) 处 的 切 平面 . 
FKE, 我 们 对 切 平面 方程 一 一 刻画 了 曲面 几何 性 质 的 法 向 量 并 不 感 兴趣 ， 当 沿 切 向 量 确 
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定 的 方向 移动 时 ， 知 道 法 向 量 方向 的 变化 情况 ,那么 就 知道 了 曲面 上 沿 此 方向 曲线 的 弯曲 情 

. oh. 这 是 很 重要 的 . 当 曲 面 需要 多 于 一 个 坐标 补 片 覆盖 时 ， 各 个 坐标 补 片 的 法 向 量 极 有 可 能 并 

不 相 容 ， 细 节 参 考 [dC76 p.102]. 这 样 的 曲线 称 为 不 可 定向 的 (nonorientable)， 第 一 个 例子 是 
例 2. 2.4( 默 比 乌 斯 带 ) ”考虑 正则 参数 曲线 


xXCu,v) = ((2—vsin(>) )sinu, (2 —vsin( +) )cosw,veos( +) )， 
HP, 0Ku<2r H-1l<v<l. 这 个 坐标 补 片 去 掉 了 u=0 的 区 间 ， 故 还 需要 另外 一 个 坐标 补 
片 ， 这 个 坐标 补 片 可 以 定义 为 yi, v): 


((2—vsin( E+) Joos a, — (2—vsin(T +4) )sin zzcos( 亚 十 生 ) )， 
这 个 坐标 补 片 又 漏 掉 了 zz 一 0， 对 应 于 u=r/2. 无 论 怎 
么 调整 这 些 坐 标 补 片 都 有 相同 的 结论 : (x 的 ) 单 位 法 向 
量 一 定 等 于 它 的 相反 数 。 默 比 乌 斯 带 的 图 像 ( 如 图 2-15 RR 
所 示 ) 告 诉 我 们 ， 当 环绕 闭 曲线 一 周 时 ， 它 的 法 线 是 如 . ZENG 
何 转向 的 . WN 
因为 在 本 书 的 其 他 地 方 少 有 提 有 及， 我 们 会 淡化 定向 | yy 
的 概念 ， 特 别 地 ， 单 个 正则 坐标 补 片 + 是 可 定向 的 We J 
(Corientable) ， 因 为 它 在 每 点 都 有 确定 的 法 向 量 


Xa X X, 
|x, X x, | 


(注意 ， 交 换 x。 x, 的 次 序 ， 坐 标 补 片 每 点 处 的 U 都 变 
成 一 U)， 这 引出 了 曲面 是 可 定向 的 一 般 定义 ， 即 如 果 
曲面 存在 光滑 的 单位 法 向 量 场 ， 则 它 是 可 定向 的 ， 除 个 
别 的 例子 如 Henneberg 曲面 ( 默 比 乌 斯 带 是 它 的 一 部 分 ) 之 外 ， 我 们 所 研究 的 曲面 都 是 可 定 
向 的 ， 

现在 回 到 讨论 的 问题 上 来 ， 即 如 何 用 单位 法 向 重 的 变化 描述 曲面 的 几何 性 质 ， 为 了 看 到 怎 
样 计算 给 定 方向 上 的 变化 ， 首 先 来 看 切 向 量 如 何 作用 于 一 个 函数 上 ， 设 g(x，y，x) 是 函数 ; 
ca 人 一 (oOD，o(D，o(b) 是 给 定 的 曲线 ， 根 据 多 元 微 积分 的 链 式 法 则 ， 有 


d = 26 dz 9g dy | ag dz 
a Cg(alt))) 2 de + ay dt + ae dt 


— dg da! 498 da’ og da? 
ax dt ay dt daz dt 


= (iay ae) (Ge Ge Gr) 


= Velalt)) +a’), 


其 中 ， ve = (28, A E) Blo ET,(M)， 并 假定 & 限定 在 MCR: 上 ， 那 么 g 在 M bie 


方向 是 怎样 变化 的 ? 而 M bo 方向 本 身 就 意味 着 曲线 a。 上 p 点 处 的 方向 ,其 中 a =v. giv 


U = 


图 2-15 默 比 乌 斯 带 
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方向 的 方向 导数 为 
vlel) Hd (g(a())) l-o = Ve(p) +0, 


HP a(0)=peM, a (=v. (注意 后 一 个 等 式 说 明 方 向 导数 不 依赖 速度 向 量 为 vo 的 过 p 点 的 
曲线 的 选取 )， 因 此 v 作 用 在 函数 g: M 一 尺 得 到 数 v [g]， 这 就 是 为 什么 用 v [g] 表 示 方 向 导数 . 
注意 通常 的 多 元 函数 的 方向 导数 也 有 相同 的 定义 .只 是 给 出 的 函数 g 未 必 限 制 在 曲面 M E, 
且 方 向 向 量 v 可 能 是 R’ 中 的 任意 向 量 ， 很 多 情况 下 ,wv 表示 M 上 的 向 量 场 (vector field) 一 一 对 
于 M 上 的 任意 点 p， 选 取 p 的 一 个 切 向 量 ， 使 得 这 个 切 向 量 的 集合 是 光滑 变化 的 一 一 那么 ， 
由 vLgj(p)==v,Lgj 给 出 了 M 上 一 个 新 的 函数 (这 里 所 说 的 向 量 场 w 在 M 上 是 光滑 变化 的 ， 如 
果 对 任意 曲线 a: I>M, tov (a(t)) 是 可 微 的 ). 
WR f 是 M 上 的 函数 ， 则 对 于 坐标 补 片 x 有 复合 映射 Fru, Sf. x, ME M 的 坐 

teh, fu, 的 函数 ， 因 而 可 以 记 

af _ Ife x) 

ðu ðu ` 


对 v APM AR. AYE lu, w)=x BALL 


x LAT = EFC) ben, = PLLA, 


且 此 等 式 对 任意 的 ER. RA, u- SBR ee A LE BB RY u- SEH 
(结合 坐标 补 片 ). 

练习 2.2.5 证 明 莱 布 尼 菊 法 则 (乘积 法 则 ) 成 立 ， 即 对 v € T, CM)， 有 wv [fg]=v[fjg(p) 十 
flpyv Leg]. i i 

练习 2. 2.6 证 明 v[zxj==vi, vly]=v, v[z]=v, Epo =w, v, v). 

练习 2.2.7 利用 上 述 讨论 和 练习 2.2.6, HY 2. 2.5， 证 明 对 于 函数 f: MR (M 的 参 
BABA xu, v)=(x lu, v), zlu, v), a3(u, v))), A 

x ff]= >) gt = 


i 


以 及 


wll = 0D sede oe Se + ge eS 

车 置换 wn，v， 结 果 如 何 ? 

练习 2.2.8 假设 曲面 M 是 函数 g 的 水 平 点 集合 g (z，y，z) =c， 证 明 M 上 的 任 一 点 p 
的 法 向 量 为 Vg (p)， 提 示 : Rv ET, CM) 有 生 利 用 vw 的 定义 及 链 式 法 则 证 明 Vg(p). v =0. 因而 ， 
对 水 平 点 集合 ， 还 有 另外 一 种 获得 其 法 线 的 方法 . 试 应 用 于 球面 g(xz，y，z) =x +y + 
2 =R’, 

重要 说 明 在 微 积 分 中 ， 通 常用 单位 向 量 v 定义 方向 导数 . 这 样 做 是 因为 我 们 想 要 寻找 v 
方向 上 函数 的 变化 ， 而 不 希望 v 的 大 小 影响 计算 结果 . 通常 取 曲 面 的 单位 法 线 ， 令 
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ME., RME U 在 给 定 方向 上 如 何 变 化 时 ， 仅仅 测量 U 在 方向 上 的 变化 一 而 这 正 是 刻 
画 曲 面 形 状 的 量 . M 上 的 法 向 量 U 是 指 取 M 上 上 任意 一 点 p， 指 定 一 个 向 量 U(p)E Rs. 因为 
CHR 中 的 向 量 , WUS (p), ue u(p)), IFA R 
= (usu i), 
或 者 在 Ri 的 基 el 一 (1， 0 0) a0, i O mtr 0, DAVEE, Bm 
U= u'e, + uve, + we 


= = Swe, 5 

HP u', u, w 是 M 到 R RR. 因为 对 每 个 pEM， RA UE» 点 的 向 量 , 所 以 称 U 是 M 
的 向 量 场 ， 类 似 地 ， 对 应 于 M 上 的 每 一 点 存在 Rs: 中 的 任 一 一 指定 向 量 ， EEM 上 的 变化 是 光滑 
的 ， 就 可 称 其 为 M 的 向 量 场 . 

那么 怎样 刻画 U 在 方向 v ET, CM) 上 的 变化 呢 ? 可 以 仅仅 观察 函数 u, u, uw? 在 v 方 向 上 
的 变化 ， 也 就 是 考虑 u, v, t 在 v 方 向 上 的 方向 导数 . 当然 ， 因 为 v 位 于 点 p， 故我 们 感 兴 
趣 的 只 是 U 在 v 方向 上 的 初始 变化 率 ， 所 以 计算 在 0 处 (a(0)=p) 的 导数 ， 把 U 在 v 方向 上 的 
初始 变化 率 命 名 为 共 变 微 商 (covariant derivative). 这 里 忽略 了 一 点 ， 即 为 了 取 R: 上 的 微 商 ， 
需要 U 定义 在 开 集 上 ， 而 非 简单 地 定义 在 M 上 .当然 可 以 通过 扩充 将 U 定义 在 拓 广 的 M 上 . 

只 要 满足 UU 在 M 上 定义 相同 ， 延 伸 部 分 如 何 定义 没有 关系 ， 例 如 ， 沿 M 的 法 向 量 简单 移动 高 

FM 一 小 段 ， 定义 U 的 延伸 ， 使 得 它们 在 M 上 的 定义 一 致 .在 练习 8. 3. 1 中 可 以 看 到 这 个 特 
殊 延 伸 无 关 紧 要 (也 将 看 到 更 一 般 的 关于 共 变 微 商 的 讨论 ). 

虽然 这 种 表达 多 少 有 些 怪异 ,但 只 需 记 住 共 变 微 商 只 是 把 普通 的 方向 导数 应 用 到 UU 的 坐 
ERKE, TARRA . . my 

VUSc [u], v [u] v lu) 


= > v [u ]e;. 
事实 上 ， 定 义 的 是 Rs: 上 的 共 变 微 商 ， 要 得 到 M 上 某 一 点 的 共 变 微 商 ， 必 须 把 Rs 上 的 共 变 


微 商 投影 到 M 在 该 点 的 切 平面 上 ( 见 2.2 节 )， 引 理 2. 2. 10 表明 ， 对 于 单位 法 向 量 场 最 后 一 步 
是 不 必要 的 . 


练习 2. 2.9 假设 Z= 22" (x15 X23 Xs) er EHEM.: x(u, v)=(zı lu, v), Te Cus v), 
xs(u，v)) 的 向 量 场 ， 先 证 明 


和 


dz* ax, 
V2 = > (> az; 30 ee 


然后 证 明 二 次 共 变 微 商 可 变换 .也 就 是 说 ， 用 链 式 法 则 (和 练习 2. 2.7) 得 到 


a xt gzigzi\ IZ Pr 
Va, VZ = > | > (È ILII du 0 )+ ax, TAG 
= V, V, Z. 
现在 回 到 单位 法 向 量 场 U 的 情形 . Aol. 的 定义 看 出 


V,U = > OCO 
EP aO) =p, (0) 二 v.， 注意 如 果 U(Gz) 是 沿 曲 线 a(?) 定 义 的 ， 对 每 个 坐标 用 链 式 法 则 ， 可 以 
写成 U,==dU/dt 二 VvwU， 由 上 述 讨 论 知道 ，V。U 告诉 我 们 在 v 方向 M 是 如 何 弯曲 的 ， 也 就 是 
i, Vo U 确定 了 曲线 的 形状 ， 因 而 定义 
S,(v) =— V,U 

为 M 在 p 点 的 形状 算 子 (shape operator)( 或 外 恩 加 滕 映射 ). S, 定义 中 的 负 号 是 个 简单 约定 ， 
它 给 出 * 正 ”“ 负 ”曲率 适当 的 含义 ,同样 注 意 ， 如 果 选 择 一 U 作为 法 向 量 ，S 的 符号 也 作 相 应 的 
改变 .。S 称 为 算 子 是 因为 下 述 引 理 . 

引 理 2.2.10 S, 是 TT,M 的 线性 变换 . 

证 明 EZT: VeV 是 向 量 空 间 V 到 自身 的 线性 变换 ， 如 果 它 满足 两 个 性 质 ，(1) TCw 十 
多 ) 二 TO91) 十 T(ww); (2)T(ec，v) 二 c*。T(v )， 其 中 c 是 任意 常数 .要 证 明 引 理 ， 首 先 要 说 明 
S,(v ) 是 T,M 中 的 向 量 . 证明 这 点 只 需 证 明 S (vw ) 垂 直 于 U( 因 为 T,M 由 在 p SHAFER 
U 的 向 量 组 成 )， 由 于 U 是 单位 向 量 场 ,， U，U== (202)? 十 (w?)? 十 (w3)? 二 1]， 又 由 通常 的 菜 布 尼 
RAN, v[U  U]=2 V,U + UIE). 这样 对 任意 v ,0==v[1]=v [UU  U]=2 V,- U, 
即 V,U。U 一 0， 也 就 是 说 V,U 垂直 于 UU. 

为 证 明 S, 是 线性 的 ， 必 须 证 明 (1) 对 任意 <ER ，S, (op )=aS, w), H(2)S, (v 十 m) 一 
Splv ) 十 S,《w). (1) 由 VoU 的 定义 立即 可 知 ， 只 要 对 任意 函数 /，(e 十 bo[ 门 =o[ 门 十 风门 ， 
那么 (2) 成 立 ， 根据 下 面 练习 完成 证 明 . | 

练习 2.2.11 Walsy=x(ult), v(t)), POSU), TH a(0)=p=BO) NR d (0) =v, 
B'O Sw, ERAF O Sx UDHU (2t))/2, (v(2t) + 0(2t))/2), XY O=vtw. 利用 
梯度 公式 证 明 (o tw) fJ=0C ft fl. | 

因为 S: TCM) 一 TCM) 是 线性 变换 ， 所 以 可 以 用 线性 代数 的 所 有 工具 .特别 地 ，S, A 
有 和 矩阵 形式 (以 下 我 们 将 讨论 )， 且 诸如 行列 式 、 迹 、 特 征 值 这 些 标 准 的 不 变量 都 有 着 深刻 的 几 
何 意义 .因此 形状 算 子 是 我 们 研究 谋 入 R: 中 的 曲面 的 几何 性 质 的 所 有 工具 中 最 基本 的 . 

练习 2.2. 12(M ÆR 中 的 平面 ) 已 知 U= wie; 是 常量 ， 因 为 wi 是 常量 ， 所 以 ， 对 任意 
v, v[uw]=0. 所 以 ， 对 任意 v ，S,(v ) 二 一 V,U= 一 人 vw [wiJe; 二 0， RR, RA— 一 种 直观 的 印 
R, 平面 是 平 的 一 一 形状 算 子 表明 平面 没有 “形状 ”. 

例 2.2.13(S*(R) 是 半径 为 R 的 球面 ) 利用 半径 为 R 的 球 的 标准 参数 方程 x (x， v= 
(Reosucosv, Rsinucosv, Rsinv HWA BW—-ABW 


x, = (— Rsinucosv,Rcosucosv,0), 


x, = (— Reosusinv, —Rsinusinv, Rcosv). 


[91] 
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同样 单位 法 向 量 是 U= Ccosucosv, sinucosv, sinu). WFW S:(R) 上 的 形状 算 子 S， 只 需要 知 
道 S 在 基 {x。,，x,} 上 的 作用 ， 由 上 述 讨论 知 x [f= f, A owa. 
S(x,) =— V, U 
=— (x,[cosucosv ],x,[sinucosv ],x,[sinv ]) 


一 一 (— sinucosv, cosucosv,0) 


x, 


xe, 
类 似 的 计算 可 得 Sa) =E, WERRE RAT FAR, MRM ZT, R I 
Fe 2X2 单位 矩阵 . 

练习 2.2.14 M AARM Hy =R, BRA x(u, v)=(Reosu, Rsinu, v), W88 M 
的 形状 算 子 在 基 上 的 作用 是 S(x,) = hrs S) =0. 因此 ， 在 w- 方 向 圆柱 类 似 球面 ， 在 


v- 方 向 类 似 平面 ， 显然 ， 直 觉 上 这 是 完全 正确 的 ， 为 什么 呢 ? 

练习 2.2.15 RFA x(u, v)=((R+rcosu)cosv, (R+rceosu)sinv, rsinu), BRAT 
在 基 上 的 作用 是 S(x,) =—x,/r, S(x,) =(—cosu)/(R+rcosu) x,. 

练习 2.2.16 GRR > 一 zy 的 参数 方程 是 x(u，wv)= 二 (uw，v，uv)， 形 状 算 子 S 在 给 定 基 
上 的 作用 为 i 


S(x.) = r yX, + 1+v 3 
(l+uv+v')? A +u? Ho)? 
S(x,) = tt y, x, 
(itu +)? (l+u+v')? 
我 们 已 经 看 到 ， 平 面 的 形状 算 子 为 0. 直观 上 ， 因 为 形状 算 子 刻画 了 曲面 在 单位 法 线 U 上 的 变 
化 ， 所 以 曲面 M 的 形状 算 子 为 0 意味 着 M 是 平面 .这 由 下 述 结 论证 实 ， 注 意 形 状 算 子 的 代数 
条 件 必 能 转化 成 M 上 几何 性 质 的 限制 一 一 个 刻画 平面 的 限制 ， 由 于 平面 是 由 点 p 和 法 向 量 
U 决定 的 ， 那 么 平面 就 是 满足 (9 一 总。U=0 的 点 q HES. 
定理 2. 2.17 如 果 对 任意 PEM 都 有 Ss 二 0， 则 M 包含 在 平面 内 . 
证 明 固定 POM 及 单位 法 向 量 UCp)， 并 取 任 意 点 g€ M， 只 需 证 明 g 在 p 和 U(p) 确 定 
的 平面 内 ， 也 即 (g 一 p). U(p) 一 0， 由 g 的 任意 性 知 ，M 在 平面 内 . 取 M 上 满足 a (0) 二 g， 
aD =p 的 曲线 a， 定 义 函数 


v 


f(t) = (gqg—a(t)) «+ Ulalt)). 
ABE BUI BT = VroU， 计 算 这 个 函数 的 导数 ， 因 为 w(D)E TuoM EHF UCC), 


据 假设 ，VeoU(Ce(D) 一 一 So Ca’) =0, HK 
S ODS CE) + Ulat) + (q—al) + Vem Ulalt)) 
=0, 
由 于 f 的 导数 是 0， 故 函数 f(z) 是 常数 ， 只 需 计 算 f 在 0 点 的 值 ， 就 可 以 确定 这 个 常数 ， 因 为 
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a(0) 一 g， 故 此 常数 是 0. 故 对 任意 的 t:， 有 (gq 一 a(t))，U(a(t)) 二 0. 特别 地 ， 当 上 一 1 时 ， 
(g 一 p)。U(p) 二 0， 这 就 完成 了 证 明 . | 


2.3 曲面 的 线性 代数 


要 得 到 S 在 曲面 M 上 的 精确 整体 描述 可 能 比较 困难 ， 即 使 是 稍微 复杂 一 点 的 例子 ， 而且， 
即使 可 以 得 到 形状 算 子 ( 在 基 上 ) 的 精确 表示 ， 也 无 法 给 出 更 多 的 信息 (如 上 面 的 马鞍 面 ).， 无论 
如 何 ， 根 据 形状 算 子 的 计算 可 以 得 到 一 些 M 的 几何 性 质 .. 因此 形状 算 子 的 作用 并 非 在 于 计算 ， 
而 是 体现 在 可 以 用 线性 代数 的 理论 来 描述 几何 性 质 ， 利 用 这 一 思想 ， 可 以 得 到 关于 形状 算 子 理 
论 上 的 结果 . 证明 过 程 中 的 计算 在 以 后 都 很 有 用 .首先 有 必要 回忆 以 下 线性 代数 的 知识 . 

假设 T: VV 是 向 量 空间 V 的 线性 变换 . 给 定 Y EA AE B= (x, sty Xe} WT A 


BR A, REREAD ATA. 首先 ， 因 为 8 为 基 ， H TCL) = DY abs, 其 次 ， 


对 于 固定 的 ;可 以 将 oz 归结 为 A 的 第 i 列 ， 这 样 对 每 个 i 做 下 去 得 到 A 二 Ca” ) 为 nX n 3ER. 
这 个 矩阵 作用 在 e = (0，…，0，1，0，…，0) (作为 列 向 量 ， 用 这 组 基 表 示 x) LA a= 
Ca", a", , a"), REHE ATO )AUSAF e 和 a 相对 于 基 有 的 系数 和 矩阵， 注意 ， 不 
论 线性 变换 工 是 否 依赖 于 基 的 选取 ， 表 示 矩 阵 A 依赖 于 基 的 选取 ， 若 选择 V 中 不 同 的 基 ， 那 
么 T(xi) 表 达 式 中 的 系数 也 就 相应 变换 产生 了 新 的 矩阵 ， 对 线性 变换 TT， 如 果 存 在 非 零 的 向 量 v 
和 实数 4 满足 


T(v) = ùv, 
此 时 和 4 称 为 的 对 应 于 特征 向 量 (eigenvector)v 的 特征 值 (eigenvalue)， 如 果 V Æ n 4H, H 
存在 ”个 线性 无 关 的 特征 向 量 w; ，…， 包 及 与 其 对 应 的 特征 值 41，…，A,， 则 在 VV 的 此 组 基 下 
TT 的 矩阵 是 对 角 和 矩 阵 ( 相 当 简 洁 ) 
Ay 0 
Az 
0 An 


因此 det(T) = Ta. tr(T) = 2 A. 一 般 地 ， 和 矩阵 的 行列 式 是 它 特征 值 的 积 ， 迹 是 特征 值 
的 和 . 
例 2.3.1 设 了 : >R 是 满足 T(1，0) 一 (4，3)，T(0，1) 一 (一 2， 一 1) 的 线性 变换 ， 
WW TÆ, 0, CO, 1) 的 矩阵 为 
4 ~2 
| -| 


假设 


得 到 
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4 一 从 一 2 a 0 
| 3 =- H? 
仅 当 det(M = 一 0 时， 和 迭 阵 才能 把 非 零 向 量变 为 零 . > 
4-A 一 2 
derf 3 ae 
BI C4—A)(—1—a) +60, a?—3a+2=0=(A—-1A—2), AaS RA=2, 它们 就 是 工 的 
特征 值 ， 为 求 特征 向 量 ,， 将 4 的 值 代 回 矩阵 方程 ， 得 到 - 


对 于 = 1; i TEJ- E] 或 者 3a—2b=0 或 者 Fe =6, 


这 意味 着 ， 对 任意 形 如 (a， 学 )==v 的 向 量 ， 都 满足 TC(v ) 一 5 (因为 一 1)， 如 取 (2，3)， 则 


4 一 21T2 2 
p GJ- H 
练习 2.3.2 证 明 另 一 个 特征 向 量 为 (a,， a) 
练习 2.3.3 证 明 若 选 定 R? 的 一 组 基 为 (2，3) 和 (1，1)， 那么 工 相 对 这 组 基 的 矩阵 为 
1 0 
94 | 
94 p ,| 
最 后 注意 ,4414s 二 2,， 41 十 As 二 3， 且 由 原始 矩阵 计算 ， 它们 等 于 


4 一 2 4 一 2 
det[ )=-4+6=2 tr( )= 4—1=3. 
3 —1 . 3 一 1 


线性 变换 工 ，R2: 一 R2: 称 为 对 称 的 (symmetric) ， 如 果 对 任意 的 Ra Hie, wT) + w= 
ve Tw). 〈 当 使 用 更 一 般 的 内 积 时 ， 这 一 关系 有 时 也 记 为 (To ) -w)=(v, Tw)).) 
练习 2.3.4 


b 
1. 证 明 相对 于 标准 正 交 基 ， 若 2X2 aeli ”| 表示 对 称 线性 变换 ， 则 5=c<， 此 时 该 矩阵 


FRA tT BR AE (symmetric matrix). 回忆 标准 正 交 (orthonormal) 基 ， 即 是 由 互相 垂直 的 单位 向 
量 组 成 的 基 . 

2. 证 明 任意 2x2 对 称 和 矩阵 有 实 特征 值 . 

定理 2.3.5 形状 算 子 为 对 称 线性 变 的， 而且 S(x,) + x,=x,°U, S) x =x U, 
S(x,) + x, =x, ° U. i 

证 明 因为 {x,，x,) 是 T, MKE, 我 们 仅 需 找 出 关于 x,，x, 的 方程 . tE UE 
T, (MBA, 故 Ux 二 0=U，x。， 现 在 U. x。，U。x, 为 函数 ， 故 切 向 量 可 以 作用 在 它 
们 土 面 ， 则 

0= x,L0] = x,[U + x,] 


= [Dw 22] 


=D) (sw SE te. E) RREN 


= » (x [u je ex, Hu Zz) 
= VeU 0 x, HU © Xu. 
Ak, S,(x,)ex=—V.U +x 5U e x. 类 似 计算 ， 有 
Sp Xo)» Xu =— V, U © x =U * Xu. ， 
又 xm 一 xuw， 故 结论 成 立 ， 相同 的 计算 可 得 S) e xS xa t U, Sx) .to 一 xm t U. a 

推论 2.3.6 形状 控制 算 子 有 实 特征 值 . 

由 引 理 2.2.10 可 知 ， 曲 面 M: xu, 的 形状 控制 算 子 S 将 M 的 切 向 量变 成 M 的 其 他 切 
HE. 特别 地 ，S(x,)，S(x,) 都 是 切 向 量 。 因 为 {x。，x,} 是 CM 在 任 一 点 处 ) 切 平面 的 基 ， 由 此 
ATR, SCx,)=ax,+bhe,, Sx, =cx, +dx,. 如 果 我 们 定义 

E = x9 x, F=x, +x, G=x,+ x3 
L= S(x) KX, m= S(x,) © x, = SKs) 6X5 n= SCx,) © Xs 
则 可 得 下 述 方程 
t=aE+6F, m=cE+dF, m=aF+6G, n=cF+dG. 
ME a b, c d 的 值 ( 见 2.5 HARE TIM : 
— Fi + Em d En — Fm — mG + Fn 


a=- EGF? 8 EG Fr’ TEGO F? ~ EGF 


EG- FP ’ EG — F?’ 
在 2.5 节 我 们 将 用 这 些 公式 计算 形状 算 子 . 

线性 代数 应 用 于 微分 几何 还 有 另外 的 途径 ， 给 定 一 个 曲面 映射 下 MN， 可 以 将 其 导数 
定义 为 任意 切 平面 上 的 一 个 线性 变换 下 ,,。，T, (M) 一 Tris (CN)， 对 于 任 一 切 向 量 w ， 取 曲线 
a: I>M, WE a(0)= 二 pp，a (0) 二 v ， 则 这 一 线性 变换 ( 简 记 为 )F, 的 定义 是 


F, (a’(0)) ŽE FUO) lizo. 


RELODSFUD)Æ N 上 的 简单 曲线 ， 且 下, 定义 的 右边 即 为 8 在 FCp) 的 速度 向 量 ， 该 定义 
的 几何 性 质 由 此 可 见 ， 为 研究 下 用 切 平面 T,(M) 线 性 通 近 M Ep 点 附近 的 一 部 分 ， 对 于 
T, (M) 中 的 每 一 个 向 量 ， 都 存在 一 条 曲线 ， 此 曲线 在 此 点 的 速度 向 量 就 是 该 向 量 ， 故 利用 下 
的 复合 将 曲线 映射 到 NN 土 ， 那 么 该 曲线 和 它 在 正中 的 像 分 别 充满 了 P 和 下 (p) 的 邻 域 ， 为 看 出 
这 个 局 部 映射 的 几何 性 质 ， 可 以 用 N 中 像 曲线 的 导数 再 次 作 线 性 明 近 ， 由 定义 ， 像 曲线 的 速 
度 向 量 是 M 中 原 曲 线 速度 向 量 的 像 . 

我 们 在 曲面 映射 及 其 导数 上 大 费 周折 ， 不 止 是 因为 它 比较 费解 ， 也 是 因为 它 在 下 面 的 工作 
中 起 着 重要 作用 ， 特 别 地 ， 稍 后 将 看 到 ， 曲 面 映射 及 其 导数 是 比较 曲面 和 其 几何 性 质 一 个 很 好 
的 工具 . 当然 ， 线 性 变换 是 它 作 用 在 相应 基 上 的 结果 ， 所 以 ， 对 给 出 的 曲面 参数 .M， 
xlu, v), Fetih F., (x,)、F, (x,) 完 全 决定 . 

例 2.3.7 设 F，R’ 一 R* 是 平面 到 自身 的 映射 ， 用 坐标 形式 表 出 F(u， v=Cflu, v), 
glu, v)). 为 计算 下, (x,)， 取 w- 参 数 曲 线 (u，w) 和 下 的 合成 ，F (wu， v) = (fu, vw), 


(2.3.1) 
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glu, vo ) ) 并 对 u 微分 ， 得 ( 广 ， Zu). 类 似 计 算 v- HHR, 有 


F, (xa) = (fasg) 和 FE. (x,) = (f,,g,). 
TN 42, 28 HE AE He A PE SER. Æx, x) F. ARH 
fa fo 
JCF) = . 
Le ee 
这 是 多 变量 微分 的 雅 可 比 矩 阵 . 


这 样 曲面 映射 的 导数 映射 就 是 R" 中 映射 的 雅 可 比 曲面 到 其 自身 映射 的 自然 推广 ， 回 忆 ， 
MR f: ReRA Fe) 天 0， 则 由 连续 性 可 知 ， 存 在 s 这 0， 对 于 任意 的 zxE (a 一 e; a 十 e)， 有 
F(a) 0. BIT ER x ABAD f(r) >0 BR f(r) <0. 因此 ，f 在 这 一 区 间 产 格 单调 递增 或 
严格 单调 递减 ， 故 存在 反 函 数 ， 对 映射 FM 一 N 也 有 类 似 结论 ， BLE A AR E H inverse 
function theorem). 

定理 2.3.8 ERRE) wR BRHF: MN 的 导数 变换 下 ,，,: T,(M)— Tr,, (N), 
满足 det(,,) 隆 0， 则 在 F(p)EN 的 一 个 开 令 域内 存在 光滑 的 反光 数 下 -1. 

反 函 数 定理 说 明 F 在 一 点 的 线性 代数 决定 M、N 在 这 一 点 附近 是 否 相 同 . 

形状 算 子 蚌 切 平面 上 的 线性 变换 ， 那 么 就 有 一 个 问题 ， 是 否 存 在 曲面 映射 ， 使 它 的 微分 映 
HEES 回答 是 肯定 的 ， 这 个 微分 映射 为 土 S 的 映射 称 为 高 斯 映射 ， 它 使 我 们 可 以 从 几何 的 
角度 理解 形状 算 子 ， 高 斯 映射 C，M-~~S: 是 曲面 M 到 单位 球 S 的 映射 ， WE G(p)=UCp), 
其 中 UCp) 是 必 在 p 点 的 单位 法 向 量 ， 因 为 U(p) 是 R: 中 的 单位 向 量 ， 可 以 理解 为 S 中 的 点 ， 
故 这 个 定义 是 有 意义 的 . 这样， 高 斯 映射 的 微分 映射 G. : TM Texp St 即 是 


G. (v )= A Ga) | ,-。 


一 i Uaw) lo 


= Vio U 
= V,U 
=— Sv), 
HP aO=p, d (0) 二 v. 还 有 一 点 需要 说 明 .高 斯 映射 的 微分 映射 的 值 域 是 Toy S:.， 而 形状 
算 子 的 值 域 是 T, (M)， 那 么 怎么 会 有 G., =—S H? 不 论 切 平面 与 曲面 在 何 处 相交 ， 它 都 是 向 
量 空 间 ， 因 而 经 过 原点 .平面 T (MD) 是 一 个 经 过 原点 且 垂 直 于 UCp) 的 平面 ， 对 任意 一 点 9€ SS， 
切 平面 TCS*) 有 一 个 很 好 的 性 质 ， 即 它 垂直 于 9 本身 (g 作为 Rs 中 的 向 量 )， 根 据 定义 Gp) = 
U(p), 平面 Tan (O ) 是 经 过 原点 垂直 于 UC(p) 的 平面 ， 也 就 是 说 T, (M) = Tew (S). WA’ 
将 看 到 高 斯 映射 有 很 多 的 应 用 .首先 试 做 下 列 练习 . | 
练习 2.3.9 计算 圆锥 面 x(u，wv)== (vcosu，wvwsinu， vo) 的 高 斯 映射 及 其 微分 映射 估计 高 
斯 映射 在 球面 上 像 集 的 面积 . 
练习 2.3.10 计算 圆柱 x(u, v)=(Reosu, Rsinu, v) 的 高 斯 映射 及 其 微分 映射 ， 估 计 它 
在 球面 上 像 集 的 面积 . 
练习 2.3.11 HARM xlu, v)=(u, coshucosv, coshusinv) 的 高 斯 映射 及 其 微分 映 
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射 ， 证 明 高 斯 映射 是 从 用 链 面 到 球面 的 一 一 映射 提示， 关键 在 于 第 一 个 坐标 . 

练习 2.3.12 计算 Eenneper hE x(u, v)=(u—~u/3+ur, v—v/3+vu, Ż— t) hA 
斯 映射 及 其 微分 映射 ， 并 证 明 它 是 从 Eenneper PERA —— it. FUERA Cu, v) |e? + 
VEG 中 的 像 大 于 半球 ， 提 示 : 首先 用 极 坐 标 表 示 U， 其 中 u=rcosh, v=rsind, RATE 
意 第 三 个 坐标 . 


2.4 法 曲率 


下 面 要 用 形状 算 子 得 到 曲面 曲率 的 概念 ， 之 后 将 对 法 曲率 (normal curvature) 进 行 几何 上 
的 研究 ， 并 将 证 明 一 个 定理 ， 这 个 定理 揭示 S 的 几何 性 质 与 线性 代数 的 联系 .首先 我 们 有 

引 理 2.4.1 如 果 a 是 M 上 的 曲线 , 则 wf USS). 

证 明 我 们 将 给 出 这 个 结论 的 三 种 证 明 . 第 一 一 种 强化 上 述 计算 ， 第 二 种 是 在 考虑 测 地 线 时 


需要 用 到 的 计算 ， 第 三 种 是 从 现在 开始 要 用 到 的 标准 证 明 . 
(1) 因 为 U 正 交 于 T, CM),， 故 a ，U=0， 则 
0=a'[e’ U] 
= Se 
= due" [at Jui + due a [wi] 由 莱 布 尼 茨 法 则 


‘wije ww IX a lalt) = da (2) 


- > 


=d" U+V,U «a 
Ait, Sla) +a’ = 二 一 VU + a’ =e" + U. 
(2) 根 据 引 理 2.1.3, Wa Sx), vE), BEREN a = 二 wx, 十 vx。， 再 次 利用 链 式 
法 则 ， 得 


“ wa + 2u'v'x,, tv? xy tux, 十 这 wx 
由 于 x, e U=0 Mx, -U=0, & 
eU = (ux, + 2u'v'x,, FU Xn) U 
因为 S 是 线性 变换 ， 所 以 
Sla’) + a = Sux, + 'x,) $ (ux, +0'x,) 
= (uw’S(x,) + v'S(x,)) $ (u'x, 十 vx,) 
= u? Sx) «x, Huv SC) $ x, Huo SC) «x, ty Sr) «x, 
= u? Xu +«Ut+u'v’x,, -Utu'v’x, et Uv ix, U 
= (u? Xm + 2u'v'x,, tu?x,) UU 
=g» U. 
(3) 取 0 二 a U 的 导数 ， 得 
0= UY 
=a Utd -U’ 其 中 U = VU = 一 Sa’) 
a’ e U=— a" + (— S(a’)) 
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a’ U= d Sla): iE 
我 们 把 -U 看 成 是 M 弯曲 的 加 速度 .而 且 假设 'c RARR Aa 的 大 本 就 不 会 


影响 计算 结果 . 由 此 有 如 下 定义 ， 对 于 单位 向 量 WOT, CM), SOE a Fr THE HE Coral 


curvature) 
k(u) = S,(u) + u. 
设 a 是 单位 速度 曲线 ， 且 a(0)=p, a (0)=u, N 
k(u)= S,(u) eu 
= S,(a (0)) +a (0) 
a’ (0) + UCP) 
KONCO) +» UCp) 
= K(0)çosĝ, 
其 中 N 是 曲线 a 的 Frenet 法 向 量 , « 是 a 的 曲率 ，0 为 
N(0) 与 U(p) 间 的 夹 角 ( 如 图 2-16 所 示 ). 
练习 2.4.2 单位 速度 曲线 a: La, b]>R 的 总 挠 率 


(total torsion) 为 | rd 证 明 RR 球面 上 的 闭合 曲线 总 抄 率 


是 0. 提示 : 利用 上 述 公 式 &(T) 二 k,cos96， 其 中 对 单位 速度 
曲线 a，T= 二 a ， 可 利用 球面 形状 算 子 及 对 cosg 王 N。U 
微分 . 

当 a 的 法 曲率 是 曲率 的 倍数 时 ， 或 许 会 问 是 否 存在 曲 
Bo 使 得 它 的 曲率 正好 等 于 法 曲率 &(x) ， 回 答 是 肯定 的 . 

命题 2.4.3 P 忆 表示 由 U(p) 和 wu( 点 pEM) 决 定 的 平 图 2-16 HRX 
n, Aot PAME RŽ tA hH) p, 
则 ku) = +x, (0). 

证 明 首先 证 明 o(0) 二 w， 因 为 u 和 o'(0) 是 单位 切 向 量 , Hu, oX《0)， UpeE-*+¥H 
上 ， 所 以 要 使 w 和 ao’(0) 都 在 PP 上， 和 且 都 垂直 于 UC(p)， 只 能 有 ad O= u. KAANE, WE 
o (0)=u, X$, o 的 法 向 量 N,(0) 垂 直 于 T,(0)=0 (0) 二 w， 并 且 因 为 o BY MHA, NCO) 
在 平面 PP 上， 所 以 N,(0)== 士 U(p). 又 0 二 0 或 x 时 cos0= 1. Alb ku) =+«, (CO). 加 

那么 法 曲率 告诉 我 们 什么 呢 ? 如 果 &(a 二 0， 则 法 向 量 N; OEF UCp) (A O=09 Bo F 
向 U(p)， 故 M Wo 的 变化 也 是 如 此 .如果 (ww) 二 0, MWER N;(0) 等 于 一 U(p)，M 沿 o 背离 
U(p) 变 化 .如 果 k(w) 二 0， 则 «,(z) 二 0， 这 不 能 说 明 曲 线 是 直线 ,- 因为 我 们 还 不 清楚 是 否 对 所 
有 的 上 都 有 cu。(i) 王 0. 这 只 说 明 在 p 点 附近 的 弯曲 率 很 小 . 

因此 法 曲率 的 符号 告诉 我 们 M 的 弯曲 是 朝向 还 是 背离 给 定 的 法 向 量 方向 ,注意 ， 可 以 将 法 
向 量变 成 一 U(p)， 这 时 k(w) 的 符号 改变 。 因 此 为 避免 混淆 ， 我 们 必须 对 法 向 量 作 个 规定 ; 例如 ， 
如 果 曲 面 M 围 出 一 个 体积 ， 就 总 是 取向 外 为 法 向 量 的 方向 , | 也 就 是 说 ， 法 向 量 方向 背离 围 成 的 
体积 ， 如 果 曲 面 是 一 个 双 变 量 函 数 过 和 y 的 图 像 ， 那 就 取 正 的 z 坐标 方向 为 法 向 量 的 方向 ; 

法 曲率 是 由 平面 上 单位 向 量 ( 即 半径 为 1 的 圆 ) 而 来 的 函数 一 一 对 实数 而 言 . 事实 上， 可 以 
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证 明 法 曲率 函数 是 连续 的 . 正如， 任意 连续 函数 都 能 在 闭 区 间 上 取得 最 大 值 和 最 小 值 ， 任 意 紧 
集 ( 即 闭 有 界 ) 如 圆 上 的 连续 函数 也 有 这 样 的 性 质 .， 因 此， 存在 单位 向 量 和 wu 使 得 
km) =k, = maxk (u) ， kb) = k: = mink (u). 

DURE 26 7 (ou, Alu, KH + & È (principal vector), ki 和 k: 称 为 主 曲率 (principal 
curvatures). 

练习 2.4.4 Hea: I->M 是 曲率 线 (line of curvature), MBX Btel, ao (1) 都 是 形状 
RF S 的 特征 向 量 ， 这 等 价 于 单位 切 向 量 也 总 是 wi Ru. 证 明 a 是 曲率 线 当 且 仅 当 a' 沿 a 平 
行 于 U 一 V-U. 进 一步， 假设 a 是 平面 曲线 ， 即 对 某 平面 P，a 二 MN P， RUE, WRG a 
方向 M AP 夹 角 为 定 值 ， 则 a 为 曲率 线 . 

例 2.4.5 设 M 是 马鞍 面 z= 二 zx 一 yY， 利用 g(x，y，z) 二 z 一 xz? 十 y= 二 0 的 梯度 给 出 法 
向 量 
_ Ve _ (€ 22z,2y,1) 
Wel Fae Fay | 
设 p=(0, 0, 0), MUCPI=(0O, 0, 1). Mu=(1, 0, 0), 那么 曲线 o 就 由 (0，0，1) 和 
1, 0, 0) 生 成 的 平面 与 M 的 交 线 决定 ， 也 就 是 弯 向 法 线 的 抛物 线 z= 二 x:. 因此 ， 可 以 证 明 
k(u)>0. 具体 计算 如 下 : 

经 过 z 和 UCp) 的 平面 P 是 zz 平面 且 wXU(p) 一 (0， 一 1，0)， 因 此 PP 的 方程 为 y 一 0， 
o 是 抛物 线 z 二 x*， 可 参数 化 为 o(2)==(z,，0, 2), MOSA, 0, 22), PA=, 0, 2), 


aX 41 一 2/1 一 2>0， 正 是 我 们 所 要 的 注意， 可 以 求 出 全 


U 


HRC, 0, 0)= +r, (0) = 


E , 1 21 "x ” 
F t N ’ T= a =( 9 0, ), = ’ » . = a Go = 
部 的 Frenet 标 架 ToT EZ it T(O)=(1, 0, 0); B a’ Xo 
(0, —1, 0); N=BXT=(0, 0, 1)=U. 这 就 证 明了 kA, 0, 0)=+«, (0). 


练习 2.4.6 RK p= (0, 0, OMe), HH u=(0, 1, 0). 答案 取 什 么 符号 ? 


1 1 
练习 2.4.7 KK p= (0, 0, OSA AC), HB u= (元 Be o), 

Bj 2.4.8 BH M: 2# +y =l, p=(1, 0, OMUCp)=(1, 0, 0). 单位 向 量 
uE T,(M) 可 写成 4 二 (0,， u, w), EPa) Ha) S=, u 和 UCp) 所 在 平面 的 一 个 法 向 量 
是 (0， 一 ww ，w )， 故 平面 方程 为 z= 二 (w/wul)y， 对 任意 y， 这 个 平面 和 M 的 交 为 集合 
{VIT y, a/u) 的 参数 方程 为 a(1)= 二 WI 一 Pt，(w?/u1)1) 且 

a(t) = /VR lsu u) 和 FO) = (— 1/1 ,0,0). 
那么 
TOO = (0,1,u7/ul)/VJI F Ge /u), 


BO) = g (0) X o” (0)/ |o (0) X 0’(0) | 
= (0, ~u? /w ,1)/ V1 4+ Ge /u Y 
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NOD = ((— Cu? /u!)? — D/O a? u?) ,0,0) 
= (一 1,0,0). 
所 以 NCO) =—U(p), Bk =—«,(0), BR. MAB)? +i) =1, BLA 
lo O Xo") /a HD ys 
lc (0) |* C1 + Cu? /ul)? )°? 
因此 (ww) 一 一 (w)*， 它 是 负数 或 0. Ru (0, u, vE yz 平面 的 单位 贺 上 ， 当 ww 一 0 时 ， 
maxk(u)=0; ¥ u'=1 Wf, mink(u)=—1. 相应 的 几何 意义 是 显然 的 ;圆柱 M 在 母线 方向 是 
平 的 ， 在 准 线 方向 弯 离 法 向 量 ， 事 实 上 ， 这 一 弯曲 可 看 成 是 圆 ， 如 图 2-17 和 图 2-18 Hm. 


ks,(0) = 


图 2-17 极 大 ;有 (中 一 0; wl =0; 图 2-18 极 小 ; &( 四 一 一 1; w=1; u=(0, 1, 0) 
& 一 (0，0，1) 在 母线 方向 在 准 线 的 速度 向 量 方 向 上 


练习 2.4.9 完成 上 例 . . 

虽然 开始 是 用 形状 算 子 定义 的 ,但 是 法 曲率 有 一 个 完全 几何 上 的 描述 ， 它 可 以 看 作 是 曲面 
和 某 个 特殊 平面 交 线 的 曲率 .下面 将 给 出 一 个 联系 法 曲率 几何 人 性质 和 形状 算 子 线性 代数 性 质 的 
基本 定理 .点 PE M 称 为 脐 点 (umbilic point), WÈ 户 点 的 主 曲率 相等 ( 即 Ap) =k (p)). Œ 
意 这 表明 p 点 的 法 曲率 为 定 值 . 例如 ， 球 面 上 的 点 都 是 脐 点 . 

定理 2. 4. 10 

1. 如 果 pPECMARA, NS, W=ku, HP k=k =k. 

2. 如 果 PCM 是非 脐 点 ， 则 有 两 个 S, 的 互相 垂直 的 单位 特征 向 量 ， 且 它们 对 应 的 特征 值 
是 点 的 主 曲 率 . 

ERA 我 们 将 从 另 一 个 方向 证 明 这 个 定理 .考虑 形状 算 子 的 特征 值 ， 并 证 明 它们 就 是 k 
和 ks. Wu, 是 S 属 于 4i WEAR, SQ.) =A.m. Bu, Hu, 闭 时 针 旋 转 90° 得 到 的 单位 切 向 
量 , Mu,.=UXu,, 则 SC(w) 二 aui 十 bz. 而 4==S(w) + u, =S(u) .w=Au * uw =0, 故 
Su ) 一 zu ， 其 中 2 一 12. FE., u 就 是 我 们 所 构造 的 垂直 于 的 形状 算 子 S 的 另 一 个 特征 向 
&. 而 且 ku) =Su,) :wi 二 A;*， u= HEA A A 是 p 点 的 法 曲率 . 

注意 ， 如 果 妨 二 Xs 二 +， 则 对 任意 的 w，S(w) =u, M p 为 脐 点 ， 不 失 一 般 性 ， 假 设 一 
àis WRIA E u= cosu, 十 sinbu; ， 其 中 9 是 wu Mu, HRA. 计算 wu 的 法 曲率 (9)， 它 依赖 于 
u 和 0. 


k(0) =S(u) eu 

= S(cosdu, + sindu,)- + (cosĝu, 十 sindu, ) 

一 (cosbS (u, ) + sinĝS Cuz )) + (cosdu, + sindu, ) 

= cos’ S (u,) + u, + singcosbS (u, ) + u, sinOcos@S (uz) + u, 

+ sin’ 6S (uz) * up 

一 cos A&A, + sin Mz. 
利用 sin’ 0+ cos’O=1 可 得 k(O =A + Arai) sinh. AW A< HEDA M O=0, Bl uu] AY, 
k(0) 取 最 大 值 ， 因 此 ,ki 二 kw 0) = kan) =Ar. 


同 理 可 得 RCO) = (A, 一 1 )cos20 十 1，， 因为 A 二 和 1， HIKS Ep u= u: 时 ， k&(0) 取 最 小 


值 ， 因此 kz = kmin (0) =k Cu: ) =Ad. fw 
推论 2.4.11 对 于 上 述 u=cosdu,+singu,, He HKEAR A h 
k(u) = cos2OR + sin’ Ok». 


2.5 曲面 和 Maple 
本 节 将 讲述 如 何 利 用 Maple 由 参数 方程 求 形状 算 子 、 法 曲率 及 画图 . 首先 开始 于 


> with(LinearAlgebra) :with(plots): 


先 看 Enneper 曲面 .在 Maple 中 曲面 以 向 量 形式 给 出 ， 其 分 量 为 二 元 函数 . Enneper 曲面 
的 参数 方程 为 


> Ennep:=<u-u73/3+utv~2|v-v73/3+v*u72|u72-v72>; 


Ennep := [u — us + uv? ,2 一 Lo 十 vu? ,wi 一 v | 
现在 就 可 以 画 出 Enneper 曲面 ( 见 图 2-19 所 示 ). Maple 
的 plot3d 命令 有 多 个 选项 ， 其 部 分 选项 要 列 人 命令 中 . 
例如 ,，“shading 二 zhue” 是 指定 某 颜色 作 图 , ;可 以 选择 
“XY”、“XYZ” 和 “2Z” 指 定 颜色 ; 选项 “lightmodel 二 light1” 
控制 曲面 图 的 光照 方向 ;“orientation” 可 选择 绘图 者 观 
察 的 角度 .最 后 “scaling 二 constrained” 改 变 所 绘制 的 图 


形 宽 、 高 的 比例 ， 便 于 观察 . 图 ?-19 Enneper 曲面 


> plot3d(Ennep,u=-2..2,v=-2..2,scaling= constrained, shading 

=zhue , lightmodel=light1,orientation=[89,54]); 

练习 2.5.1 用 练习 2.1.22 和 练习 2.1.3 ABB ew ot HAR, AO ER E 
的 参数 限制 和 画图 选项 . 

下 面 给 出 计算 曲面 基本 量 的 程序 ， 包 括 系数 斑 ，F，G、 单 位 法 向 量 ， 及 系数 1，m，n. 
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> EFG := proc(X) 

local Xu,Xv,E,F,G; 

Xu := <diff(X(1],u) ,diff(X[2] ,u) ,diff(X[3] ,u)>; 
Xv := <diff(X[1],v) ,diff(X[2],v) ,diff(x[3],v)>; 
E := DotProduct (Xu, Xu, conjugate=false) ; 

F := DotProduct (Xu, Xv, conjugate=false) ; 

G := DotProduct (Xv,Xv,conjugate=false) ; 
simplify([E,F,G]); 

end: 


> UN := proc(X) 

local Xu,Xv,Z,s; 

Xu := <diff(X(1] ,u) ,diff(X[2] ,u) ,diff(X[3],u)>; 

Xv := <diff(X[1],v) ,diff(X[2],v) ,diff(X[3],v)>; 

Z := CrossProduct (Xu, Xv); 
8:=VectorNorm(Z, Euclidean, conjugate=false) ; 

simplify (<Z[1]/s1iZ[2]/s!Z[3]/s>,sqrt,trig,symbolic) ; 
end: 


> lmn := proc(X) 

local Xu,Xv,Xuu,Xuv,Xvv,U,l,m,n; 

Xu := <diff(X[1],u) ,diff(X(2] ,u) ,diff(X[3] ,u)>; 

Xv := <diff(X[1],v) ,diff(X[2] ,v) ,diff(x[3],v)>; 

Xuu := <diff(Xul[1] ,u) ,diff(Xu(2] ,u) ,diff (Xu[3] ,u)>; 
Xuv := <diff (Xu[1),v) ,diff (Xu[2] ,v) ,diff (Xu[3] ,v)>; 


Xvv : <diff (Xv[1],v) , diff (Xv[2] ,v) ,diff (Xv [3] ,v)>; 
U := UN(X); 

1 := DotProduct (U,Xuu, conjugate=false) ; 

m := DotProduct (U,Xuv,conjugate=false) ; 


n := DotProduct(U,Xvv,conjugate=false) ; 
simplify((1,m,n] ,sqrt ,trig,symbolic) ; 
end: 


有 了 这 些 基 本 量 ， 我 们 就 可 以 编写 计算 形状 算 子 及 法 曲率 的 程序 ( 见 (2. 3. 1) ). 


> shape:=proc(X) 

local Y,Z,a,b,c,d; 

:=EFG(X); 

:=1mn (X); 
:=simplify((Z[1]*Y[3]-Z{2] *¥(2])/(¥(1) *¥[3]-y[2]-2)); 
:=simplify((Z[2] *¥[1]-Z([1] *¥(2])/(¥[1] *¥[3]-¥[2]~2)); 
:=simplify ((Z[2] +Y [3]-Z[3] *Y[2])/(Y[1]*Y[3]-Y[2]-2)); 
=simplify ((Z[3] *Y[1]-Z[2] *Y[2])/(Y[1]*Y[3]-Y[2}-2)); 
(S(x_u)=a*x_ut+b*x_v,S(x_v)=c#x_utd*x_v]; 

end: ` 


作为 第 3 EWER, OR IER FES (x, x.) FEE, 


> shape_matrix:=proc(X) 

local Y,Z,a,b,c,d; 

=EFG(X); 

=1mn(X); 

:=simplify((Z[1] *¥ (3) -2Z[2] *Y(2])/(¥([1] *y(3]-yY[2]-2)); 
:=simplify((Z[2] *¥(1]-Z{1] *¥[2])/(¥[1]*Y[3]-y[2]-2)); 
:=simplify ((Z[2] *Y[3]-Z[3]*Y[2])/(Y[1)*Y [3]-Y[2] “2)); 
:=simplify((Z[3]*Y[1]-Z[2]*Y{[2])/<Y [1] *Y[3]-Y[2] “2)); 
Matrix(({[a,c],[b,d]]); 

end: 


aacycwn< 
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下 面具 体 计算 几 个 例子 .我 们 要 计算 形状 算 子 在 基 x, 和 x, 下 的 取 值 、 对 应 的 矩阵 (相对 
于 这 组 基 )， 有 时 包含 此 矩阵 的 线性 代数 的 特定 的 不 变量 .首先 验证 尺 球面 上 的 形状 算 子 就 是 
一 1/R 的 倍数 . 


> shape(<R*cos(u)*cos(v)|R*sin(u)*cos(v) |R*sin(v)>) ; 
= 王公 你 
| Sx) = E, SC.) ] 


R 
再 看 旋转 环 面 和 Enneper 曲面 . 


> shape(<(R+r*cos(u))*cos(v) , (R+r*cos(u))*sin(v), 
r*sin(u)>); 
cos(u) x, ] 


=n ae yg CORA Ey 
| Six.) rH Sry) R+rcos(u) 


> shape(Ennep) ; 


sy = 2x 

[ Xa 1+2wW+2v+4u'+2y?v+v'’ 
2%, 

R 1 F 2u +20 Fu + ou ar | 


练习 2.5.2 指出 球面 和 Enneper 曲面 形状 算 子 的 相似 之 处 ， 提 示 : 参见 命题 4. 8. 28 和 
练习 4. 8. 30. 

现在 考虑 圆柱 曲面 ， 注 意 S(x,) 二 0， 这 意味 着 U 沿 母线 不 变 . 因此 ， 圆 柱 面 是 可 展 
(developable) 曲 面 ， 见 练习 3. 2. 20. 

> cylinder:=<R*cos(u)|R*sin(u) |v>; 

cylinder := [Reos(u) ,Rsin(u) ,v] 
> shape(cylinder) ; 
| see) == E, Scr) = o] 

> plot3d(subs (R=2,cylinder) ,u=0..2*Pi, v=0..3,shading=xY, 

lightmodel=light1,grid=[25,10], orientation=[-46,61]); 

以 上 几 个 例子 中 ， 形 状 算 子 矩阵 是 对 角 和 矩阵 ， 这 并 非 一 般 
情况 ,马鞍 面 就 是 一 个 例子 .对 于 对 角 和 矩阵 ， 它 的 特征 值 就 是 
对 角 元 ， 它 的 行列 式 为 对 角 元 的 积 ， 而 对 于 二 般 和 矩阵， 求 这 些 
量 比较 麻烦 .但 Maple 做 起 来 总 是 很 简单 . 


> shape(<u,v,u*v>) ; 


UvX , Cl ul xs 
ZE (1+w 十 vw? ) 3/2 E (lta + vi ) 3 9 
Stx,) = — H Hui i uvx, af SR BL 


Atl +X) OFF 
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> Eigenvalues (shape_matrix(<u,v,u*v>)); 


— 2/1 + t uw +2730 bud +e ot Fi 42 +20 tu? Fo} 
2014+ 2u? + 2v? +u' 4+ 2u’?v’ 十 wv) 

— 2V1 Fu to uv — 2730 tab’ tut +1 + 22 +27 Hu + 
2014+ 2W +20? +u + 2u’v’ +0") 


> Determinant (shape_matrix(<u,v,u*v>)); 


1 
(l4+u?+v’)? 


将 结果 与 练习 3. 2.16 和 练习 3.2.18 进行 比较 . 


练习 2.5.3 运行 下 列 Maple 程序 ， 并 与 Enneper 的 形状 算 子 相 比较 ， 何 处 相似 ? 
> shape(<cosh(a)*cos(v) icosh(u)*sin(v)iu>); 
练习 2. 5.4 运行 下 列 Maple 命令 ,并 与 练习 3. 3. 5 比较 . 


surfrev:=<g(u) |h(u)*cos(v) |h(u)*sin(v)>; 
Shape(surfrev) ; 

shape_matrix(surfrev) ; 

Determinant (shape_matrix(surfrev)); 


下 面 利用 定义 k(wu) 一 SC(n)，。u， 编 写 求法 曲率 的 程序 ， 然 后 给 出 特定 的 例子 ， 注 意 ， 为 求 


Vv Vv Vv Y 


法 有 曲率 必须 输入 具体 点 ( 即 w0 和 v0) 及 具体 的 角度 ( 即 O<t<2n). YER, S. (cost), sin(z)) 
在 Maple 程序 中 表示 和 矩阵 S 作用 于 (单位 ) 向 量 (cos(t)，sin(1)). 


> normal_curvature:=proc(X,u0,v0,t) 

local §; 

5:=subs ({u=u0, v=v0} , shape_matrix(X)); 

DotProduct (S.<cos(t) ,sin(t)>,<cos(t),sin(t)>, conjugate= 
false); 

end: 

> normal_curvature(<(R+r*cos(u))*cos(v), 
(R+r*cos(u))*sin(v) ,rtsin(u)>,0,0,t); 


cos’ (1) 4 cos(0)sin’ G) 
r R+rcos(0) 
注意 环 面 最 外 面 的 点 ， 法 曲率 在 1 二 0 和 :二 x /2 处 分 别 取 到 最 大 值 和 最 小 值 ， 可 以 画 出 该 


点 的 法 曲率 (如 图 2-21 所 示 )， 注 意 观 察 在 什么 地 方 取 到 最 大 最 小 值 . 


> plot(normal_curvature(subs({R=5 ,r=1}, <(Rtr*cos(u))* 
cos(v), (Rtr*cos(u))*sin(v) ,r*sin(u)>),0,0,t) ,t=0..2#Pi); 


练习 2.5.5 对 马鞍 面 做 同样 的 工作 ， 观 察 在 什么 地 方 取 到 最 大 最 小 值 (如 图 2-22 所 示 )， 


并 对 此 作出 解释 . 


> plot (mormal curvature (<u,v,u*v>,0,0,t), t=0. .2*Pi); 


> evalf(Pi/4); 


0. 7853981635 


> maximize(normal_curvature(<u,v,u*v>,0,0,t), t=0..Pi, 
location=true) ; 

ne 

— },1 

4 | ]} 


图 2-21 环 面 在 u=0, v=0 处 的 法 曲率 图 2-22 马鞍 面 在 u=0, v=0 处 的 法 曲率 110 


利用 Maple 可 以 通过 输入 两 条 曲线 Bw) Al 8(z) 得 到 直 纹 面 的 参数 方程 . 以 下 是 具体 的 程 
序 和 例子 (如 图 2-23 及 图 2-24 所 示 ). 
> rule_surf:=proc(beta,delta) 


simplify (betatv*delta, symbolic) ; 
end: 


> rule_surf (<cos(u) |sin(u) |0>,<0]1/1>); 
Lcos(u),sin(u) + v,v] 


> plot3d(rule_surf(<cos(u)|sin(u) 10>, <011|11>),u=0. .2*Pi, 
v=-1..1,scaling=constrained, shading=XY, orientation= 
[-24,63] ) ; 


> plot3d(rule_surf(<ul010>,<011lu>) ， u=-1..1,v=-1..1, 
scaling=constrained, shading=XY,lightmodel=light2, 
orientation=[-74,71]); 


图 2-23 广义 圆柱 图 2-24 作为 直 纹 曲面 的 马鞍 面 


图 2-25 ”螺旋 线 的 切 可 展 曲 面 及 其 一 半 


一 类 特殊 的 直 纹 面 是 切 可 展 曲 面 (tangent developable). 曲线 8(w) 的 切 可 展 曲面 的 参数 方 
H x(u, v)=BCu) + vB’ (Cu). 建立 并 画 出 螺旋 线 ( 例 如 )B(w) = Ccosu, sinu, u) KY) AT Fe H 
m, WA 2-25 所 示 ， 也 见 练习 3. 2. 22. 


> plot3d(rule_surf(<cos(u)|sin(u)|u>, map(diff,<cos(u) | 
sin(u) |u>,u)) ,u=0..3.5*Pi,v=-4. .4,scaling=constrained, shading 
=XY , lightmodel=light2,orientation=[-133,73] ,grid=[50,20]) ; 

> plot3d(rule_surf (<cos(u) |sin(u)|u>,map(diff ,<cos(u) | 
sin(u) |u>,u)) ,u=0..3.5*Pi,v=0..4,scaling=constrained, shading 
=XY, lightmodel=light2, orientation=[-133,73] ,grid=[50,10]); 

> shape(rule_surf(<cos(u)|!sin(u)/u>, map(diff,<cos(u) | 
sin(u)|u>,u))); 


Eee SY PY sy o] 
2v 2u 


> shape_matrix(rule_surf(<cos (u) |sin(u) lu>, 
map (diff ,<cos (u) |sin(u) lu>,u))); 


_ v2 
2v o 
v2 
2v 9 


> Determinant (shape_matrix(rule_surf( <cos(u)|sin(u)|u>, 
map (diff ,<cos(u) |sin(u) |u>,u)))); 
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#5) 2.5.6 HA BCu)=(0, 0, sin(ku)) Ml d(u)=Ccosu, sinu, OË AA, 对 不 同 的 
& 画 出 相应 的 曲面 . 看 到 什么 现象 ? 对 k= 二 1， 如 图 2-26 所 示 . 


> plot3d(rule_surf(<0/0lsin(u)>, <cos(u) |sin(u) |0>) ,u=0. . 
2*Pi,v=-1..1,scaling=constrained, shading=XY,lightmodel 
=light2, orientation=[-27 ,54]); 


下 面 是 切 可 展 曲面 的 例子 (如 图 2-27 Pras). Haire Rak Hee EY HA CHL 2-28). 


图 2-28 球面 曲线 


> plot3d(rule_surf(<cos(u)*cos(2*u)| sin(u)*cos(2*u)| 
sin(2*u)>,map(diff,<cos(u)*cos(2*u) |sin(u)*cos (2*u) 
|sin(2*u)>,u)),u=0..3.5*Pi,v=-2..2,scaling=constrained, 
shading=XY , lightmodel=light2,orientation=[38,43], 
grid=[40,20]) ; 

> cu:=tubeplot (convert (<cos(u)*cos(2*u) |sin(u)*cos(2*u) | 
sin(2*u)>,list), u=0..2*Pi,radius=0.015,color=black, 
numpoints=200,scaling=constrained) : 

> sphere1:=plot3d(<cos(u)*cos(v)| sin(u)*cos(v) |sin(v)>, 
u=0..2*Pi,v=-Pi/2..Pi/2): 
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> display({cu,spherei},style=wireframe, scaling= 
constrained, shading=XYZ, lightmodel=light3, 
orientation=[38,43]) ; 


> display({cu,sphere1},scaling=constrained, 
shading=XYZ, lightmodel=light3, orientation=[38, 431); 


3 练习 2.5.7 对 平面 曲线 a(u) 一 (g(u), hu)), 编写 Maple 程序 ， 建立 旋转 曲面 的 参数 
2 方程 ， 再 用 该 程序 绘制 悬 链 面 和 环 面 等 旋转 曲面 . 
114 练习 2.5.8 用 上 述 两 个 程序 建立 单 叶 双 曲 线 +y esl 的 直 纹 和 旋转 参数 方程 . 
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3.1 引言 


众所周知 ， 形 状 算 子 和 主 曲率 为 我 们 提供 了 大 量 的 曲面 几何 信息 ， 但 是 我 们 也 知道 要 精确 
计算 出 它们 是 很 困难 的 ， 有 时 候 根 本 不 可 行 ， 本 章 我 们 将 介绍 曲面 两 个 可 计算 的 “不 变量 ”， 由 
线性 代数 可 知 ， 它 们 和 形状 算 子 密切 相关 .下 一 章 我 们 将 考虑 这 些 不 变量 为 我 们 提供 的 研究 对 
象 的 信息 . 

线性 变换 两 个 最 基本 的 不 变量 是 它 的 行列 式 和 迹 。 由 于 一 点 p 处 的 形状 算 子 就 是 一 个 线性 
变换 ， 我 们 可 以 用 它 的 行列 式 和 迹 定 义 两 个 几何 量 . 

定义 3.1.1 设 S 为 曲面 M 的 形状 算 子 ，M 在 点 pEM 的 高 斯 曲率 K) =det(S,). MA 


点 PEM MPA RH p) =F trace S,). 


这 两 个 量 是 研究 曲面 几何 性 质 的 基本 量 . 虽然 K 和 互 是 用 形状 算 子 定义 的 ， 但 是 可 以 通 
过 单纯 的 微 积 分 计算 得 到 它们 ， 因 此 ， 要 借助 一 个 前 提 ， 那 就 是 线性 代数 是 通过 微 积 分 研究 几 
何 问 题 的 桥梁 . 已 知 形状 算 子 相对 于 一 组 主 向 量 构成 的 基 的 和 矩阵 为 


[a 0 | 
0 kl 


FTX ALU BU kik, A ki ke, A 


K=hk, H= te 


2 
回忆 车 用 一 UU RE U 作为 法 向 量 ， 则 &(w) 的 符号 也 随 之 改变 ， 由 于 高 斯 曲率 是 这 样 两 个 改变 
量 的 乘积 ， 故 它 的 符号 不 改变 但是， 当 单 位 法 向 量 改 变 符号 时 ， 昌 改变 符号 ， 由 于 K 的 符 
号 是 有 意义 的 ， 这 些 结论 就 显得 尤为 重要 . 

假设 K(p)>0, AA K=kikz, MU, ki 和 ko 必须 同 号 ， 但 是 和 二 maxk(u)，ks =mink(u), 
所 以 对 任意 的 uw，k(w) 符 号 相同 . 如果 对 任意 的 &，&(Ce >>0， 那 么 M 在 任意 方向 都 弯 向 U. 
如 果 对 任意 (wu) 二 0， 那 么 M 在 任意 方向 都 弯 离 U. 

练习 3.1.2 解释 K(p)<<0 和 K(p) 二 0， 此 时 图 形 是 什么 样 的 ? 

例 3.1.3 

1. X K(p)>0, 在 p 王 (0，0，0) 点 考察 椭圆 抛物 面 z 二 x? 十 y， WARE p 点 处 与 xy 面 
相 切 ， 显 然 ， 无 论 如 何 选 定 垂 直 的 法 向 量 ， 两 个 k(w) 或 者 都 是 正 的 ， 或 者 都 是 负 的 . 

2. X K(p)<0, Æ p=0, 0, 0) 点 考察 双 曲 抛物 面 z 二 x? 一 y/， 同样 ,该 曲面 在 p 点 与 
cy 平面 相 切 ,但 是 无 论 如 何 ， 曲 面 对 选 定 的 法 向 量 既 有 弯 离 也 有 弯 向 . 

练习 3.1.4 K(p) 二 0， 对 应 的 曲面 有 两 种 情形 (1) 平 面 ，(2) 圆 柱 面 x? 十 y= 二 1， 利用 法 
曲率 来 讨论 . 

下 面 的 主要 工作 是 直接 利用 微 积分 和 线性 代数 计算 曲率 . 设 v 和 w 是 如 EM 处 的 两 个 线性 
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无 关 的 切 向 量 . 因此 其 中 任 一 个 不 是 另 一 个 的 倍数 ， 因 为 它们 是 线性 无 关 的 ， 所 以 mw 和 w 构成 
T,(M) 的 一 组 基 ， 任 何 向 量 都 是 这 组 基 的 线性 组 合 . 因此 ， 形 状 算 子 在 它 上 面 的 作用 可 以 表 
IRA 
S(u) = av tiw, Sw) = w+ dw. 
即 S 相对 于 基 {v ，w}) 的 矩阵 为 
a Cc 
f ,| 


由 此 可 知 det(S) =ad—bc=K, tr(S)=atd=2H, FV 
So) X SCW) = (av + bw) X (co + dw) 
=acluXv) +ad (vu X w) + bc(w X v) + bd (w X w) 
= 0+ (ad —bc)(oX w) +0 
= det(S) vX w 
Kv X w, 
Slv) X w+HuXx Sw)= (av + bw) X wt X (cv + dw) 
=alvXw)+dal(uX w) ~ 
= (at+d)(vX w) 
=tr(S)uxXw 
2Hv x w. 
练习 3.1.5( 拉 格 朗 日 恒等式 ) 证 明 对 任意 向 量 w w, a 和 4b 有 
(uXw) + (aX b) = (ve a)(we b)— (ue b) (wea), 
提示 : BERG, v, =o 表示 向 量 ， 结 合 练 习 3. 1. 5 和 上 述 公式 ， 可 得 
(Su) X SCw)) » Cu X w) = Ko X w) + (wxw) 
(Slo) + 0) CS(w) e w) — (Slv) + w)(SCw) sv) = Kv vv) (we w) — (oe w) (we v)) 
(Sv) o v)(SCw) + w) — (Slo) » w) (Sw) 。 v? 


Ii 


K= (usvu)(wew)—(uew(wev) 
以 及 
(Sw) Xwt+u xX S(w)) + (vxw) 
=2H(uX w) + (uX w) 
=(SCu) + 0) (we w) — (So) WW VO) + Cov) CSCW) » w) — Coe w)(S(W) ov) 
=2H((vev) (we w) — (ue ww ov)) 
整理 得 


H=((S(v) .vw mw) 一 (SCo)。w)(w mp) 十 (om)(CSCo) » w) 
— Coe w)(Sw) 0))/2 ov 0) Cw w) — Coe wwe. ))). 
练习 3.1.6 利用 欧 拉 公式 (推论 2.4.11) 证 明 : 
(1) 一 点 的 平均 法 曲率 H 是 法 曲率 的 平均 值 


H = 4| koaa. 
(2) 对 任意 两 个 互相 垂直 的 单位 向 量 w 和 w， 有 H= IEO aR 如 果 从 mm Au 


的 角 为 $»， 则 从 vw 到 ui 的 角 为 b+ >. 


练习 3.1.7 TEAR HK Oy AR KK MH RR: 
=H+/H?—K 和 k& =H—/H’—K. 


b 
提示 : kt Wk 是 S 的 特征 值 ， 对 于 S 一 |” “|]， 令 特征 多 项 式 尼 一 tr(S)4 十 det(S) 0， 利用 


二 次 求 根 公 式 求 解 . 

另外 有 一 个 几何 的 办 法 ， 就 是 用 高 斯 映射 G，M 一 S: 观察 高 斯 曲率 ， 由 第 2 章 知 道 ， 高 斯 
映射 的 导数 等 于 负 的 形状 算 子 ， 即 G,(v )== 一 SC(v )， 取 一 组 基 {x,，x,}， 考 虑 

G, (xs) XG, (x,) =(— S(x,)) X (— S(x,)) 
=Kx, X x.. 

现在 |G. (x,) XG. (x,) | 和 |x,Xx, | 可 看 成 是 高 斯 映射 分 别 在 S* 和 M 上 像 的 无 穷 小 面积 ， 上 
述 公 式 说 明 这 些 无 穷 小 面积 的 比值 恰 为 | 六 |， 还 有 一 个 方法 是 ， 设 2 是 pEM 的 一 个 小 开 邻 域 ， 
令 Z 缩 小 直到 变 为 一 个 点 p, WA 


-rn CU 的 面积 
IK| lim > UREE ` 


上 述 表 达 式 意味 着 高 斯 曲率 的 大 小 度量 了 单位 法 向 量 对 面积 
可 以 用 高 斯 映射 的 像 确定 这 个 面积 ， 如 下 所 示 . 


命题 3.1.8 对 于 M: x(u，v)，G(M) 的 面积 等 于 M 的 总 高 斯 曲率 | KdA 
证 明 计算 


一 或 扩大 或 缩小 、 我 们 也 


GCM) 的 面积 =f IG. (x) XG. (x) | dudv 
=| |C scx.)) X (= S(x, )) | dudv 
=| K |x, X x, | dudv 
M 


一 | Kaa. = 
M 


当 我 们 在 第 4 章 中 用 复 分 析 的 方法 处 理 极 小 曲面 时 ， 高 斯 映射 将 更 为 重要 ， 因 此 ， 先 介绍 一 
些 术 语 ， 如果 对 任意 PCM, K(p)=0, MEAE M 为 平坦 的 ， 如 果 对 任意 PCM, H(p)=0, 
就 称 曲面 是 极 小 的 (minimal)， 我 们 将 在 下 面 两 章 中 研究 极 小 曲面 ， 并 详细 叙述 * 极 小 ”的 由 来 . 
而 "平坦 的 ?这 一 说 法 来 源 于 平面 是 “平坦 的 ”曲面 的 一 个 首要 的 例子 ， 我 们 已 经 看 到 平面 的 形状 
算 子 是 零 ， 所 以 它 的 行列 式 也 就 是 高 斯 曲率 为 零 ， 但 是 并 不 是 所 有 平坦 的 曲面 都 满足 这 一 点 . 
练习 3.1.9 利用 形状 算 子 的 知识 证 明正 圆柱 面 x? 十 y: SR 是 平 的 ， 但 不 是 极 小 的 . 
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练习 3.1. 10 证 明 如 果 M 是 极 小 的 ， 则 在 M 上 总 有 天 魏 0， 提示: 考察 主 曲率 . 
练习 3.1.11 证 明 对 于 尺 球面 S*(R) 有 二 1/R*. KARE R 球面 形状 算 子 的 行列 式 ， 
然后 考虑 R 球面 的 高 斯 映射 和 面积 是 如 何 改 变 的 ， i 


3.2 曲率 的 计算 


4x EM 的 坐标 补 片 时 ，K 和 开 公式 中 的 g Aw 可 以 具体 指定 为 x。 和 x.， 由 此 引出 了 下 
述 惯用 记号 : 
E=x,+x,, F=x,+x,, G=x,+Xx,; 
l = S€x,) rx, m= Sx) «x, = Slx) «x, n= Sx) ex, 
用 x, Mx. 替换 一 般 的 v ，w， 得 到 如 下 两 个 曲率 公式 


K _ CSG) + xa) CS(x,) © x) — (S(x) + x) CS(x,) © x) 
Cx, 9 Xu) Ks Ks) — Cr, KX) Cr, » Xa) 


in- m’ 
EG — F” 
H =((SCx,) + x, x, © x) — (S Cxu) © x) Cry © Xu) + Cry $ x) (SCx,) » x,) 
— (x, e XD CSX) © Xu) ]/2 Cxu © xu) Cx, © x) — Cr, xu) Cx, © x,)) 
H — Gl En —2Fm | 
2(EG — F) ` 
注 记 3.2.1 利用 练习 1. 3. SCH BH SAT, EGF = |x Xx, |. 
现在 不 用 形状 算 子 S， 直 接 由 定理 2. 3.5 也 能 得 到 关于 天 MH 的 基本 结果 . 
引 理 3.2.2 ISU * Xu, MSU * Xu, n=U ° xn. 
练习 3.2.3 证 明 引 理 3. 2. 2 的 公式 . 
练习 3.2.4 Pi xu, vd, yor, dR — HM 的 两 个 坐标 补 片 ， 对 yiexlus' v= 
(ru, v), su, v)), HEAR 
E,G, — Fi = [russ ~ rs, 1’ (E,G, — F?), 


in, — ms = (r,s, — ruse Uyny — m), 


因此 有 K.=K,. 
练习 3.2.5 假设 x(u,， wv) 是 坐标 补 片 ， 由 y(u，wv) 二 cx (wu，wv) 定 义 一 个 新 的 坐标 补 片 ， 
其 中 c 为 常数 ， 证 明 
1 


Ky = a K,. 


特别 当 xu, WE R 球 面 的 标准 参数 方程 时 ， 结 果 有 何 意义 ? 
练习 3.2.6 由 曲面 M， x(wu，v) 构 造 平行 曲面 M: x(u, v)=x(u, v)+tUlu, v). 首 
先 证 明 高 斯 曲率 和 平均 曲率 的 公式 分 别 是 


K H—Ki 
Ki = 9 ‘>= 一 一 一 一 一 一 ， 
1—2 iK? TT {oma KE 


其 中 KAH 分 别 是 M 的 高 斯 曲率 和 平均 曲率 ， 其 次 证 明 下 面 的 结论 ，(1) 若 M 有 常平 均 曲 率 
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H=cA0, M MO 有 常 高 斯 曲率 K” =4°, (Dik MAAAR K= >GER 


点 )， 则 M'“ 有 常平 均 曲 率 了 一 一 分 ， 提 示 : 由 x (w，v) 的 定义 直接 计算 EG — F = 


|x Xx |? =[1-2Hi+ Ke’ | (EG-F’), RRR. £4 章 讨 论 极 小 曲面 和 有 常平 均 曲 率 的 
曲面 时 ， 将 用 到 平行 曲面 . 

练习 3.2.7 WM: x(u，v) 为 曲面 ， 回 忆 如 果 对 任意 的 :， 切 向 量 a (1) 是 形状 算 子 的 特 
征 向 量 时 ， 曲 线 a: ILM ABR. TE w，w -参数 曲线 (在 非 脐 点 区 域 ) 是 曲率 线 当 且 仅 当 
下 三 0 且 m=0. ER: 对 一 个 方向 ， 利 用 曲率 线 的 假设 ， 用 两 种 方式 计算 x, + x. 证 明 或 者 M 
上 的 点 都 是 脐 点 (因此 为 球面 ) 或 F=x, ，x 一 (E/DD)m 一 0， 对 另 一 方向 ， 记 Sx) =ax,+ox,, 
S(x,=cx, tdr WHS x, x 的 点 积 ， 计 算 系 数 . 

现在 我 们 集中 精力 计算 以 前 所 提 到 的 各 类 曲面 的 高 斯 曲率 和 平均 曲率 . 

例 3. 2.8(Enneper HH) 设 M 表示 具有 标准 参数 方程 为 


3 3 
x(u,v) = (u— 4 tw? oF + wt ut 一) 


的 Enneper 曲面 . 由 参数 方程 可 以 计算 度量 系数 . BE, x5 u to, 2uv, 2u), x, 一 
(2uv, 1—v +u, —2v), FE 
E =x, °x, 
=] + 2u +20 + ut +2u'v? 十 vw 
=(1 +u +v)’, 


F =x, + x, 
=2uv — 2u’ v + 2uv® + 2uv — 2uv? + 2u’ v — 4uv 
=0, 

G =x, +x, 


Sgu H1 +0 i H a a a HH ut o 
=1 + 2u + 2v +u + 2u + ¥! 
=U tu +0)?, 

从 而 

Xu X X, = (— 4uv® — 2u + 2uv? — 2u? ‚2u — uv 20 + 4u20,1 — CG — v)? — 4u’) 
=(— 2uQ +u? +), 200 Hu +), 1 — a Hy), 
它 的 长 度 平方 为 l 
EE 一 2Cw 二 vw)? 十 1 

=40 +0) 4+ 8? +0) +4? 二 如 3 十 (ww 十 可) 和 一 2028+)? +1 
= +0) +40? +0?) +602 +0) +400 十 加) 十 1 
=(P + +1), 
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当然 也 可 以 通过 等 式 |x, Xx, | =VEG- FR, 8 


u=( . — 2u = 2v LE). 
ut +H +l ut ttl (w 十 十 1) 
二 阶 偏 导 数 xu = (— 2u, 2v, 2), Xu = (v, 2u, 0) ， Xw™=(2u, —2v, —2), 则 
i=x,, U 
4u? 4v? 2—2(w 十 vw)? 


TTI wee dl 
20’ +v' +1)’ 
(w+? +1)? 


(w+v'? +1)? 


一 2. | 
ME, n=xn e U=—2. B, m=xu * U=0. 那么 Enneper 曲面 的 高 斯 曲率 
K= n-m _ 一 4 
PEG 一 天 G+! +1)*’ 
平均 曲率 
H Gl + En —2Fm 
2(EG — F) 


Ww tv tH Hu Ho +1)?(—2)—0 
2(uv? + v' +1)! 


一 0. 

故 Enneper 曲面 为 极 小 曲面 . 我 们 将 在 第 4 章 研究 如 何 得 到 它 的 参数 方程 . 

练习 3.2.9 证 明 悬 链 面 和 Enneper 曲面 的 wx 和 -参数 曲线 是 曲率 线 且 是 平面 曲线 (提示 , 
计算 挠 率 ).， 最 后 证 明 下 述 参 数 曲 面 的 参数 曲线 也 是 平面 曲率 线 : 

cu + sinucoshv v + ccosusinhv 
ran = (ae ae 

提示 : 利用 Maple. Enneper 曲面 、 悬 链 曲 面 和 上 述 曲面 是 仅 有 的 曲率 线 为 平面 曲线 的 极 小 
曲面 . 


练习 3.2.10 利用 K-i n, 证 明 R 球面 S:(R) 的 高 斯 曲率 为 1/Rz. 
例 3.2.11 双 叶 双 曲 面 


,十 cosucosho 


可 以 参数 化 为 x(u，wv) 二 (asinhucosv，bsinhusinv，ccoshu)， 则 
x, = (acoshucosv,bcoshusinv, csinhu), 
x, = (— asinhusinv, bsinhucosv,0), 
WR x, Xx, =(—bcsinh ucosv, —acsinh’sinv, absinhucoshu) , 除 以 |x, Xx,|， 得 
_ & XxX, 
U = wW’ 


其 中 
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W = Vb č sinh ucos’v + a'c sinh sin’ v + a'b sinh’ ucosh u. 


于 是 有 

E = a’ cosh’ ucos’v+ b cosh’ usin’ v + sinh’ u, 

F =— a’ sinhucoshusinvcosv + 6’ sinhucoshusinucosv, 

G = a’sinh’ usin’ v + 6’ sinh’ ucos’ v, 
且 

EG — F? =b č sinh‘ ucos’ v + a’ c sinh‘ sin? v + a? b? sinh’ ucosh? u 
=W, 
下 面 计算 二 阶 导 数 以 及 i，m Ain. 
xu = (asinhucosv,bsinhusinv,ccoshu), 


Xi» = (— acoshusinv,bcoshucosv,0), 


X» = (— asinhucosv, — bsinhusinv,0); 
i=x,, U 
__— abcsinh’ ucos’ v — abc sinh’ usin? v + abc sinhucosh? u 
WwW 


= esp, 利用 1 十 sinh?w = cosh? u 


m =x, U 


__abcsinh’ ucoshusinvcosv — abc sinh? ucoshusinvcosv 


W 
=0, 
n=x, "U 
__ abc sinh’ ucos’ v + abc sinh’ usin? v 
W 
_ abc sinh’ u 
-w 
于 是 高 斯 曲率 
K in—m _ a’b’c’sinh‘u 
EG — F? Wi , 
可 以 写成 
WwW’ 2 
K= 1/ (Geos) ? 
其 中 
WwW’ 


—— r = sinh ucos’ v + S sinh? usin? v + Z cosh? u. 
abcsinh’u a b co 


AAS BH RREA r=asinhucosv, y=bsinhusinv, z=ccoshu, 读者 可 以 验证 高 斯 曲 
率 可 用 Ts Ys z 表示 : 
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练习 3. 2. 12 证 明 单 叶 双 曲 面 


x(u,v) = (acoshucosv,bcoshusinv, csinhu) 


的 高 斯 曲率 可 用 第 卡 儿 坐标 表示 : 


K = x — 2 
aee[T +e +e | 
提示 : 这 里 也 许 Maple 有 用 . 
练习 3.2.13 证 明 椭圆 抛物 面 
Ly 
a +3 
的 高 斯 曲率 可 用 笛 卡 儿 坐 标 表示 : 
K 一 x a 17 
welat] 


练习 3.2.14 证 明 双 曲 抛物 面 


的 高 斯 曲率 可 用 笛 卡 儿 坐 标 表 示 : 
K = 


ET 了 
练习 3.2.15 求 螺旋 面 x(u，v) 二 (ucosv，usinv，6v) 的 高 斯 曲率 和 平均 曲率 . 
练习 3.2.16 求 马鞍 面 M， z=ry 的 高 斯 曲率 和 平均 曲率 ， 取 蒙 日 片 elu, W=(u, v, uv). 
练习 3.2.17 计算 Kuen 曲面 的 高 斯 曲率 ， 该 曲面 的 参数 方程 为 
x(u,v) = (onsin 2¢sinu —ycosw sin’ tn (tan 2) + rs). 
练习 3.2.18 计算 下 列 直 纹 曲面 的 高 斯 曲率 . 
(a) 证 明 直 纹 面 x(u，v) 二 8(w) 十 v6(w) 的 高 斯 曲率 


k=- 8 8 x8)’ 


EG — F’ w , 


th W= |e xst Xs}. 
(WM: z=xy. 
(OREM xCu, v=ptvd(u). 
(DHM xu, v) =u) +09. 
Ce) HR ie Tid . 
(人 ) 单 叶 双 曲面 . 
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(g) 双 曲 抛物 面 . 

用 曲面 的 几何 性 质 解 释 计 算 结 果 ， 并 与 前 面 的 计算 比较 . 提示: 回忆 利用 练习 1. 3. 5 得 到 
的 等 式 EG— F?=|x,Xx,|’. : 

练习 3.2.19 锥 面 ( 除 去 顶点 ) 是 一 个 曲面 . 利用 下 面 两 个 坐标 补 片 计算 标准 锥 面 二 
Je +y th K RH. 

(ax(u, v)=(u, v, Vw 十 vw )( 蒙 日 补 片 ). 

(b)x(u，v) 二 v(cosu，sinu，1)( 直 纹 补 片 ). 

练习 3.2.20 HAM M: x(u，v) 二 BC(wu) 十 v6(w) 是 可 展 的 ， 如 果 它 的 单位 法 向 量 U 沿 母 
线 为 定 值 ， 因 此 UU 不 依赖 于 v， 故 U, 二 0, 证 明 直 纹 面 是 可 展 的 当 且 仅 当 高 斯 曲率 为 零 ( 实 际 
上 ,不 假定 “ 直 纹 ”也 有 同样 结果 )， 见 5.7 节 在 工业 上 的 应 用 . 提示: 关键 在 于 m 对 一 个 方 
向 考虑 (xz 。U),， 另 一 个 方向 考虑 (xz。U)。. 

练习 3.2.21 直接 证 明 锥 面 和 柱 面 沿 母 线 有 固定 的 法 向 量 ， 因 此 是 可 展 的 . 

练习 3.2.22 ”除了 锥 面 和 柱 面 之 外 ， 较 有 代表 性 的 可 展 曲 面 的 例子 是 源 于 切线 的 切 可 展 曲 
H. 给 定 曲线 BC(u)， 它 的 切 可 展 曲面 由 参数 方程 x(u，v) 二 
Bu) + vp’ Cu) EM. 证 明 这 一 曲面 确实 为 可 展 的 . 画 出 螺旋 
线 Cu) = (cosu, sinu, u) JH) aI Æ h m. wK 3-1 及 第 2 
章 的 图 2-25 所 示 . 

练习 3.2.23 设 B: IM 为 曲面 M 上 单位 法 向 量 是 的 
曲线 . 证 明 B 是 M 上 的 曲率 线 当 且 仅 当 由 y(u，wv) = 二 BCw) 十 
vU(w) 定 义 的 曲面 为 可 展 的 . 这 里 U(x) 表 示 沿 8 的 M 的 法 
向 量 . 

练习 3.2.24 设 M 是 无 脐 点 的 可 展 曲面 且 a 是 M 上 
对 应 于 非 零 主 曲率 的 单位 速度 曲率 线 . 证 明 a 与 每 条 母线 都 
垂直 . 提示 : WEH s. U 王 0， 并 微分 . 

练习 3.2.25 设 c 和 M 分 别 为 练习 3. 2. 24 中 的 曲率 线 
和 可 展 曲 面 ，M 存在 参数 方程 x(s, 1) 二 a(s) 十 1B(s)， 
| BCs) |=1. ERHET AG), A BSAG Cs). 

练习 3.2.26 XF M: z=f(x, y): 

(a) 给 出 这 个 曲面 的 蒙 日 片 . 

(HARE, F; G; l, m; n. 

OR K AH KHAR. 

(d) 回 忆 fR Cuo, v) EWE falu, w) =0 H felus, vw) =0 WS. RE Cu, 
z) 可 能 是 极 大 点 、 极 小 点 或 马鞍 点 . 二 阶 导 数 可 以 确定 临界 点 究竟 是 哪 种 类 型 的 点 .步骤 如 
Fe 首先 ,计算 D=fu (vos v0) fo Cuos w) (fulo w). 4 D=0， 则 无 法 确定 ; #D<0, 
(uo，vo) 为 马鞍 点 ; 若 D>0， 有 两 种 情况 : 

CLA fuw (uo ，zm)>0， 则 (wx ，m) 是 极 小 点 . 


HE 图 3-1 螺旋 线 的 切 可 展 曲面 (一 半 ) 
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CT) FF fuu (uo，vw) 二 0， 则 (wu。，wvo) 是 极 大 点 . 
(也 可 以 利用 fi 做 上 述 工作 . ) 提 示 : CDK 与 D 是 怎样 的 关系 ? (DBR K>0, KO, K=0. 
(3) 对 于 上 面 几 种 情形 ， 法 向 量 和 主 曲率 都 是 什么 样 的 ?4) 回 忆 对 单位 向 量 v,，k(v) 二 St(v)*vw. 
如 果 w 是 非 单 位 向 量 ,， 那么 取 w/1w|. 因此 
SC(w) « w =(S(w/|wl|) > w/|wld| wl? 为 什么 ? 
=k(w/|w|)|w?. 
(5) fu (Uo s Vo) =U (Cuo, Vo) * Xu (tor Vo) ， 其 中 (x，z) 是 临界 点 . 


3.3 旋转 曲面 


我 们 已 经 看 到 曲线 绕 轴 转 动 可 以 得 到 许多 有 趣 的 曲面 .这些 旋转 曲面 (如 图 3-2 所 示 ) 有 形 
如 xCu，v) 二 (g(u)，h(u)cosvu，h(u)sinv): 的 坐标 补 片 ， 曲 面 上 的 一 条 曲线 ， 如 果 它 是 由 单 点 
绕 轴 旋 转 而 成 的 ， 就 称 它 是 平行 的 (parallel) 
(用 x 表示). (旋转 出 的 ) 曲 线 正好 跟 原 曲线 一 
样 ， 就 称 为 子午 线 (meridian) (用 a HA). Al 
IZ g(w) 是 沿 旋转 轴 的 距离 ，h(u) 是 平行 半径 . 
我 们 有 x, = (g, h’ cosv, h’ sinv), x, = (0, 
—hsinv, hcosv) H. x, X x, = (hh’, —g'hcosv, 
一 ghsinv)， 因 此 


图 3-2 旋转 曲面 


as Ch’, — g cosv, 一 g’sinu) 
Vg? Fh” 
同样 三 阶 偏 导数 为 Xu = (g, h’cosv, h’sinv), xw =(0, —h'sinv, h’cosv), Xe = (0, —hcosv, 
一 hsinv)， 因 而 
ES gh F=0, GSN; 


(gh’ — hg’) A hg’ 
l = gk | m — 0， n ee Se OF 
Vet Fh? Vet Ent 


最 后 计算 出 高 斯 曲率 为 


练习 3.3.1 证 明 上 述 计 算 结 果 . 

如 果 对 任意 的 :， 原 始 曲 线 a(t =( g(t), h(t), OWE g (OKO, WM g 严格 递增 ; 所 以 它 
为 一 一 映射 HAAN RBM eo. 由 这 个 反 函 数 我 们 可 以 给 出 曲线 a 的 另 二 个 参数 方程 . 
定义 fHheg', We 

alu) =aeg'(u) = (gg '(u)shg Cu) ,0) 
= (u,f(u),0). 


这 样 我 们 的 计算 就 简单 了 ， 例 如 ， 高 斯 曲率 的 公式 变 为 K= 


Ke 
h Ahk”): 


-oip DRAR RA 


Walu)=(u, hlu), 0), K= 


my 8g 


例 3. 3. 2( 环 面 ) 
x(u,v) = ((R+rcosu)cosv,(R + rcosu) sinv,rsinu) 
——— ja —— 
hCu) gicu) 


cosu 
r(R+rcosu)* 


4—5 <u< 二 时 ，cosx>>0， 因 此 在 外 半 环 上 


K= 


K>0. 对 于 i 5s 有 cosu 二 0， 故 在 


环 顶 与 环 底 K=0. RE, FE <u, 4 


cosu<.0, 因此 在 内 半 环 上 K 二 0. 注意 在 u=0 3d E 
处 即 在 最 外 圆 上 可 得 K 的 最 大 值 


1 
PEON = ey 


当 u=r 时， 在 最 内 圆 上 K 有 最 小 值 
K(x) =— 


练习 3.3.3 Wik bi K 的 公式 . 

练习 3.3.4 旋转 曲面 可 如 上 参数 化 ，v- 参 数 曲线 是 平行 的 ，u- 参 数 曲 线 是 子午 线 ，x。 和 
x 方向 的 法 曲率 分 别 记 为 , 和 .通过 计算 S 分 别 对 应 于 特征 值 !/E，n/G 的 特征 向 量 x。 和 
Xo» WEH k,=1/E 和 A* 一 2/G， 这 就 是 说 子午 线 和 平行 线 是 曲率 线 ， 提 示 : Six.) 二 ax 十 bx 
利用 F=0, m=0. 

练习 3.3.5 ”对 一 般 旋转 曲面 ， 证 明 
sgh Ser ae eer ee 

(ge? Fh hlg”? h?’ 
并 给 出 K 和 的 公式 . EREE k, 是 什么 ? 对 此 几何 解释 是 什么 ? 

练习 3.3.6 BE x BIER RHEL y=ccosh( Z), BBR. TER ASL 


: ee et ee Ki Lng Haat 


ccosh? m c’ cosh‘ 党 
能 想到 另 一 个 极 小 旋转 曲面 吗 ? 
练习 3.3.7 对 下 述 旋转 曲面 求 玉 ， 并 描述 K>0, K<0, K=0 的 情形 . 
Ca) x Pe a (Ww) =u, ev lt, 0). 


Cb) DNR. y eem SE —PO* oP 


练习 3.3.8 如 果 曲 面 由 单位 速度 曲线 a(w) = (glu), hu), 0) WEAR, WW (a)E=1, 
F=0, G=h?; (b)K=—h"/h. 
例 3.3.9 ”展示 计算 技巧 的 另 一 个 例子 .我 们 考虑 类 似 于 球面 一 -有 常 高 斯 曲率 的 旋转 曲 


eee ee 
r(R—r) 


k, k, = 
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面 . 这 种 曲面 称 为 伪 球 面 (pseudosphere)( 如 图 3-5 Pras). 而 且 它 是 对 生成 曲线 加 上 限制 条 件 
生成 的 ， 也 就 是 说 ， 设 e 是 一 条 从 (0，c) 开 始 的 曲线 ， 且 甚 止 任 一 点 的 切线 到 达 xz 轴 时 的 距离 
恰 为 c<， 这 意味 着 a 必须 是 递减 且 平 坦 的 . 这 样 的 曲线 a 称 为 旬 物 线 (tractrix)， 在 物理 上 它 表 
示 船 从 (0，c) 出 发 ， 被 一 条 沿 zx 轴 运 动 的 拖 船 拖 着 走 的 轨迹 (如 图 3-4 所 示 ). 


e 


图 3-4 长 为 < 的 切线 段 图 3-5 {HERI 


Walu)=(u, hu)), ŒE h <0 UR glu)=u. a (Cu) =, h Cu)), Cu, hu) ARH 
切线 方程 为 
L) = alu) + ta' (u). 
LOM y 坐标 为 h 十 th , ik t=0 RE alu) E, t=—h/ Ac RL. 我们 希望 这 条 线段 
的 长 度 为 <， 故 有 


c = alu) — Calu) — Fra’ Cad) 


= jrg le u) | 
h JI FR? 
= LPRA 
h 
: D Wee a 12 k 2 7 4 
"i — 772 . ’ ’ 
那么 c path ) path fH h 再 取 一 次 导数 ， 得 
Ke h R” = h'c? 
7 ar (c2 — h? ) 3/27 


练习 3.3.10 证 明 对 于 绕 工 轴 旋 转 o 而 得 到 的 旋转 曲面 ， 有 Ca)k, =A’ /c (bk, =—1/ch’ 
A(c)K=—1/c?, 
注意 伪 球 面 的 高 斯 曲率 为 常数 ， 但 相对 于 球面 的 正常 数 曲率 伪 球 面 的 曲率 为 负 值 .. c= 1, R 
们 得 到 的 曲面 每 点 的 高 斯 曲率 都 为 一 1， 以 后 我 们 还 会 遇 到 许多 这 种 几何 上 很 自然 的 曲面 . 
练习 3.3.11 解 下 述 可 分 离 变 量 的 微分 方程 : 


ee ee” 
Jaa 
可 以 用 两 种 方法 得 到 (1)v 一 ln | ISh; (2)h(u)=sechw, w=w—tanhw， 对 
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于 (1)， 翻 转 图 形 ， 绕 z 轴 旋 转 忠 物 线 ， 则 (c= 二 1) 伪 球面 位 于 半径 为 1 的 圆 盘 上 . 如 果 改 用 柱 
面 坐 标 (r， 0, z), WW u 变 成 >， h AEM r. 由 上 述 代 换 ， 我 们 得 到 


z =>V/1— r — Inr) + 1nd +V1—7*). 
当然 ， 可 用 r= 二 Vz 十 导出 和 矩形 坐标 . 利用 这 一 公式 ， 再 用 Maple mih AeH R. “对 于 (2)， 
可 得 伪 球 面 的 坐标 补 片 为 
x(w,v) = (w— tanhw,sechweosv,sechwsinv). 


同样 用 Maple FA. 比较 两 个 图 形 .“ 提示: 对 第 一 个 用 hb 二 cosw 的 三 角 代 换 . 对 第 二 个 用 双 


曲 三 角 代 换 : 

伪 球 面 实际 上 由 常 曲 率 和 一 定 的 初始 条 件 决定 . 假设 旋转 曲面 M 有 常 高 斯 曲率 天王 羡 1 
HBS HT BH x(u, v)=(g(u), h(u)cosv, A(u)sinv), HP g'u)? +h’ (Cu)? = 1 (RHR A A 
PRE). 则 如 我 们 所 见 ， 高 斯 曲率 可 化 简 为 ;天 三 一 必 / PA aR K 二 二 1 得 到 一 个 线 
性 微分 方程 : 

h” =h. 
解 这 个 微分 方程 很 简单 . 得 
hlu) = Ae" + Bes. 
SR A Cu) 代入 单位 速度 关系 式 g (Cu)? +h’ (Cu)? = 1 RB 
glu), 4 [ 
gD =+| VIT Ae Be ar. 
选 定 A AB 即 可 得 到 高 斯 曲率 K 一 一 1 的 曲面 ， 如 图 3-6 所 示 . 

练习 3.3.12 设 A=1,， B=0. 证 明 这 个 高 斯 曲率 K= 一 1 
的 曲面 是 c= 1 KWAR. ER: i e= sechw. 

练习 3.3.13 运用 相同 的 方法 研究 高 斯 曲率 KK 二 十 1 的 情 
É. 如 何 选取 A 和 B 才能 得 到 一 个 单位 球面 7 见 3.8 节 和 练 ” 图 3-6 负 常 曲率 的 旋转 曲面 
3 3.7.8. E 
3.4 高 斯 曲率 公式 

迄今 为 止 ， 高 斯 曲率 已 经 告诉 了 我 们 许多 有 关 曲 面 的 几何 信息 ， 但 我 们 计算 K 时 要 用 到 单 
位 法 向 量 U， 在 保证 基本 几何 性 质 不 变 的 时 候 ，R 中 曲面 的 K 可 能 发 生变 化 . 这 意味 着 可 能 高 
斯 曲率 并 非 曲 面 的 几何 不 变量 .下 面 我 们 将 给 出 一 个 K 不 依赖 于 UU AR, AER K HE, F 
和 G 一 一 称 之 为 曲面 的 度量 决定 ， 实 际 上 ， 虽 然 还 有 更 一 般 的 公式 ( 见 下 面 的 练习 3. 4. 7)， 但 我 


们 只 考虑 F=x, x 二 0 这 一 情形 .也 就 是 w，w -参数 曲线 总 是 相交 为 直角 .可 以 证 明 
定理 3.4.1 高 斯 曲率 仅 依赖 它 的 度量 玉 , FG. 当下 二 0 时， 高 斯 曲率 公式 为 


K =- Sag alee) t 3x (vee) 0) 
这 里 的 记号 如 下 : 


90 第 3 章 


E, = -ŽE = Zex) 和 G = -2G = 2 (x, x,). 
av Ou ou 


当然 为 证 明 该 定理 ， 我 们 只 要 将 通常 的 公式 KE pe py RT. EE E 


的 公式 不 依赖 于 具体 的 坐标 补 片 ， 而 只 与 系数 度量 EE，G( 及 隐 会 的 FF) 相 关 ， 在 以 后 讨论 曲面 
的 等 距 时 ， 再 详细 地 研究 ， 不 过 车 满足 这 些 ， 直 观 上 说 ， 曲 面 可 以 “弯曲 ”但 不 能 有 拉 伸 ， 且 有 
相同 的 高 斯 曲率 . 这 一 现象 的 典型 例子 就 是 直 圆 柱 ， 如 果 将 圆柱 沿 其 母线 剪 开 ， 它 就 可 以 放 在 
平面 上 . 这 意味 着 ， 圆 柱 和 平面 在 局 部 上 有 相同 的 几何 性 质 ， 这 进一步 从 几何 上 说 明 圆 柱 的 高 
斯 曲率 为 零 ， 这 种 K 只 与 度量 相关 的 性 质 就 是 著名 的 高 斯 Egregium 定理 ( 意 为 “高 斯 绝 好 ” 
定理 ). l - 

这 里 我 们 要 指出 两 点 : 第 一 ， 这 一 结果 并 不 是 说 具有 相同 高 斯 曲率 的 曲面 就 有 相同 的 几何 
性 质 . 曲面 可 能 有 相同 的 高 斯 曲率 ， 同时 有 各 自 不 同 的 度量 决定 的 基本 的 不 同 的 几 休 性质 为 
明确 这 一 点 ， 我 们 需要 等 距 的 概念 ， 故 给 出 下 面 练习 . © 

练习 3. 4.2 证 明 下 述 两 个 坐标 补 片 ， 有 相同 的 高 斯 曲率 

x(u,v) = Cucosv,usinu,v), ylus,v) = (ucosv,usinv, lnu). 

练习 5. 5. 2 将 证 明 这 两 个 曲面 不 是 等 距 的 . 
第 二 ， 定 理 只 对 高 斯 曲率 而 不 对 平均 曲率 成 立 ， 例 如 ， 我 们 提 过 的 圆柱 面 和 平面 ， 因 为 都 是 高 
斯 曲率 K 二 0， 所 以 部 分 几何 性 质 相同 ， 但 它们 的 平均 曲率 相差 很 大 .平面 的 平均 曲率 是 零 ， 
而 圆柱 的 平均 曲率 是 底面 圆 曲 率 的 一 半 . 因此， 平均 曲率 不 是 曲面 本 身 真 正 的 不 变量 ， 它 依赖 
FH MAEFR PAAR. | 

现在 我 们 回来 推导 定理 3. 4. 1 中 的 公式 ， 计 算 过 程 相 当 宛 长 乏味 .因此 我 们 仅仅 找 出 向 量 
在 特定 的 基 下 的 系数 .因为 /二 x,。*U，m 二 x。。*U 且 n 一 x,。*U， 我 们 需要 找 出 Xu, xu M 


Xa EEH, X’ 如 } 的 三 维 空间 中 的 表达 式 ， 令 


Xu = Tate t Tx, HIU (因为 x e U 二 1 等 等 ) 

v = Tx, +I x, H mU (xx) 

w = TX, TVX, t nU. l 
我 们 的 工作 就 是 求 由 的 值 一 一 相对 于 这 组 基 的 系数 ， 也 就 是 著名 的 克利 斯 条 夫 符 号 
(Christoffel symbol). 下 面 利 用 点 积 的 运算 确定 也 

Xuu * Xy 一 Toxze。x 十 0 十 0 
=P PaE, 由 五 的 定义 
计算 出 xau e x, 即 可 知 PP， 这 只 需 利 用 乘积 法 则 ， 
E>=x,+x,, WIE E, = x eX 二 TX Xo = 2X Xa. 

于 是 


由 x。*，x, 二 0， 对 取 偏 导 ， 得 


0O S= Xu t Xt Xut Xu 或 Xu XY, = X, * Xu. 
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HE=x,+x., tv RS, 4 E= 2x. t x, EL/2= Xu * Xuv =T Xu * Xo 而且， 
To = (Xu x%,)/G=—E,/2G 和 TT, = x. * X,/E = E,/2E. 
HG=x,°'x,, MG,/2=x,°x,, XA Sr x’ A 
= Xy è Xuv = Xw * Xue 
因此 
Te, = Xu %/G=G,/2G 和 Dh = x, + X,/E =—G,/2E. 
最 后 ，x。* x =G, Mx, °x,=G,/2, =x. © x./G=G,/2G. KERTAS TER, F 
BAMFAR. 
AK 3. 4. 3( 基 本 加 速度 公式 ) 


x — Sex, +S eek + nU 
vm 

U, EY GX 
mn 

U, = p% Gr 


练习 3. 4.4 ”如 上 计算 U, MUL. mR. U, 竺 VU=Ax, 十 Bx。， 利 用 Vs Ux 一 Ax; ， x, 一 
AE & 0=x,(U + x.) =V; U + x, tU + x, if RA. 

FR ALR E Oe FS AY UF TOK AAS W Xav 二 xs， 或 Xv Xue 一 0， 这 意味 着 把 
Xuw 一 Xuw 用 这 组 基 表 出 时 ，x,，x, MU 的 系数 都 为 零 ， 我 们 集中 考虑 x, 项 ，( 对 它们 再 次 重 
复 使 用 乘积 法 则 . ) 


Xun 一 


(75) B+ pee — (5G) -总 
用 基 表 示 x,, ，xw 和 UL, 得 


-=o [BS - (E) -B& Hh seu 

so Uap) sae (a e) xy + S ex, 十 msU + mU, 

tue = Cle + [~ = oat ($s) + + GG — Je, + OU. 
因为 Xuv Xun HI x, 的 系数 是 零 ， oa. 

= BGs (E) -EG BE (B) GG uz 
ta, Ra MRA EB 

m—m _ EG, 1/E, EG, 1 /G, G.G, 

EG 4E’G 5 (38), ag + ae £ (26), ie 
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显然 ， 左 边 是 KK( 因 为 fF=0)， 右 边 仅 依赖 于 EE 和 G， 因此， 就 有 天 的 与 法 向 量 U BHR 
达 式 . 
练习 3.4.5 证 明 上 述 右边 为 


1 /3/E.\, a/G 
~ me nee) ale )): 
练习 3.4.6 利用 上 述 公 式 计算 半径 为 RR 的 球面 的 曲率 .， 它 和 形状 算 子 计算 的 结果 一 样 么 ? 
练习 3.4.7 用 相似 的 讨论 证 明 ， 车 Ff 了 关 0， 则 下 面 公式 成 立 : 


En Guu E, E, E, G, 
a 2 eog 0 3 2 
1 G E, 
= 一 - 二 六 — Av E 
K = GG Fy F= E F 2 F 
G, G, 
G, F G a F G 


练习 3. 4.8 证 明 Xu — Xum =0 Al Xou — Xn =0 HY U 项 为 


L m, =m( S5 55) EH 


2G 2E 
=p +m (56— E) 36 
All 
Nua — M, mn( 亲 一 完 )+ GH 
-i3 ta(zE p)” 


其 中 H 为 平均 曲率 (假设 下 为 零 )， 这 是 Codazzi-Mainardi 方程 , 当 参 数 方程 满足 E=G, F=08 
曲面 是 极 小 曲面 ( 即 =O), SEEM BHAA? 


3.5 曲率 的 一 些 结果 


本 节 我 们 将 得 到 高 斯 和 平均 曲率 的 一 些 几何 上 的 结论 .当然 所 有 的 讨论 都 将 表明 ， 迄 今 为 
止 所 有 计算 KAH 的 研究 并 不 是 浪费 时 间 ， 这 些 量 将 如 实 反映 曲面 的 几何 性 质 ， 下 一 章 重点 
讲 平 均 曲率 ， 考 察 它 与 自然 界 中 特定 结构 的 内 在 关系 .总 之 我 们 的 目标 是 利用 天 和 五 表示 的 
线性 代数 和 微 积 分 来 反映 几何 性 质 . 

首先 让 我 们 考虑 一 个 完全 不 切实 际 的 情形 .假设 曲面 上 的 任 一 点 都 是 脐 点 ， 这 意味 着 每 点 
的 主 曲率 都 相等 ， 但 并 不 能 推断 为 主 曲率 在 曲面 上 为 常 函 数 . 下面 将 要 证 明 这 一 点 ， 虽 然 这 一 
假设 的 直接 验证 已 经 超越 了 问题 本 身 ， 但 后 面 将 看 到 它 是 十 分 有 用 的 .首先 试 做 以 下 练习 . 

练习 3.5.1 假设 p€EM 是 脐 点 ( 即 在 p Akk =k:=k), 证明 在 p 点 处 


Ln 
4 一 去 = 二. 


ME, # F#0, Mk= p 提示 : 由 定理 2.4.10， 因 p 为 脐 点 ， 记 SO) = Ax, 十 Bx, 一 
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kx.. 在 
l= S(x.) +x, = AE+BF, m= S(x,)+x, = AF+BG 
中 利用 B=0 解 出 A， 同 样 处 理 SCx,). 
定理 3.5.2 曲面 M 的 任意 点 都 是 脐 点 ， 则 此 曲面 是 平面 或 球面 的 一 部 分 
证 明 虽然 我 们 知道 对 任意 PCM, ki =k, =k, {ACE M Ek 仍 有 可 能 在 一 点 和 另 一 点 上 
取 值 不 同 ， 根 据 定 理 2. 4. 10， 可 得 
V., U =—S(x,) =— kx, 和 V U =— S(x,) =— kx,. 
利用 练习 2 2. 9 关于 混合 共 变 微分 的 计算 ， 得 
V.%U =D OS rs Fe ae) +58 alle 
=V, Ve U. 
R—kx, KF vo 的 微分 ， 一 kx, 关于 u HH, 得 一 kx 一 hx, 一 一 bx, 一 kr。， 所 以 bx, = 


xX。， 又 x。 和 x 线性 无 关 ， 故 必 有 ,一 0 二 k,， 这 意味 着 上 是 常 函 数 . 
情形 1: 假设 £ 二 0， 则 形状 算 子 处 处 为 零 ， 由 定理 2. 2. 17，M 在 平面 内 . 


情形 2: BRAO, ME xU DHEU, HHA 


E + qu =x. 十 iy, 


=x, +T kr, ] 由 上 面 结果 


=X, 一 2 
一 0. 


同 理 ， 得 
a 1 1 
Fal zu + GU ]= 0. . 
Bit, eu D+ ZU p HRR, xc 区 一 站 一 | 一 二 | 一 全 ru oA p 


距离 都 是 1/1k|. 所 以 x(u，v) 在 半径 为 1/ |k| 的 球面 上 . 

注意 证 明 的 结果 仅 对 单个 坐标 补 片 成 立 ， 但 是 因为 M 是 连通 的 ， 任 意 坐 标 补 片 必 和 其 他 
坐标 补 片 有 重合 的 部 分 ， 对 与 x(u，v) 重 又 的 坐标 补 片 ， 其 上 的 点 也 和 上 面 一 样 位 于 平面 或 球 
面 上 .因为 上 述 讨 论 产生 了 在 新 坐标 补 片上 的 常 值 x， 它 必须 跟 x(u，wv) 处 的 & 相 同 ， 所 以 ， 
xlu，z) 的 几何 性 质 可 以 推广 到 重 琶 坐标 补 片上 ， 这 样 继续 下 去 ， 就 可 以 覆盖 整个 曲面 ， 且 每 


个 坐标 补 片 都 再 现 了 它 相 邻 曲面 的 几何 性 质 . | 
注意 对 全 由 脐 点 构成 的 曲面 ， 由 练习 3. 5.1 l 得 
Fè P _ Ee 
nm E EG) — me pC PF), _ 
EG- F EG- F EG- F E ’ 


所 以 |k| 二 YVR， 且 球 的 半径 为 1/VRK. 下 一 结果 是 对 Rs 中 的 曲面 可 能 取 到 的 高 斯 曲率 进行 限 
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4 ZR 中 的 曲面 是 紧 的 ， 如 果 它 是 有 界 闭 的 . “有 界 ” 意 味 着 曲面 可 以 被 一 个 足够 大 的 球 
包 住 ;“ 闭 ”意味 着 曲面 上 任 一 收敛 到 Rs 的 点 列 ， 实 际 都 收敛 到 曲面 上 某 点 .在 下 面 结论 中 ， 
“ 紧 致 性 ”的 假设 是 为 了 保证 该 函数 有 最 大 最 小 值 . 

定理 3.5.3 每 个 紧 曲 面 MOR 上 都 存在 点 ps HRB K0: 

证 明 f: M->R， 定义 为 1(p)==|p|*， 这 个 函数 是 连续 的 ，( 又 IM 是 紧 的 ) 所 以 半 可 以 
取得 最 大 最 小 值 . 令 p。 是 使 得 f 取 最 大 值 的 点 . fo) 
|po|:， 则 po 是 M 上 离 原 点 最 远 的 点 ， Gr=|p|, WM 
就 在 半径 为 r HRA, WA 3-7 Bra. 


因此 ， 有 可 能 K( p>: 其 中 广 是 r BRS? Cr) AO HA 


率 . 证 明了 这 一 点 也 就 证 明了 定理 . 考虑 单位 切 向 量 wE 
T, (MD. FFM 上 的 曲线 a 满足 a(0) 二 p。，a O) Su. 显 
然 复 合 函 数 S a E po 处 取 最 大 值 (因为 a 在 M E), H 
以 ， 由 通常 的 微分 结论 


3-7 “最 远 点 po 处 的 曲面 


af? ee. 
d 
qe (f° @ et 


AW fe alt)=|alt) |? =alt) + alt), PRUE CF © a)=2a ra’. t 二 0 时 ， 有 


0 = 2a(0) a’ (0) = 2po + u. 
而 wu 是 TM 的 任意 单位 切 向 量 ， 所 以 对 任意 uwE€ TM 都 有 p。* uv 一 0. Alt, po BME po 


处 的 法 向 量 ， 同样， 中 e a)=2a va’ 十 2a ta", t=O, 有 


2 
0 之 So o a) =2a (0) + a (0) + 2a(0) » a” (0) 


=2u » u+ 2p +a’ (0) 
=2 + 2p * a” (0) 
—2>2p, .a (0) 
—1 >p » «(0). 
以 下 计算 po 点 的 法 曲率 .因为 po/r=pi/ | po | Æ M E p ARAMA, 由 直面 的 计算 得 
ku) =S(u) » u f 
=S(a’) +a’ 
=U(p.) <a" 
od) Pe 


Q 
r 


gza 
r 


特别 地 ，k! ，ks 同时 小 于 或 等 于 一 1/r， 所 以 


K (po) = ki (Poko (Po) SEs = >. m [139 

推论 3.5.4 R PEEKS 的 非 紧 曲 面 ， 特 别 地 ， 不 存在 嵌入 到 下 的 紧 的 极 小 曲面 . 140 

现在 我 们 来 看 一 个 主要 的 结论 ， 它 将 展示 曲率 在 几何 上 的 重要 作用 . 在 此 之 前 ， 我 们 知道 
全 为 脐 点 的 曲面 或 者 是 平面 ( 氏 =0) 或 者 是 球面 ( 开 >0 且 为 常 值 )、 这 里 有 一 个 更 强 的 结论 ， 它 
只 取决 于 高 斯 曲率 入 ， 而 与 它 的 因子 ki, k 无 关 ， 这 个 结果 是 以 下 定理 . 

定理 3.5.5(H. Liebman) 如果 AM 是 常 高 斯 曲率 开 的 紧 曲 面 ， 则 M 是 半径 为 1/V 开 的 球面 . 

证 明 根据 定理 3. 5.3， 存 在 POM TE K(p)>0, BAK 是 常 值 ， 所 以 在 M 上 处 处 都 有 
K>0. RBAK BRA, HK=hk, HHA, k 是 主 曲率 ， 如 果 p ERM k 取 最 大 值 的 
Ao M p 是 &, 取 最 小 值 的 点 ， 因 为 M 紧 且 &!，k; 是 连续 函数 ， 这 样 的 p 是 存在 的 我们 考虑 
两 种 情形 . 

情形 1: 假设 p 点 处 &; Sk, AHE p 点 处 & BK, k 最 小 ， 所 以 M 的 所 有 法 曲率 都 必 
在 这 两 个 值 之 间 . AAE pAb k =k, M M 上 点 的 法 曲率 & 就 为 常 值 ，M 全 由 脐 点 构成 ， 
E K>>0， 它 是 半径 为 1 /VK 的 球面 (这 就 是 我 们 为 什么 说 定理 3. 5.2 的 证 明 很 有 用 )， 接 下 来 
要 证 明 下 面 的 情形 2 是 不 可 能 的 ， 所 以 该 定理 只 有 这 一 情形 . 

情形 2: (BGR p abhi >k, WEE M Pp 点 的 一 个 小 开 邻 域 , HA kk. WERE 
在 ， 可 选取 关于 p 点 的 一 个 递减 的 开 球 序列 ， 并 且 在 球 中 选取 点 w WE (Ca) =k (ai), H 
ap. WWHESEA ki (H) 二 Ro(p)， 这 与 假设 相 了 矛盾 ， 所 以 必然 存在 这 样 的 邻 域 ， 在 这 一 邻 
域 里 可 以 选取 两 个 主 方向 ， 它 们 在 每 点 都 互相 垂直 (证 明 略 去 ). 由 它们 确定 的 坐标 补 片 满足 
x, °x,=E, x, + x,=0, x *x,=G, HRA x, x 是 主 向 量 ， 故 

S(x.) = kix,, S(x,) = ke Xa. 

(坐标 补 片 x 的 存在 性 的 证 明 可 参考 [dC76，Pp, 185]. ER m=S(x,) +x, =kix, x,=0. WA 


人 SG) ,本 一 外 区 thE, UAE. ROU, k=. FE, 


1 a / E a 1 Cr | 
K 一 一 一 ~- 一 一 | 一 一 一 — | 一 一 
lA) nl ) , 
又 由 Xuur — Xum =9 的 U 项 ( 见 练习 3. 4. 8), 得 


—nE, El 


C= 9G th oR 


同样 的 对 x 一 x 一 0 的 U -项 ， 有 
fl nl_G 
n= let G |= Ba +e. 
重复 求 公式 请 一 起 ,已 = 吉 的 微分 ， 再 利用 六 ，m 的 表达 式 ， 得 
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1 E 


kiv = pe El — EL) = 2E ke —k,) 
1 G, 

ko, = G? (Gn, G,n) 一 zg — k,) 
E,, 

Riv = aR ke — kı) +E, C) 

Roun = Cu (ki — k,) 二 GC). 


2G 
ME paki RA, k: 最 小 ， 所 以 
kip =0 bin KO 
kou 一 0 kou >20. 
将 这 些 估计 代入 上 述 在 p 点 处 的 方程 可 得 
E,=0 E,>0 
G, =0 Gua Z0. 
注意 ， 虽 然 在 p RE,=0=G,, KER 


a [E 3 { Gul 
slr) AA . 
在 pp 点 有 可 能 不 为 零 ， 这 是 因为 微分 是 在 p 点 求 值 前 做 的 ， 这些 表达 式 表明 ， 在 pp 点 ， 
-1 
K =— zg (Ew + Gu) <0. 


这 与 假设 K>0 矛盾 . 所 以 假设 k >k: 不 合理 ， 只 有 情形 1 存在 ， 故 M 是 球面 . a 
注意 在 证 明 过 程 中 ， 我 们 看 到 希 尔 伯 特 的 一 个 著名 结果 (练习 3. 5. 10 将 说 明 它 很 有 用 ). 
引 理 3. 5. 6( 希 尔 伯 特 ) wRA PAR BRK, PRR), Hh 严格 大 于 如， 则 K(p)<0. 
迄今 为 止 我 们 的 精力 集中 于 高 斯 曲率 在 几何 中 的 作用 ， 作 为 平衡 ， 下 面 了 解 平均 曲率 对 曲 

面 儿 何 性 质 的 作用 .回忆 曲面 是 极 小 的 ， 如 果 曲 面 的 每 一 点 平均 曲率 都 是 零 . 正如 其 他 几何 量 

一 样 ， 我 们 要 对 各 种 熟悉 的 曲面 验证 极 小 的 概念 . 第 4 章 将 考虑 其 他 类 型 的 极 小 曲面 ， 现 在 我 

们 先 看 旋转 曲面 . 
定理 3.5.7 ”如果 旋转 曲面 M 是 极 小 的 ， 则 M 是 平面 或 悬 链 面 的 一 部 分 . 

证 明 考虑 M 的 轮廓 曲线 a (wu) 二 (gC(u)，h(wu))， 如 果 g(x) 是 常 值 函 数 ， 则 M 为 平面 . 

如 果 存 在 一 点 使 得 g'(u) 关 0， 那 么 它 在 包含 这 个 点 的 某 个 开 区 间 都 非 零 ， 因 此 在 该 区 间 里 

g(u) 有 反 函 数 ， 进 而 在 这 个 区 间 可 以 给 出 另外 的 参数 方程 ， 即 由 新 的 变量 w BM elu), AH 

廓 曲线 变 成 a(w) 二 (ww，h(w))， 因 为 a 二 h'/g ， 所 以 必然 有 一 种 情形 始终 成 立 ， 因 此 主要 考 

虑 下 面 这 种 情形 . WM 的 坐标 补 片 x Cu, v)=Cu, h(u)cosv, h(u)sinv), 则 

H = ft = zla a Tia TR) z( mal aye 
曲面 M 是 极 小 的 ， 故 H=0, Bl AR”=1+h". S wh, WW 


K= , _ dw dh _ dwy 
W dh du dh” 


这 里 我 们 将 w ABER bh 的 函数 ， 且 h'(u) 关 0， 这样 处 理 是 因为 在 这 个 区 间 上 hh 存在 
Wu = f(r) eK f， 求 微分 ， 并 利用 链 式 法 则 ， 得 


_dfah_ df , 
dh du dh 或 者 


=l 
w = df 
dh 
因为 Ald f/dh 是 h 的 函数 ， 所 以 w 也 是 h AR. X hhk =+” BRA hw(dw/dh)= 


1 十 w? 或 
一 dw = 广 dh. 


1 二 +w 
积分 得 
Ind/1 Fu?) =Inh +C 
和 十 ww =ch 其 中 c= ee 
w=t/eh —1, 
由 w= GS pees Edn. PA R48 (ch=coshl, 10) 


4) =+u+D 


二 coshr (ch) = u + D 


h = cosh(eu +D). 


所 以 M 是 悬 链 曲 面 的 一 部 分 . a 
练习 3.5.8 上述 证 明 中 假设 产 (z) 天 0. # h (Cu) =0 怎样 ? 试 说 明 . 
练习 3.5.9 证 明 旋 转 的 平坦 的 (K==0) 曲 面 是 圆锥 或 圆柱 的 一 部 分 ， 提 示 : 在 上 述 定理 的 
基础 上 证 明 并 参看 练习 4. 9. 1. 
练习 3.5.10 证 明 如 果 M 是 紧 的 连通 的 (可 定向 ) 曲 面 ， 且 K>>0， 惠 为 常 值 ， 则 M 是 半 


径 为 - 计 的 球面 ， 提 示 : (1) 考 虑 函数 H 一 K 一 (如一 和 /4， 且 设 pe M 为 此 西数 的 最 大 入 


点 . (2) 如 果 H?—K(p)=0, 证 明 K 为 常 值 且 利用 Liebman 定理 (定理 3.5.5). (3) 假 设 
H’—K(p) >O LAR Cp) > ke (p)), ERA hk) DERK. (4) BABIES 
理 3.5.6). 


3.6 德 洛 奈 曲 面 


如 我 们 所 见 ， 有 常 高 斯 曲率 的 旋转 曲面 由 给 定 初 始 条 件 的 某 个 积分 决定 . 于 是 我 们 要 问 对 
于 常平 均 曲率 是 否 也 有 类 似 结 论 ” 取 旋转 曲面 M: x(u，wv)， 其 中 坐标 补 片 形 如 xu, v= 
Cu, h(u)cosv, ACu)sinv), FH Hh% | 


hh" +1 +h” 
ha +h?) * 


工 
2 


98 23 


假设 H=c/2 是 定 值 ， 就 有 微分 方程 
1HR? —hh” = hA+h”)?, 
首先 考虑 c=0 的 情形 .微分 方程 可 化 简 为 1 十 Ai 一 A 凡 =0， 解 此 方程 得 悬 链 面 . 这 是 显然 的 ， 
因为 c=0 即 是 说 M 是 平均 曲率 为 零 的 旋转 曲面 . 其 次 假设 c= 1 /ala>0). WOM c=—1/a)1+ 
hl? —hh=— hth’)? 
aC +R?) — ahh” 
Cl +A’)? 
faci +h?) — ahh” 
2h | +h")? 
2ah'(1 +h”) — 2ahh’h” 
(1 +h’2)? 
af h yr] 
ila +h? | 0 
2ah 
+ lI 一 个 
Jith™ hae 
注意 该 情形 利用 积分 因子 疡 得 到 常数 解 ， 如 果 忽 略 这 些 而 考虑 其 他 情况 (注意 上 述 步骤 也 许 是 
可 逆 的 )， 我 们 得 到 描述 有 常平 均 曲率 旋转 曲面 的 一 般 形 式 的 微分 方程 . 
定理 3.6.1 AKFA x(u, v)=(u, hlu)cosv, ACu)sinv) t KH a M 有 常平 均 曲 率 
SARS BHA WIR 


+h =0 


+h]=o 


+ 2hh’ =0 


Pa 5 为 常 教 . 

这 个 源 于 几何 的 微分 方程 是 由 德 洛 奈 (Delaunay) 发 现 的 ， 也 就 是 说 凡 有 形 如 上 述 微分 方程 
的 几何 结构 都 是 有 常平 均 曲 率 的 旋转 曲面 ， 我 们 将 详细 考虑 下 面 一 个 例子 ， 并 通过 定理 给 出 它 
的 几何 特征 . . i 

例 3.6.2( 椭 圆 的 旋 轮 线 ) 假设 一 个 椭圆 沿 x MAE 
动 地 滚动 ， 我 们 考虑 椭圆 一 个 焦点 的 运动 轨迹 ， 则 这 一 轨 
迹 是 一 条 旋 轮 线 一 一 条 曲线 在 另 -条 曲线 上 滚动 时 这 条 
曲线 的 一 个 点 形成 的 ， 考 察 图 3-8 所 示 的 滚动 图 形 ， 其 中 
下 和 下 ' 是 椭圆 的 焦点 ，K 是 与 x 轴 的 ( 切 ) 触 点 .FT 是 下 < 人 小 a 
的 轨迹 曲线 的 切线 ，( 注 意 这 里 用 了 表示 一 个 点 ， 同 时 T AL NZS 上 
还 表示 单位 切线 ， 不 要 混淆 了 . ) 

我 们 将 利用 椭圆 很 多 熟知 的 性 质 ( 见 [Gra52，Yat74， E38 MEE > A 
Zwi63])， 设 椭圆 长 轴 长 为 a,， 短 轴 长 为 6， 则 椭圆 上 给 定 的 点 到 两 焦点 的 有 距离 和 为 定 值 等 于 
24a， 特 别 地 ，FK 十 F'K 二 24a， 而 且 椭 贺 有 很 好 的 反射 性 质 ， 即 从 一 个 焦点 发 出 的 光线 经 椭圆 
反射 后 必 经 过 另 一 焦点 ， 因 为 人 射 角 和 反射 角 相等 ， 所 以 9 竺 FKP 二 人 FKP'， 籽 圆 另 一 个 
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奇妙 的 性 质 是 它 的 垂 线 方程 : 焦点 到 任意 切线 的 垂 线段 的 长 度 的 乘积 为 定 值 一 一 短 轴 的 平方 . 
即 FP.F'P'’==b:. 最 后 是 这 种 旋 轮 线 的 一 般 性 质 : 下 的 轨迹 曲线 的 法 向 量 经 过 图 形 与 直线 的 
ft A, x BRB PK HAF FT. 

现在 用 OP AFP 分 别 表示 下 Wr, y 坐标 ， 则 y=FKsind. AHZKFT=2/2, HU 
FTP=r/2 一 90， 而 且 二 FTP 是 轨迹 曲线 的 切线 与 二 轴 的 夹 角 ， 即 对 于 轨迹 曲线 的 单位 切 向 


量 7 一 (下 ,由 )， 


sind = cos( 5 — 0) = T- (1,0) = d, 


所 以 y=FK Ë, WA ZPKP=ZF'KP', #5% FP'=FK SHR, HA A A AR HE 
质 , 得 


yt 5. CEK + F'K) & = 24%, 
ds ds 
由 垂 线 方程 得 
yy = 164) 
从 第 工 个 方程 中 解 出 y 并 代入 第 一 个 方程 ， 得 
dx 


y —2ay — +b = 0. 
ds 


而 弧 长 ;一 |VI 和 ydz, 所 以 学 一 1/VTTy7， 以 此 替换 上 面 方程 中 的 学 ， 并 注意 当 人 FTK 
足够 大 时 它 要 变 号 ， 于 是 我 们 得 到 
y a E =a 

这 正 是 我 们 从 平均 常 曲率 的 假设 中 得 出 的 方程 . 
所 以 椭圆 的 旋 轮 线 一 一 一 条 波形 线 (undulary) 正 
是 有 常平 均 曲 率 的 旋转 曲面 的 轮廓 线 ( 即 子午 
线 ) 一 一 一 个 波状 体 曲 面 (unduloid) (如 图 3-9 所 
示 )， 首 先 注意 对 于 这 种 情形 ， 要 求 > 和， 方程 
oF ERR 0 是 描述 双 曲线 ( 焦 吉 ) 的 施加 
线 的 微分 方程 . 

练习 3.6.3 4 b=a 时 得 到 什么 样 的 旋 轮 
R? ER: 从 几何 上 考虑 . 

练习 3.6.4 4 b=0 时 得 到 什么 样 的 旋 轮 图 3-9 波状 体 曲 面 
R? 提示 : 解 微分 方程 ， 然 后 作 几 何 解释 . 

练习 3.6.5 求 抛物 线 的 焦点 沿 工 轴 滚 动 时 的 旋 轮 线 . 


练习 .3.6.6 证 明 微分 方程 了 一 2ayM1 十 2 +0 =0 可 化 为 如 下 形式 : 
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dx _ y +e 
ds /OT 

曲面 MER 中 浸入 的 ， 如 果 存 在 映射 f: M 一 R; ， 使 得 这 个 映射 可 以 不 是 1-1 的 ， 但 在 每 
点 必须 有 1-1 的 微分 映射 f, . 虽然 第 5 章 将 讨论 完备 性 (completeness) 的 概念 ， 但 这 里 要 提 到 
完备 曲面 的 一 个 性 质 ， 即 它 不 是 某 一 个 更 大 的 曲面 的 一 部 分 ， 最 后 回忆 “二 次 曲线 ” 指 的 是 圆 、 
直线 、 抛 物 线 、 椭 圆 及 双 昌 线 中 的 某 一 个 .我 们 已 经 证 明 二 次 曲线 的 旋 轮 面 是 有 常平 均 曲率 的 
曲面 . 下 面 我 们 将 陈述 更 为 复杂 的 德 洛 奈 定 理 ， 但 不 给 出 证 明 . 

定理 3. 6.7( 德 洛 奈 ) 一 个 完备 的 浸入 的 有 常平 均 曲 率 的 旋转 曲面 是 二 次 曲线 的 旋 轮 面 . 

德 洛 奈 关 于 这 一 曲面 更 详细 的 讨论 见 [Eel87，Ee178j] (上面 讨论 的 大 部 分 都 节选 其 中 ) 及 
[Ee141]. 关于 有 常平 均 曲 率 的 曲面 ， 将 在 第 4 章 中 作 进 一 步 讨论 ， 可 以 看 到 它们 来 源 于 变 分 
原理 ( 见 [LEel187，Eel178]). 即 不 严格 地 说 ， 一 个 有 固定 体积 的 曲面 ， 它 所 取 的 形状 一 定 是 使 
得 面积 最 小 ， 这 一 结果 对 物理 及 生物 学 都 有 影响 ， 特 别 地 ， 一 个 形成 于 两 个 环 ( 含 终点 ) 间 的 肥 
气泡 的 里 面 存 有 一 定量 的 空气 . 如 果 这 一 空气 的 量 是 稳定 的 ， 则 这 个 气泡 是 圆柱 ， 某 一 种 德 洛 
奈 曲 面 一 一 圆 的 旋 轮 面 ， 如 果 空 气 的 量 是 变化 的 或 环 被 拉 长 ， 则 气泡 的 腰部 就 会 变 窄 ， 产 生 波 
状 体 曲 面 ，D’Arcy Wentworth Thompson 在 On Growth Form[Tho 92] 一 书 中 讨论 了 这 些 类 型 
的 试验 .在 该 书 的 第 5 章 ，Thompson 描述 了 曲面 的 张力 与 压力 如 何 共同 决定 各 种 单 细胞 生物 
的 形状 . 


3.7 椭圆 函数 、Maple 和 几何 


许多 起 源 于 微分 几何 的 积分 都 不 能 用 基本 函数 来 计算 .不 要 因为 在 我 们 熟悉 的 基本 的 微 积 
分 中 不 能 得 到 答案 ， 就 认为 这 些 积分 超出 了 我 们 所 知 的 范围 .在 分 析 这 样 的 积分 时 ， 有 一 个 工 
具 一 一 椭圆 函数 特别 有 用 ， 理 解 椭 圆 函 数 的 最 简单 的 方法 就 是 将 它们 作为 通常 的 三 角 函 数 考 
虑 ， 由 计算 可 知 


arcsin(Z) = F du . 
°/1— u’ 
显然 ， 若 c=sin(t)(—xn/2XtKx/2), WA 


sin(t) 
t = arcsin(sin(t)) = | 。 

0 1—w 
用 这 一 方法 可 以 视 sin(#) 为 该 积分 的 反 函 数 ， 现 在 固定 某 一 0k 志 1( 称 为 模 (modulus))， 
有 以 下 定义 . 


定义 3.7.1 TREE RK sn(u,， 上 上) 可 看 作 下 列 积 分 的 反 函 数 ， 


re di (3 7 1) 
u = . . . 
0 VIS tvVi— kr 
更 一 般 地 ， 记 
_ fF dt 
F(z,k) =| ， (3. 7. 2) 


并 称 F(z, 上) 为 第 一 类 椭圆 积分 (elliptic integral of the first kind)， 第 二 类 椭 圆 积 分 (elliptic 
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integral of the second kind) 的 定义 是 | 
Ech =| art 

4 F(z, DM EG, Op z=1 时 ， 这 两 个 积分 分 别 记 为 K(k) 和 E(k)， 且 分 别称 为 第 一 类 和 
第 二 类 完备 (complete) 椭 圆 积分 . 

雅 可 比 余弦 函数 cnu, AAAI sn(u, 有) 定义 为 

sn’ (usk) +cn’(u,k) = 1. 
BARAT OM BK dn(xz，A&) 由 下 述 方程 定义 为 
dn’ (uk) +k’ sn? Cu, k) = 1. 

显然 由 snu, WAS ELA sn(u, 0)=sinu. AEH, cn(u, 0)=cosu. 

注 记 3.7.2 如 果 在 F(z, &) 和 EE(z,&) 的 定义 中 ， 作 代 换 1 二 sing， 就 得 到 下 面 的 椭圆 积 
分 的 三 角形 式 (trigonometric form): 

Oop dé _ ’ Aan. 
F(gsk) | As ECy,k) f Ik sin (py ds, 

其 中 y= 二 arcsinz， 特 别 地 ， 当 z 二 sn(u， k) 时 ，sing 一 sn(u，k)， Fp, k)=u. 

椭圆 函数 的 导数 可 由 定义 得 到 . (也 可 见 LMey0l]， 其 中 椭圆 函数 实际 上 是 用 它 的 导数 定 
义 的 1) 例 如 计算 sn(u，&) 的 导数 ， 假设 在 (3.7. DRP z=zlu), 那么 

dF _ dF dz _ 1 dz 
du dz du VI—z VI Eke du’ 
由 (3.7. 1) 式 可 知 ， 当 z=snu, Dif, Fe, D=u, MAM snu, OEH z, 并 利用 du/du=1, 44 
1 dsn(u,k) 

V1—sn(u,k)? VI — k snlu, ky? du 


dsn(u, 2) =/1—sn(u,k)? V1 — k snlu, k)? 


du 
dsncu,k) =cn(u,k)dn(u,k). 
同 理 ， 得 
den(u,k) — ddn(u,k) — 


du —sn(u,k)dn(u,k), du 


Maple 也 可 建立 椭圆 函数 ， 因此 可 以 如 下 所 示 简 单 画 出 它 的 图 像 ， 具 体 做 法 是 ， 取 & 一 1/V2. 
> with(plots): 


可 以 利用 * 一 sn(x，4) 一 1 时 的 完备 椭圆 函数 积分 得 到 我 们 需要 的 K(1/V2) 值 . 
> k1:=1/sqrt(2); 


— k’sn(u,k)cn(u,k). (3.7.3) 


kl := tt 


> fsolve(JacobiSN(u,k1)=1,u); 
1.854074677 
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也 可 用 Maple 的 “EllipticK” 命 令 得 到 这 一 结果 . 第 一 类 、 第 二 类 和 第 三 类 椭圆 函数 的 图 像 如 
3-10 Pras. 
> plot({JacobiSN(u,k1) ,JacobiCN(u,k1), JacobiDN(u,k1)}, 
u=-1.854074677. .3*1.854074677) ; 
由 图 3-10 Hi sn(u, DAM cnlu, EA BK, 
周期 是 多 少 ? 可 以 由 (3. 7. 1) 式 
sn(u,k) dt 


0 /一 大 /1 — kh? 2? 


u = 


dt 

Vi—FvVi ke 
确定 这 个 周期 ， 由 第 一 个 等 式 可 知 sn( K(k), k)=1 
显然 ， 从 图 上 看 出 KA) snu, 2K 1/4 周期 ， 通 
过 分 析 可 以 证 明 这 一 点 ， 而 这 恰好 是 要 得 到 的 结果 . 图 3-10 椭圆 sine, cosine 及 dn BR 
WAS sn’ Cu, k)+cn’ lu, k)=1 BK Benlu, k) 
A snu, DAMN ABA cn( K(k), D=0. HNHAMARKRROHAS, TUBA 
RARS KOR. 

B 3.7.3 椭圆 的 参数 方程 为 a= (asint, bcost), HP 0<t<2n, ab, MKADH 


L =S VET Fa 
x/2 
= 外 Va‘ cos’ (t) +e sin? (2) dt 
2x 
=4a f y1 — e sin? (£) de, 
其 中 e=J/7— 0 /a 是 椭圆 的 离心 率 ， 令 u=sint, W du/I- u =dt, RA 
Ve, 
L sal = du = 4aE (e). 
由 此 可 见 椭圆 积分 起 源 于 最 简单 的 几何 问题 


练习 3.7.4 双 纽 线 (lemniscate) 寺 一 azcos(20) 是 椭圆 函数 的 另 一 个 起 源 ， 证 明 利 用 参数 
方程 


1 
K(k) =| 


a(t) = (a(cost) /cos(2t) ,a(sint) /cos(2t) ) 
BY UAE Hi SLR ANON Ky 4a K (1/V2) /V2). 
我 们 需要 关于 波状 体 曲 面 的 下 述 结 果 ( 见 [MO03a]). 
命题 3.7.5 下 述 等 式 成 立 ;9 


u — h? 
EAE = EnA D 1 E FsnCu,k),h). (3.7.4) 


O 昌 然 F(sn(wuo，&),&) 二 wo， 但 仍 记 为 F(sn(wo，k)，,，k)， 因 为 这 一 形式 在 Maple 的 化 简 过 程 中 更 方便 一 些 . 
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证 明 由 定义 计算 


_p2 
E(sn(u,k),k) _1 z F(sn(u,k),k) 


k? 
= lVl—kr a-k) d e 
o k JIE k? Q—?)0—##) 


=- I> ki Ak) | 
0 KRAPA SRE 
=f? AIE y, 
0 SIRE 
TER =s, k), WJ dt=cn(u, kdn(a, Ada, 而 且 注 意 积分 上 下 限 的 改变 ， 当 1 二 0 时 ， 
sn(u, k)=0, Mu=-0; 4e=sn(u, AN, sn(u, k)=sn(u, k), Ma=u. Alt, B 


E(sn(u,k),k) 1—k’ =f cn(ä,k)cen(ŭ,k)dn(ŭ,k)d ü 
p z F(sn(u,k),k) = ， ENS 


一 | on: aod ü. a 
从 练习 3.6.6 中 知道 德 洛 奈 曲 面 ( 或 其 轮廓 曲线 ) 是 微分 方程 
dr = — LÉ t dy (3.7.5) 
的 解 . 
前 面 我 们 看 到 德 洛 奈 曲面 的 轮廓 曲线 可 以 看 成 是 二 次 曲线 在 一 条 直线 上 滚动 所 得 到 的 曲 
线 ， 即 二 次 曲线 的 旋 轮 线 . 上述 情 形 对 应 于 轴 为 a 和 6b(Ca>>b) 的 椭圆 的 旋 轮 线 . 这 类 德 洛 奈 曲 
面 称 为 波状 体 曲面 . 当 y 属于 区 间 (a, D, H 


a=a-—Vva’—Bb, B=at+Va’ — b 
时 ，(3.7.5) 式 的 根 是 实 的 ， 引 入 椭圆 离心 率 e= 1—4, 区 间 的 端点 可 以 写成 a=a(1 一 e)， B= 


a(1l 十 e)， 那 么 我 们 作 变 量 蔡 换 
y=avle +2esing, $ € [~ rx/2,x/2]. 


则 
dy > ae costdg ， yp +B -» 2a7(1+esing), 
V1 +e + 2esing 
A 
Vta’ y? — (57 +67)? — 2en’cosg. 
于 是 我 们 感 兴趣 的 积分 变 为 


x($) = af” (1 +esing)d$ 
?V1+e: 2esing 
可 以 进一步 将 其 分 离 转化 为 两 个 椭圆 积分 . 
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312 3.7.6 st k= ah 令 K 二 K(k) 和 E(k) 分 别 表示 第 一 类 和 第 二 类 椭 图 积分 ， 则 
一 2 
— LI? = (K + F(snlu,k),k)) 
让 Vp+a 
『 singd$ _ 2VP 49 E(k) + E(sn(usk) ,hk)) 
2/2 /p + gsing q 
2p 
十 — (K + F(sn(u,k).k)), 
qyp +q 


其 中 以 对 应 于 变 搁 sing=1—2sr (a, k) Pt g. 
证 明 4 sin$ 一 1 一 2sn? (a, k), W dg 一 一 2dn(z)dz( 对 固定 的 上 ， 我 们 通常 简 记 椭圆 函 
数 )， 注 意 在 此 变换 中 Y 一 一 r/2 对 应 于 一 K. 
— 2dn(a)d ii 


$ 
| 万 =f « /p F qdn(i) 


_ —2 f 
一 2 
一 (K + F(sn(u,k)5k)), 
ps sn 
这 里 再 次 用 到 F(sn(u, k), 上) 二 wu， 对 第 二 类 椭圆 积分 做 相同 的 代 换 得 到 


_singd$ _ 一 2 六 ~ 4 u 2 
一 d ù + =. n’(a)d 
| + asing =), “ mole “eeu 


一 2 4 4 u ~ > 
= CK 十 2) + ) cn’? (a)d ù 
vera J/p+q Vp + qi 
0 
一 (K + u) 一 cn dat | en’ (ada 
a wall. ) 
2 4 
一 (K +4) 一 en’ (üd ü+ | cn? (ada 
VP To wall: | 
_ 2 _ 4 /p+t+g p—@ 
= (K+u)— (25 这 十 gPCsnCK)) 一 K 
Vp+@ Vp+q 2q 
tigra fagta) 
2q 2q 
2 
= (K + u) 一 ——((p+ @Etk) — (p—qg)K 
FF ayp tq 


+ (p+ QME(sn(u)) — (p— qu) 


_ 2p ave 2vpi+g 
一 (天 十 &) 一 CE(k) + E(sn(u),k)). 国 
qvp+q 
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ERRER, p=lte’, q=2e, WA 
k= Ze, 


合并 上 述 结 果 ， 则 


x(u) =—a(1—e)[F(sn(u,k),k) + K(k)]—al(l +e)[E(sn(u,k), 2) +E], 


其 中 KDA 开 (E) 分 别 为 第 一 类 和 第 二 类 完备 椭圆 积分 .再 通过 变换 sing=1—2sn’ Cu), 将 
VP) FEA yu), B 


Bx 


yu) =a/ F e) — 4esn (u) 


= he 2 
=a +e,/1 ape Cu) 


=a(1+e)/1— k sn’ (Cu) 
=a(l+e)dn(u). 

轴 旋 转 曲 线 (x(u)，y(u))， 得 到 以 下 定理 . 

定理 3.7.7([MO 03b) 德 洛 奈 曲 面 ( 即 波状 体 曲 面 )S 的 参数 方程 是 


x(u,v) = (x(u), y(u)cosu, y(u)sinv) , 


其 中 


且 


xlu) =— a(l —e)[F(sn(u,k) ,ED) + K(k) ] —a(1 +) [E(sn(u,k) ,k) + E(k) | | 


yu) = a(l +e)dn(u). 
在 Maple 中 有 
> delau:=(-a*(1-epsilon) *(EllipticK (kk)+ 
EllipticF(JacobiSN(u,kk),kk)) - a*(i+epsilon)* 
(EllipticE (kk) +EllipticE(JacobiSN(u,kk) ,kk)) ,a*(1+epsilon) * 
JacobiDN(u, kk) *cos(v) ,a*(1+epsilon) *JacobiDN(u,kk)*sin(v)]; 
delau +=(— a(1 — e) (EllipticK (kk ) + EllipticF (JacobiSN(u, kk) ,kk )) 
—a(l++e) (EllipticE(kk) + EllipticE JacobiSN(u,kk) ,kk)), 
a(l + e)JacobiDN(u, kk )cos(v) ,a(1 + €) JacobiDN(u, kk) sin(v) | 
我 们 可 以 写 一 段 Maple 程序 : 在 上 述 参数 方程 中 输入 既定 参数 “a” 和 “e”， 从 而 画 出 波状 体 


曲面 (如 图 3-11 及 图 3-12 R). 首先 我 们 需要 Maple 的 画图 包 . 


> with(plots): 


> plotund:=proc(a,eps,theta,phi) 

local kk,uu; 

kk: =2+sqrt (eps) /(1+eps) ; 

uu: =fsolve (JacobiSN(u,kk)=1,u); 

plot3d(subs ({u=u(t),v=v(t)}, (-a*(1-eps)*(Elliptick (kk)+ 
EllipticF (JacobiSN(u,kk) ,kk))-~ a*(1+eps)*(EllipticE (kk) + 
EllipticE(JacobiSN(u, kk) ,kk)) ,a*(1+teps) *JacobiDN(u, kk) * 
cos(v) ,a*(1+eps) *JacobiDN(u,kk)*sin(v)]) ,u=-uu. .uu,v=0..2#Pi, 
scaling=constrained ,axes=boxed, orientation=[theta, phi], 
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-5 4 


图 3-11 e=0. 7 的 波状 体 曲面 图 3-12 e==0. 3 的 波状 体 曲 面 


shading=XY, lightmodel=light3) ; 
end: 


> plotund(1,0.7,-79,70) ; 
> plotund(1,0.3,-65,70); 


可 用 2. 5 节 的 EFG 程序 来 计算 波状 体 曲面 的 度量 系数 . 


> EFG(subs(kk=2*sqrt(epsilon)/(itepsilon), delau)); 


= + 4eJacobiSN (u,2 a), =o 1)a® 
1 十 2e 二 +e? $ 


0, 


5 (-e + 4eJacobiSN(u,2 ie) 72e — 1)a? 


利用 椭圆 函数 之 间 的 关系 ， 可 将 结果 化 简 为 
E = 4a’dn’ (u), F=0, G=a?(1+e)*dn’(u). 
用 Maple 可 以 计算 第 二 类 基本 量 和 平均 曲率 .因为 Maple 的 输出 排版 困难 ， 所 以 我 们 用 
标准 形式 写 出 2. 5 节 中 “lmn” 程 序 的 结果 . 
> lmn(subs(kk=2*sqrt(epsilon)/(1itepsilon), delau)); 


(4adn(u,2 ME) en(u,2 Ee (2sn(u,2 EG =l ~e) 


Jit Ze +e" — desn(u,2 we) )} 


((-1-22-e + desn(u,2 “-) ) 1— sn(u,2 E ) a+e) 


0 


[ene Ele) onl E 


+ 2e’sn (a,2 Æ) — 2e — e 一 1))/ 


(12e te —4esn(u.2 E) -an 人 (va E) 
REAR k=2Ne/ A+) By Ab A l 


i= (n-i sn(u)? )， m=0, n= aQ +e) (1— zf snu)? ). 


由 这 些 结果 可 以 轻易 算出 平均 曲率 H=1/(2a). 我 们 可 用 Maple RERA. 首先 写 出 平均 曲 
率 程序 (注意 需要 第 2 章 中 的 EFG 和 lmn 程序 ， 而 在 3. 8 节 中 我 们 将 再 次 提 到 这 些 程序 ). 


> MK := proc(X) 
local E,F,G,1,m,n,S,T; 
S := EFG(X) ; T := lmn(X) ; 
E := S[1];F := $(2]; G := S[3]; 
= T[1]; m := T[2]; n := T[3]; 
simplity( (Ge1+E*n~2*F#m) / (2*E*G-2*F~ 2) ,sqrt ,trig,symbolic) ; 
end: 


Maple 程序 的 结果 如 下 : . 
> MK(subs(kk=2*sqrt(epsilon)/(i+epsilon), delau)); 


2 


, (1+ e)JacobiCN (u,2 ME )JacobiDN (u, 2 74) 


2 7 

/1 —sacobisn(u,2 E -) fitete — 4eJacobiSN(u,2 Æ) a 

化 简 得 到 H =1/(2a). WUE T Bean HR CR Ara ne HT) E AE AS A. 在 
[MO03b] 中 给 出 有 关 波 状 体 曲 面 的 研究 . 

下 面 我 们 考虑 作为 下 述 方程 解 的 德 洛 奈 曲 面 ( 我 们 改变 了 ES. 这 些 解 实际 上 是 

nodoid 曲面 ( 见 [For60]). g 


y+ _2ay _ 
Vity? 
y? + 2aycos(y) = b 
这 里 设 y 一 tan(y)， 令 5 一 atan(9) (所 以 20 是 :曲线 的 浙 近 线 的 夹 角 ， 而 双 曲 线 由 在 直线 上 党 
动产 生 nodoid 曲面 )， 用 二 次 求 根 公 式 解 方程 y + 2aycos() —a’ tan? (0) =0; 
y =— acos(y) 二 aVcos Cp) F tan’ (0) 
=— acos(¢) + asec(8) y cos? (@) cos’ Cy) + sin? (0) 


=— acos(p) + asec(@) V cos? (6) 1 — sin? (p)) + 1 — cos’? (0) 
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=— acos(y) + asec(0) V1 — cos? (0) sin? (y) 


=— acos(g) + asec(0) V1 — cos’ (O) sin? (y). 
因此 


dy . CO + (8) ee) 
dg“ #) asec ( V1l—cos (Osin? (gy) } 


而 dy/dz=tan(y), ATLA 


cos? (9) cos’ (wy) ) 
V1 一 cos (sin? (p) 


dz =acos( g) 一 asce(6) ( 
(= (8) (1 — sin? C z) 


dy 


一 4cos(W) — asec(@) 


V1 — cos’ (0)sin’ Cp) 


cos’ (0) — 1+ 1 — cos? (6) sin’ 2) 
V1 一 cos (6) sin’ (y) 


— sin? (0) + (1 — cos? (0) sin? +2) 


1 — cas’ (@) sin’ (y) 
=acos(p) — asec(9) (Sa 二 sin (0) +/1 — cos’ (9) sin? (yp) 


=acos(p) — asec(@) 


=acos(y) — asec() 


V1 — cos (Osin? Cy) 
_ af Ok) LARR) 
=acos( y) k (aor sin’ (4 ), 
其 中 cos(9) 二 k( 即 椭圆 模 )， 根 据 注 记 3. 7.2， 如 果 取 从 0 到 yeep g=arcsin(sn(u, &))) HOR 
分 ， 就 得 到 u 为 参数 RER, Hp F, b= 
x(u) = asn(u,k) + Fd —k®)u—E(u,k)). 


当然 我 们 也 可 以 得 到 y 的 椭圆 表达 式 ( 利 用 ksn(u， k)? +dn(u, &)’:=1).: 
ylu) =— acn(u,k) + Fdn(usk). 


这 就 是 nodoid 曲面 轮廓 曲线 ( 即 nodary) 的 参数 方程 ， 绘制 德 洛 奈 曲 面 的 Maple 程序 详 见 
[Opr00]. 

练习 3.7.8 假设 M.: xlu, v)=(g(u), h(u)cos(v), hw sin(v)) 是 高 斯 曲率 K=1 的 旋 
转 曲 面 . 

。 若 轮 廓 曲线 (g(z) ，A(z)，0) 是 单位 速度 的 ， 证 明 有 微分 方程 及 二 一 有 ( 见 练习 3.3.8). 

。 HEAR ACu)=Acos(u)+Bsin(u). 

。 TEAR 

gu) = | /1— C Acos(u) + Bsin(u))* du. 


。 HER g(wu) 可 写 为 


glu) = [vi — csin? (u + $) du, 
H c=/A?+B’, tan(¢)=—A/B. F} g(u) 使 得 


glu) = [vi — č sin’ (u) du. 


见 3. 8 节 的 “plotposconstcurv” 程 序 . 
。 对 于 A 二 0， 验 证 M 的 参数 方程 可 以 是 
x(u,v) = (E(u,B),Bsin(u)cos(v), Bsin(u)sin(v)), 
其 中 Elu, BÆIR B 的 第 二 类 椭 贺 积分 . 
e 令 B 一 1/V2， 用 下 面 的 Maple 命令 绘制 曲面 M， 并 与 下 一 节 数 值 的 Maple 程序 
“plotposconstcurv” 相 比较 . 
> ccposR:=<EllipticE(-u,1/sqrt(2)) | 
~1/sqrt (2)*sin(u)*cos(v) |-1/sqrt (2)*sin(u)+*sin(v)>; 


> ccposL:=<EllipticE(u,1/sqrt(2))+ 2*EllipticE(1/sqrt(2)) | 
1/sqrt (2) *sin(u)*cos(v) |1/sqrt (2) *sin(u)*sin(v)>; 


> ccposi:=plot3d(ccposR,u=-1..0,v=0..2*Pi): 
> ccpos2:=plot3d(ccposL,u=-1..0,v=0..2*Pi): 


> display ({ccposi,ccpos2},scaling= 
constrained, shading=z, lightmodel=light2, orientation=[88,60]); 


3.8 FA Maple 计算 曲率 


正如 期 望 的 那样 ，Maple 可 以 用 来 计算 高 斯 和 平均 曲率 ， 也 可 以 计算 度量 系数 EE，F，G 
及 (有 时 意 指 第 二 类 基本 形式 的 系数 )!，m，n 和 单位 法 向 量 ， 执行 这 些 计算 的 程序 列举 如 下 . 
当然 ， 要 绘制 曲面 图 ， 做 向 量 运 算 ， 总 是 这 样 开始 : 


> with(plots):with(LinearAlgebra): 


下 面 是 所 有 计算 高 斯 和 平均 曲率 的 基本 程序 ， 这 些 程序 一 般 是 自己 注释 的 . 输入 参数 X 
Maple 就 会 运行 微 积 分 和 线性 代数 的 命令 ,计算 相关 的 微分 几何 量 . 


> EFG := proc(X) 

local Xu,Xv,E,F,G; 

Xu := <diff(X(1],u) ,diff(X(2] ,u) ,diff(X[3] ,u)>; 
Xv := <diff(X[1],v) ,diff(X[2] ,v) ,diff(X[3] ,v)>; 
E := DotProduct (Xu,Xu,conjugate=false) ; 

F := DotProduct (Xu,Xv,conjugate=false) ; 

G := DotProduct (Xv,Xv,conjugate=false) ; 
simplify([E,F,G]); 

end: 


> UN := proc(X) 

local Xu,Xv,Z,s; 

Xu := <diff(X[1] ,u),diff(X[2] ,u) ,diff (xX[3] ,u)>; 

Xv := <diff (X[1] ,v) ,diff (X[2] ,v) ,diff(X[3],v)>; 

Z := CrossProduct (Xu,Xv) ; 

s:=VectorNorm(2Z,Euclidean, conjugate=false) ; 

simplify (<Z[1)/s|Z[2]/s|2[3]/s>,sqrt,trig, symbolic) ; 
end: 

> lm := proc(X) 

local Xu,Xv,Xuu,Xuv,Xvv,U,1,m,n; 


m 


Xu := <diff(X(1i],u) ,diff(X[2] ,u) ,diff(x(3],u)>; 

Xv := <diff(X(1],v) ,diff (X{2] ,v) ,diff(X[3],v)>; 
<diff (Xu[1] ,u) ,diff (Xu[2] ,u) ,diff (Xu[3] ,u)>; 
<diff (Xu[1] ,v) ,diff (Xu([2] ,v) ‚diff (Xu[3] ,v)>; 
Xvv := <diff(Xv([1],v) ,diff(Xv[2] ,v) ,diff(Xv[3] ,v)>; 
:= UN(X); 

1 := DotProduct (U,Xuu, conjugate=false) ; 

m := DotProduct (U,Xuv,conjugate=false) ; 

n := DotProduct(U,Xvv,conjugate=false) ; 
simplify([{l1,m,n] ,sqrt,trig,symbolic) ; 

end: 


最 后 可 以 如 下 计算 高 斯 曲率 和 平均 曲率 五 : 


> GK := proc(X) 

local E,F,G,1,m,n,8S,T; 

S := EFG(X); T := lm (X); 

E := S[1]; F := S[2]; G := S[3]; 

1 := T[i];m := T[2]; n := T[3]; 

simplify( (1*n-m” 2) /(E*G-F*2) ‚sqrt ,trig, symbolic); 
end: 


> MK := proc(X) 

local E,F,G,1, mn,S,T; 

S := EFG(X) iT := tan (X) ; 

E := S[1]; F := S[2]; S[3]; 

1 := T[i1]; m := T[2]; T(3]; 

simplify ((G#1+E*n-2+F4m) / (2#E*G_24F- 2) , sqrt ,trig,symbolic) ; 
end: 


FHEILTAT, PHS BRA. HH. BRR. 


> sph:=<R*cos(u)*cos(v) |R*sin(u)*cos(v) {R*sin(v)>; 


sph := [Rcos(u)cos(v) ,Rsin(u)cos(v) ,Rsin(v) ] 


> EFG(sph) ; 
LR’ cos’ (v) ,0,R?] 
> Imn(sph) ; 
[— Reos’(v),0, — R] 
> GK(sph); 
1 
R? 
> MK(sph); 
一 工 
R 


> torl:=<(R+r*cos(u))*cos(v)| (Rtr*cos(u))*sin(v) |r*sin(u) >; 


torl += [(R+rcos(u))cos(v) ,(R + reos(u))sin(v) srsin(u) | 


ay # 111 


> GK(tor1); 


cos(u) 


r(R + rcoslu)) 
> MK(tori); 


1 R+2rcos(u) 
2 r(R+rcos(u)) 


> catenoid:=<cosh(u)*cos(v) |cosh(u)*sin(v) lu>; 
catenoid := [cosh(u)cos(v) ,cosh(u) sin(v) ,u ] 
> GK(catenoid) ;MK(catenoid); 


-1 
cosh‘ (u) 
0 
注意 平均 曲率 的 计算 证 实 了 悬 链 曲面 是 极 小 曲面 . 再 看 椭圆 抛物 面 ， 用 Maple 计算 和 练习 
3. 2. 13， 需 要 一 些 简 单 的 代数 操作 . 


> ellpar:=<ulvlu*2/a°2+v°2/b*2>; 
2 2 
ellpar :一 ww, 点 十 到] 
> GK(ellpar) ;MK(ellpar); 
46° as 
(abt + 4u bt + 40% at)? 


(atb + 4a’v’' + bat + 46% ab 
Ca‘ bt + 4u? bt + 4y2qt)@® 


练习 3.8.1 用 下 面 公式 写 Maple 程序 ， 计 算 高 斯 曲率 (FF 一 0) ， 


l! (@/F\, a(G_ 
K= mA A 7al ær)) 
练习 3.8.2 计算 螺旋 面 、Enneper 曲面 、 双 曲 面 及 下 述 曲 面 的 高 斯 曲率 和 平均 曲率 ， 
x(u,v) = (cos(u)cos(v) ,sin(u)cos(v) ,sin(v) +u). 

用 同一 种 颜色 着 色 有 相似 高 斯 曲率 的 点 ， 有 可 能 得 到 曲面 高 斯 曲率 的 图 像 ， 例 如 ， 根 据 高 斯 曲 
率 ， 利 用 选项 “color 一 GK(helicoid)” 对 螺旋 曲面 着 色 . 

> helicoid:=<u*cos(v) |u*+sin(v) |v>; 

> plot3d(helicoid,u=0..1.5,v=0..5*Pi » Color=GK (helicoid), 

grid=[10,40]); 

练习 3.8.3 根据 高 斯 曲率 对 Enneper 曲面 着 色 . 如 果 根 据 平均 曲率 着 色 , 又 会 怎样 ? 

练习 3.8.4 定义 pant 对 曲面 如 下 : 
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x(usv) = (usvslnVu + 2u v — 2u +u + 2v +1)). 
运行 下 列 Maple 命令 ,分析 该 曲面 的 曲率 特性 . 


pair:=<ulv|lln((u 4+2*u 2*v "2-2*u 2+v 4+2*v 2+1)“ (1/2))>; 
GK (pair) ; 

MK (pair) ; 
plot3d(pair,u=-1.5..1.5,v=-1.5..1.5,axes=boxed, shading=xy, 
lightmodel=light2, grid=[30,30] ,orientation=[-33,61]); 


> plot3d(GK(pair) ,u=-1.5..1.5,v=-1.5..1.5,axes=boxed) ; 

> plot3d(MK (pair) ,u=-1.5..1.5,v=-1.5..1.5,axes=boxed) ; 

> plot3d(pair,u=-1.5..1.5,v=-1.5..1.5,scaling=constrained, 

color=GK (pair) ,orientation=[83,147] ,grid=[30,30]) ; 

> plot3d(pair,u=-1.5..1.5,v=-1.5..1.5,scaling=constrained, 

color=MK (pair) ,orientation=[83,147] ,grid=[30,30]) ; 

有 常 高 斯 曲率 的 旋转 曲面 是 适合 Maple 做 的 计算 量 较 少 的 曲面 . 在 练习 3.7.8, 4h(u) 
满足 kK =h 时，g(w) 的 积分 公式 是 确定 的 . TIR hu) =Acoslu)#Bsinw), H 


etn) = i JI — C Asin@) + Beost) )” dt. 


VA 


WR e(u) = | VI sin du. 注意 最 后 一 个 表达 式 只 在 二 次 方 根 有 定义 时 才 有 意义 ， 下 面 


Maple 程序 画 出 了 有 常 的 正高 斯 曲率 的 图 像 ( 如 图 3-13、 图 3-14 及 图 3-15 所 示 ). 程序 的 关键 
是 利用 Maple 的 “dsolve” 命 令 解 微分 方程 ， 该 方程 对 应 于 上 述 积 (起 的 积分 (Maple 用 选项 
“type 一 numeric” 表 示 解 为 数值 解 . 选项 “output 二 listprocedure” 允 许 将 数值 解 的 值 指 定 为 变量 
“gu” 并 将 其 画 出 . “plot3d” 命 令 中 的 单 引号 ‘gu’ 避 免 了 Maple 专家 们 称 之 为 数值 解 “ 草 率 
估计 ”. 


图 3-13 K=+1 的 曲面 : 1 图 3-14 K=+1 的 曲面 : 0. 65 图 3-15 KK 二 十 1 的 曲面 ， 17 
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> plotposconstcurv:=proc(c,theta, phi) 

local X,desys,gu,s; 

if i/c>1 then s:=-Pi/2..Pi/2 else s:=-arcsin(i/c).. 
arcsin(1/c) fi; . 

X:=[c*cos(u)*cos(v) ,c*cos(u)*sin(v) ,g]; 

desys :=dsolve ({diff(g(u) ,u)=sqrt (1-c 2*sin(u) “2) ,g(0)=0}, 
g(u) ,type=numeric, output=listprocedure): 

gu:=subs (desys,g(u)); . 

plot3d (subs (g=’ gu’ (u) ,X) ,u=s,v=0..2*Pi,scaling=constrained, 
style=patch, shading=zhue, orientation=(theta, phi] ) ; 

end: 


> plotposconstcurv(1,49,78); 
> plotposconstcurv(0.65,49,78) ; 
> plotposconstcurv(1.7,49,69); 


练习 3.8.5 分 析 下 列 Maple 程序 ， 绘制 有 常 的 负 高 斯 曲率 的 旋转 曲面 (如 图 3-16, Al 3-17 
及 图 3-18 所 示 )， 解 释 每 行程 序 . 


> plotnegconstcurv:=proc(c,d,theta, phi) 

local X,desys,gu,s,h,kk,init; 

if d=0 then h:=c*exp(u); 

8:=-2.5..1n(1/c); 

init:=-1 fi; 

if c>O and d>O then h:=2*sqrt(c*d)*cosh(u); 
s:=arcsinh(~1/(2*sqrt(c#d)))..arcsinh(1/(2*sqrt(c#d))); 


init:=0 fi; 

if c>=0 and d<O then h:=2*sqrt(-c*d)*sinh(u); 

kk: =c*d; 

if kk>=-1/4 then s:=0..arccosh(1/(2*sqrt (-c*d)))fi; 
init:=0 fi; 


X:=(h*cos(v) ,h*sin(v) ,g]; 

desys :=dsolve ({diff(g(u) ,u)=sqrt (1-diff (h,u) “2) ,g(init)=0}, 
g(u) ,type=numeric,output=listprocedure) : 

gu:=subs (desys,g(u)); 
plot3d(subs(g=’gu’ (u) ,X) ,u=s,v=0..2*Pi, scaling=constrained, 
style=patch, shading=zhue, grid=[15 ,40] ,orientation= 

[theta, phi]); 

end: 


> plotnegconstcurv(1,0,41,64); 
> plotnegconstcurv(0.3,1,47,64); 
> plotnegconstcurv(0.6,0.1,49,69); 


在 这 节 Maple 的 结尾 ， 利 用 Maple 程序 找 出 K=—1 的 旋转 曲面 ， 这 将 给 那些 没有 相应 理 
解 就 信任 计算 机 代数 体系 的 人 一 点 警告 .当然 需要 求 高 斯 曲率 “GK” 的 程序 及 所 有 相关 程序 . 
> with(plots) :with(LinearAlgebra) : 


IRE A Bh, BURBS ROB xlu, v)=(h(u)coslv), h(u)sin(v)，g(u)) 的 旋转 曲面 
的 轮廓 曲线 ， 并 且 将 它 参 数 化 . 
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TT 
SU 


RV Tez 
Wid 


图 3-16 K=—1 的 曲面 : 1，0 图 3-17 K=—1 的 曲面 : 0.35 1 图 3-18 K=—1 MHA: 0.6, 0.1 


> h:=t->h(t) ;g:=t->g(t) ; 
h:=h 
人 
> surfrev:=[h(u)*cos(v) ,h(u)*sin(v) ,g(u)]; 


sur frev := [h(u)cos(v) ,h(u)sin(v),g(u) | 
利用 上 面 GK 程序 ， 求 高 斯 曲率 . 


> gauss:=simplify(GK(surfrev)) ; 


(= (PHP) (Sear) (Ee (asd) (e) 


Wana du? ats A fe. à an du 
(a rag ba be ee H we 


假定 轮廓 曲线 < 一 (4(x)，0，&(x)) 是 单位 速度 的 ， 这 意味 着 (SEC ) + (AGP) 三 1， 如 果 
将 这 个 式 子 的 两 端 微分 ， 得 


> diff(diff(g(u),u)“2+diff (h(u),u)“2,u) =diff(1,u); 
dh(u) \ (d?h(u) dg(u) \ (d’ glu) \_. 
2( du )( du’? )+2( du )( du? pra 
现在 我 们 可 以 利用 刚刚 找 出 的 两 个 关系 式 化 简 高 斯 曲率 ， 即 
> gaussK:=simplify(gauss, {diff(g(u) ,u)*diff (diff(g(u) ,u) ,u) 


= -diff(h(u) ,u)*diff(diff(h(u) ,u),u), diff (gu) ,u)*2+ 
diff (h(u) ,u)~2=1}) ; 


d’h(u) 
du’? 
hu) 


由 此 得 到 高 斯 曲率 的 表达 式 ( 假 设 轮 廓 曲线 是 单位 速度 的 ). S K= 一 1， 由 下 列 程序 解 相 应 的 


gaussK :=— 
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微分 方程 即 可 . 
> h_ans:=dsolve(gaussK=-1,h(u)); 
h _ans := h(u) = Cle" +C2e&™ 
输入 初始 条 件 得 到 h ans 的 精确 解 . 
> hh:=rhs(eval(subs({_C1=1,_C2=0},h_ans))); 
hh := e“ 


现在 h(w) 二 ee， 再 用 单位 速度 条 件 (4 妈 下) + (AE) 一 1 解 得 gC). 


> g_ans:=dsolve(diff(g(u) ,u)“2+diff(bh,u)~2 =1,g(u)) [1]; 


1 
g_ans := glu) =41 — (e™) ~ arctanh (=== } + Cl 


这 里 出 现 了 Maple 积分 程序 存在 的 一 个 缺陷 ， 通 过 计算 等 价 积分 可 获得 相同 答案 . 


> int(sqrt(1-exp(u) 2) ,u) ; 


1 
/1— (Ce) 一 arctanh( 万 二 ) 


/1— (e) 
这 是 错误 的 ， 所 以 计算 机 代数 体系 并 不 完美 ! 双 曲 正切 tanh RD 1, M- 
v1—e™ 


BEAT 1 从 代数 上 讲 ， 上 述 答 案 没 错 ,， 但 它 没有 考虑 到 仅 当 0 二 1 一 (e*)” 时 ， 才 能 定义 二 
次 方 根 。 旧 的 MapleV4( 或 手工 积分 1) 给 出 了 下 述 正 确 答案 . 用 它 作 为 g _ ans 并 对 积分 常数 取 
一 定 值 . 


> (1-exp(2*u))*(1/2)- arctanh((1-exp(2*u))*(1/2)); 168 
/1— el — arctanhG/1] — e ) 


> g.ans:=(1-exp(2*u))*(1/2)- arctanh((1-exp(2#*u) )*(1/2))+_C1; 
& _ans +=/1— e® — arctanh(/1 — e°” ) 十 Cl 
> gg:=subs(_Ci=0,g_ans) ; 


ge t= J/1— e™ — arctanh(/1 — e@™ ) 
SATE Be BT WAGE aN A ih Te SB Be SC PI 3-19 所 示 ). 


> subs({g(u)=gg,h(u)=bh}, surfrev) ; 


[e“cos(v) ,e"sin(v) »/1 — e@ — arctanh(/1 — e® )] 


> plot3d (subs ({g(u)=gg,h(u)=hh },surfrev) ,u=-2..0,v=0..2*Pi, 
scaling=constrained, shading=zhue, lightmodel=light3, 
orientation=[36,80]); 
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图 3-19 K=—1, h(w =e" 的 旋转 曲面 
现在 改 用 另 一 组 初始 条 件 . 
> hh2:=rhs(eval(subs({_C1=1,_C2=1/4}, h_ans))); 
hh2 := e" re 


RIE roset, AMEER (E) (F V 一 1 得 到 ecw). 


> g_ans2:=rhs(dsolve(diff(g(u) ,u)°2+ diff (hh2,u)^2=1, 
g(u)) [1] ) ; 


u 和 zu) 一 本 
1 Vv AC) 十 4e" 一 1)(4(Cez ) 一 4e D du+ C1 


2 :一 
g _ ans 4 = 


> gg2:=subs(_C1=0,g_ans2) ; 


gg2:= 


u 


e 


| 1 /— (Ce) + 4e" 一 1) (Ale™) — 4h Da 
4 u 


一 旦 知道 gg2 积分 的 上 下 限 ， 将 函数 代 人 曲面 参数 方程 就 可 画 出 旋转 曲面 (如 图 3-21 所 示 ). 
首先 检验 什么 时 候 平 方 根 取 负 值 ( 如 图 3-20 所 示 ). 


> evalf(solve(-(4*exp(u) ~“2+4*#exp(u)-1) * (4*exp(u)^2- 
4*exp(u)-1)=0)) ; 


0. 1882264063 ,一 1.574520768 十 3.141592654T， 
一 1.574520768,0. 1882264063 + 3. 1415926541 


> plot(-(4*exp(u)*2+4*exp(u)-1) * (4*exp(u) *2-4*exp(u)-1), 
u=-1.57..0.188) ; 


这 意味 着 可 以 用 gg2 定义 gg3， 且 积分 区 间 是 (一 1.574520768，0. 1882264063). 


> gg3:=Int(-1/4*sqrt(-(4*exp(s)^2+ 4*exp(s)-1)*(4*exp(s) 72- 
4*exp(s)-1))/exp(s) ,s=-1.5..u); 


u 6 n2s "3 2s\ Lis SSEL 
dei =f Ai (4(e*) 十 4e ICES pe tee 
—1..5 


曲 


x 
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> plot3d(subs({g(u)=gg3,h(u)=hh2 },surfrev) ,u=-1.5..0.18, 
v=0..2*Pi,style=patch,scaling=constrained, shading=zhue, 
lightmodel=light3, orientation=[36,80]); 


-14 -1.2 -l -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 
u 


图 3-20 在 (一 1. 574520768，0.1882264063) 平 方 根 有 定义 


图 3-21 K=—1, hu) =e be" ie T 


第 4 章 常平 均 曲 率 的 曲面 


4.1 引言 


大 部 分 科学 都 不 得 不 研究 构成 宇宙 现象 基础 的 数学 原理 .尽管 康德 似乎 夸大 这 一 情形 ， 宣 
称 人 类 是 先天 的 几何 学 家 ， 但 这 并 没有 夸大 物理 理论 是 基于 几何 学 的 事实 ， 从 牛顿 在 (自然 原 
理 ) 一 书 只 给 出 几何 论 到 爱 因 斯 坦 把 “万 有 引力 ”表述 为 四 维 的 时 空 几何 学 ， 再 到 当今 的 大 统一 
场 论 的 发 现 ， 宇 宙 的 根本 机 理 自 然 都 是 几何 性 质 的 . 

当然 在 说 到 大 自然 力 是 某 些 几何 结构 的 结果 时 我 们 忽略 了 一 个 事实 ， 那 就 是 我 们 每 天 观察 
到 的 现象 也 同样 依赖 于 几何 .而 且 我 们 已 经 看 到 核 冷 却 塔 采取 单 叶 双 曲 面 是 为 了 避免 不 必要 的 
压力 ， 因 此 无 需 惊 讶 其 他 类 型 的 结构 也 同样 受 几何 的 影响 ， 事 实 上 ，Frei Otto 建筑 学 派 在 其 
设计 中 就 广泛 采用 了 极 小 曲面 . 

本 章 我 们 将 简单 介绍 极 小 曲面 和 常平 均 曲 率 曲面 ， 这些 曲面 不 仅 在 数学 上 是 很 有 意义 的 ， 
也 是 科学 研究 和 应 用 的 对 象 ， 这 章 的 基本 参考 书 是 EOpre00，Oss86，Nit89，DHKW92， 
FT91]. 

表面 张力 是 由 液体 的 凝聚 力 产生 的 .将 液体 看 成 ( 极 人 性) 分 子 的 集合 ， 每 个 分 子 之 间 存 在 和 
其 他 力 相 平衡 的 吸引 力 ， 液 体内 部 深 处 分 子 受到 各 个 方向 的 力 是 平衡 的 .但 液体 表面 的 分 子 与 
位 于 液体 内 部 的 少数 分 子 相 比 ， 它 受到 源 于 液体 内 部 的 作用 力 更 强 些 ， 所 以 ， 这 些 液 体 表面 的 
分 子 就 被 带 人 液体 和 液体 表面 演绎 的 “曲率 ”中 .， 因 此 我 们 看 到 液体 形 如 水 滴 或 气泡 是 因为 表面 
张力 的 作用 ， 它 好 像 一 层 皮 肤 将 液体 凝聚 在 一 起 ， 肥 和 皂 泡 不 会 破灭 ， 是 因为 在 某 些 点 上 表面 张 
力 和 内 部 压力 抵消 了 .当然 对 于 肥皂 泡 的 情形 ， 气 泡 内 的 大 气压 力 大 于 外 部 ， 最 后 获得 平衡 . 
实际 上 ， 这 场 表面 张力 与 内 部 压力 间 的 战争 是 以 几何 上 的 坦 旋 (以 曲率 的 形式 ) 才 得 以 停火 . 

1800 4EA A, Thomas Young( 他 因 实 现 自然 光 
波 的 绕 射 实验 而 闻名 ) 和 拉 普 拉 斯 (Pierre Simon 
Laplace) 用 下 述 方法 分 析 了 表面 张力 现象 ， 考 虑 以 
下 图 形 ， 取 一 个 无 穷 小 的 坐标 补 片 ， 通 过 增加 内 部 
压力 使 其 向 外 膨胀 ， 注 意 因为 它 很 小 ， 可 以 假设 它 A 
的 前 面 和 边界 曲线 分 别 是 半径 为 R 和 R, 的 圆 的 一 
部 分 . 

计算 表面 膨胀 所 做 的 功 (用 S 表示 )， 回 忆 功 等 


于 力 X 距 离 ， 压 力 是 单位 面积 上 的 力 .， 如 图 4-1 所 
示 ， 我 们 得 到 图 4-1 表面 所 做 的 功 


W=F-D 
=p-S-+du 


=p-zy- du. 
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但 是 也 可 以 从 另 一 个 途径 计算 功 ， 那么 肥皂 泡 怎样 做 功 呢 ? 做 如 下 试验 . 取 一 个 U 形 的 
金属 丝 ， 并 在 两 端 系 上 细 强 (松弛 地 ) 围 成 一 个 环 ， 保 持 环 状 将 其 整个 浸入 到 肥皂 水 中 ， 现 在 移 
动 环 ， 看 看 发 生 了 什么 ? 细 强 被 薄 层 拉 伸 到 金属 丝 的 顶点 ， 这 意味 着 泡沫 薄 层 做 了 功 . 而 这 种 
限制 细 绳 和 泡沫 薄 层 的 就 是 表面 张力 .由 此 可 见 ， 总 功 等 于 表面 张力 工 (单位 长 度 所 爱 的 力 ) 乘 
以 面积 的 改变 量 AS， 显 然 ， 由 图 (经 过 适当 的 近似 )， 得 

AS = (x+ ér) (y+ dy) — zy, 
工 是 半径 为 Ri 的 圆 的 一 部 分 ，z 十 6z 是 半径 为 Ri 十 6u 的 圆 的 一 部 分 ， 且 它们 有 相同 的 圆心 
A. 因此 有 等 式 


同 理 


将 它们 代入 AS, 4 
AS =z(1 PR POR” 


moonlit} BE 


WR òu 很 小 ， 可 以 忽略 最 后 一 项 ， 现 在 将 AS 的 表达 式 代入 功 的 公式 W 二 TAS， 且 它 等 于 前 
面 计算 的 功 ， 最 终 有 


pry6u =Taydu (让 +s 1 ) 


R: 
p= T(z +z); 

这 就 是 拉 普 拉 斯 - 杨 方程 ， 它 表述 了 表面 张力 、 曲 率 及 薄 层 内 压力 之 间 的 基本 关系 ， 这 一 
等 式 有 着 重要 的 应 用 ， 甚 至 在 医学 领域 中 ， 例 如 肺 中 的 肺泡 就 服从 拉 普 拉 斯 - 杨 方 程 ， 它 意 昧 
着 当 压力 减 小 时 ， 为 了 防止 空气 通道 损坏 ， 必 须 减 小 肺 表面 张力 ， 而 这 正 是 化 学 表面 活性 剂 在 
肺 里 面 的 作用 ( 见 [BGH77，p. 199])， 

拉 普 拉 斯 - 杨 方程 是 说 泡沫 或 薄膜 两 边 的 压力 差 等 于 表面 张力 和 一 个 与 泡沫 或 薄膜 形状 相 
关 的 量 的 乘积 ， 事 实 上 ， 注 意 只 需 ( 暗 含 的 ) 小 坐标 补 片 的 边界 曲线 相交 成 直角 ( 故 Se-xy)， 同 


时 注意 志和 六 -是 曲面 垂直 方向 上 的 法 曲率 . 但 (由 练习 3. 1. 6) 我 们 知道 2H=1/R, 十 17R， 


曲面 平均 曲率 的 两 倍 . 

下 面 考虑 金属 丝 围 成 的 肥皂 薄 层 ， 因 为 这 里 没有 闭合 体积 ， 薄 膜 两 边 的 压力 相同 ， 所 以 
pp 二 0 且 ( 因 为 工 是 常数 ) 互 =0， 因此， 有 以 下 定理 . 

定理 4.1.1 每 一 个 肥皂 薄膜 都 是 极 小 曲面 的 物理 模型 . 
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显然 ， 表 面 张力 试图 作 一 个 尽 可 能 “ 紧 ” 的 曲面 ， 也 就 是 说 ， 在 满足 某 一 条 件 如 有 固定 边界 
或 固定 体积 的 曲面 中 ， 这 样 的 曲面 有 最 小 的 表面 积 ， 事实 上 ， 最 小 面积 这 一 性 质 蕴含 了 上 述 的 
曲率 性 质 ， 且 由 肥皂 薄 层 的 情形 引出 了 极 小 的 概念 ， 下 面 让 我 们 看 极 小 曲面 的 详细 内 容 . 


4.2 极 小 曲面 的 基本 概念 


首先 ， 让 我 们 了 解 ( 用 不 太 正 规 的 方法 ) 怎 样 求 曲面 上 的 积分 .当然 最 简单 的 曲面 是 平面 ， 
对 于 平面 我 们 做 通常 的 二 重 积分 。 处 理 曲 面 的 整个 原则 是 通过 坐标 补 片 x(u，w) 在 平面 上 做 所 
有 的 微 积分 计算 ， 然 后 转化 到 给 定 曲 面 上 ， 因 此， 也 就 无 怪 乎 我 们 要 做 相同 的 工作 ， 从 第 1 章 
我 们 知道 ， 两 个 向 量 又 积 的 长 度 等 于 它们 围 成 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 那 么 一 个 类 似 平行 四 边 形 
的 无 穷 小 曲面 的 面积 是 多 少 呢 ?因为 曲面 非常 小 ， 可 以 将 平行 四 边 形 看 成 是 由 切 向 量 x Ax, 
围 成 的 ， 所 以 它 的 面积 为 |x, Xx]. 这 个 量 近似 于 无 穷 小 坐标 补 片 的 面积 ， 这 就 是 通常 的 微 积 
分 对 象 ， 近 似 每 个 小 片 并 在 整个 区 域 上 连续 地 加 起 来 ( 即 为 积分 }， 因 此 设 x(u, vo) Bhi M 
的 坐标 补 片 ， 有 

定义 4.2.1 坐标 补 片 过 的 面积 入 。 为 

A, = || x. xx, [dudo, 

其 中 积分 区 域 就 是 坐标 补 片 定义 的 区 域 . 

进一步 ， 任 意 紧 致 的 定向 曲面 都 可 以 裁 成 有 限 多 
个 坐标 补 片 x( 实 际 上 可 取 定 向 三 角形 )， 它 们 相交 于 相 
反 定 向 的 边界 曲线 ， 这 里 我 们 不 给 出 这 个 命题 的 证 明 . 

因此 ， 可 以 通过 求 单个 的 坐标 补 片 的 面积 计算 紧 
定向 曲面 M 的 面积 


A= ITE X x, | dudv. 
注意 如 果 缺 失 少 数 几 个 点 不 会 影响 积分 ， 所 以 ， 可 以 用 
单个 积分 计算 我 们 在 此 考虑 的 含 此 点 的 所 有 坐标 补 片 的 
面积 ， 后 面 我 们 会 回 到 这 里 并 给 出 一 些 练习 ， 现 在 我 们 的 目标 就 是 利用 这 一 思想 了 解 极 小 曲面 . 
现在 开始 分 析 极 小 曲面 设 x 一 /(z+，y) 是 二 元 量 函 数 ， 取 一 个 Monge 片 *(xz，z) = 
Cu, v, fu, VVER. 由 练习 3. 2.26， 有 


图 4-2 坐标 补 片 的 定向 三 角形 


x, = (1,0,f,) Xun = (0505 fuu) 
x, = (0,1, f,) Xa = (0,0, fu) 
Xw = (0,0; fu) 
xXx = (ff,l) U = Ofo fh) 
VIFEFE 
E=1+f F= f.f. G=1+f 


=— 4 


fw fw 


JItfhtP” Sitfif ” AtPaP 
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K = —fufoo — fu 
d+ f+ fi)* > 
H = At fu + At fo fo Sf few 
204+ f.+ fi)? 
由 H 的 表达 式 得 到 下 面 的 结果 . 
命题 4.2.2 JM 是 极 小 曲面 ， 当 且 仅 当 
fa + FED HOSS of dF LMA h FY ADs 
这 个 偏 微 分 方程 称 为 极 小 曲面 方程 可 以 给 函数 附加 代数 或 几何 的 限制 条 件 定义 不 同类 
型 的 极 小 曲面 . 
练习 4.2.3 假设 要 求 的 代数 条 件 为 f(z, y=g(a2)+h(y). WEHA, H=0 等 价 于 (1 十 1 (y)) 
g (ZX) 十 (1 十 g“(z))h(y) 二 0. 分 离 变 量 及 求解 得 ( 见 4.9.44) 


FESPA Apea 
曲面 z= f(r, y) PRA Scherk 极 小 曲面 ， 如 图 4-3 
所 示 . vem 124 SSS 0 时 ，Scherk 曲面 才 有 定 


cosay 


X. Pa, JERR- F<ar<F, —F<ay< 


上 的 Scherk 曲面 . 要 了 解 不 同 的 Scherk 曲面 如 何 
连 在 一 起 ， 见 LOpr00]. 令 人 惊奇 的 是 在 18 世纪 初 
只 认识 到 悬 链 面 和 螺旋 面 是 极 小 曲面 . Scherk 曲面 
是 另外 一 个 极 小 曲面 的 例子 ， 它 是 Scherk 在 1835 
年 发 现 的 . 它 的 奇妙 之 处 在 于 考虑 了 早期 忽略 的 代 图 4-3 Scherk 曲面 
数 条 件 . 

练习 4.2.4 假设 要 求 的 几何 条 件 为 每 条 水 平 曲线 f, y= 为 直线 ， 将 获得 什么 类 型 
的 极 小 曲面 呢 ? 提示 : 

。 一 般 地 ， 若 曲线 由 隐 式 a, y= AH, WARA 
s= fafs FSS Sa — fyfs 


K 


[vf]? 
用 隐 函 数 定理 并 写 出 函数 f(z，g(Cz))=c 的 参数 方程 a(zx)= 二 (x，g (x)，c) 证 明 上 式 . 
TE 
过 名 g” sy 
(1 +g”)? 


利用 VvV/ .a =0 证 明 s——#. 再 通过 隐 函 数 微分 求 gr 


。 证 明 H=06f, +f, =| Hf. 
° 此 时 < 一 0( 为 什么 ?)， 故 fot ife=0: 
。 证 明 上 述 拉 普 拉 斯 方程 在 所 给 几何 约束 条 件 下 的 解 是 
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zy) 5A arctan (之 一 2 )+B. 


如 果 我 们 令 2-2 =ucosv, y— y =usinv, z—B=Av, WHHDAE RRR. F 
实 上 ， 要 证 明 f(x，y) 是 唯一 解 还 需要 更 复杂 的 分 析 知 识 以 及 著名 的 喻 默 尔 (Hamel) 
定理 ( 见 LGra40])， 
练习 4.2.5 称 曲 面 上 的 单位 速度 曲线 a: I>M 是 渐 近 线 ， 如 果 对 曲线 上 的 任意 点 都 有 
a’ *U=0, 由 公式 愉 。U=SCo)w 一 A(a) 可 知 ， 渐 近 线 是 沿 零 法 曲率 方向 移动 的 曲线 ， 证 
明 M 是 极 小 曲面 当 且 仅 当 每 点 处 都 有 两 条 正 交 的 渐 近 线 . 验证 螺旋 面 x(u, v)=Cucosv, usinv, 
切 的 参数 曲线 是 渐 近 线 且 在 每 点 都 正 交 ， 提示 ， 对 法 曲率 利用 欧 拉 公式 及 H=o. 
在 上 一 章 我 们 已 经 看 到 ， 非 平面 的 极 小 旋转 曲面 必 为 悬 链 面 ， 自然 地 ， 我 们 可 以 加 上 其 他 
的 几何 假设 提出 类 似 问题 . 稍 后 我 们 将 讨论 极 小 曲面 是 否 也 有 常 高 斯 曲率 .注意 下 面 的 定理 . 
定理 4. 2.6( 卡 塔 兰 定理 ) Rs 中 任意 直 纹 极 小 曲面 都 是 平面 或 螺旋 面 的 一 部 分 . 
证 明 (LBC86]) EM: xCu，v) 二 BC(w) 十 v8(u)， 其 中 不 失 一 般 性 做 如 下 假设 (1) 根据 练 
习 2.1.26 WR BER M 的 母线 ( 即 B .6 二 0) 且 有 单位 速度 ( 即 pS，B 二 1); (Dd 是 沿 8 的 母 
线 的 单位 向 量 场 ( 即 8. 6 二 1)， 所 以 6.，6 二 0， 由 这 些 假设 可 以 得 出 


x, = B+ v0" X= Xu Xx, =P XE+v XS 
E=1+2v8 + & + v'|8' |? F=0 G=1 
Xu. = P +068” Xu =O Xa = 0 


Xd) tv's + (6 XO 


"+ (8 X 6) + v6" « ( 
JE 


由 于 M BBN. H= 52-0, Ak ! 一 0， 而 /的 分 子 是 的 多 项 式 ， 


Ae (Ff Xd) HEE KDH FXO] HH. (0 XO). 

要 使 它 为 0， 每 项 系数 必须 都 为 0， 第 一 项 多 - (8 Xo) =0. 这 个 方程 说 明 厅 包含 在 由 8 和 8 张 
成 的 平面 记 为 (8 ，56) 内 ， 因 为 8 是 单位 速度 的 ， 所 以 8 和 1 互相 垂直 ， 又 由 假设 H 也 垂直 于 人 
由 于 三 个 向 量 都 在 平面 (8 ，6)? 内 ， 必 有 有 平行 于 8$， 事 实 上 8 的 长 度 是 1， 的 长 度 是 8 的 曲率 
kp» BOR P= Ees. WS p+ (86’ X56)=0. 

设 ” 的 系数 为 0， 利用 矿 ， (8 Xd) =0 推出 只 + (8 Xd) =0. BIRO EG, od. NAH 
v 的 系数 e X8 一 0， 意 味 着 YE C6 ，6)， 所 以 IE Co’, 5) 门 (8 ，6). 如 此 有 两 种 可 能 . 

第 一 种 ，¥ 可 能 在 某 点 不 平行 于 8( 所 以 它 在 某 个 邻 域 也 是 如 此 )， 那么 等 式 (6’，6) 二 (8 ，8). 
此 时 因为 ，8 和 人 在 同一 平面 ， 且 pf 和 65’ 都 垂直 于 56， 所 以 apf =86 .因为 |B8 X86|= 二 1， 所 以 
AM 的 单位 法 向 量 


u= Uta Xo) 
|i +av] |p x6 


RU Xt u 的 微分 , Af’ =«,d, p =a, WU’ =p’ Xd+p X58 二 0， 所 以 U 为 常量 ， ik M 是 平 
面 的 一 部 分 . l 
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第 二 种 ,5 在 各 处 都 平行 于 6， 因此 =a6， 进 而 8 + &=0. TP e O=0 AHEM eked e O= 
有 .6== 一 9g，6， 又 因为 所 和 6 平行 于 6，B 和 9 垂直 于 9， 所 以 


deg _ PN a 二 他 二 
du foe dere Ba Bows 


因此 曲率 “cr 为 常量 .注意 ， 若 该 常量 为 0， 则 8 为 直线 ， 曲 面 为 平面 的 一 部 分 ， 现 在 考虑 EH 
ry AA E= rds e 为 常 值 ， 则 Bp” 二 ks 56， 所 以 通常 的 公式 就 变 为 r= Xd) +o. E] 
5) 4.2.7 E0. 
从 而 rs ERE. IZA A h K A A h R A A HR Circular helix). R° 中 刚性 运动 的 
意义 下 ，B 可 参数 化 为 
Bu) = (Acosu,Asinu, Bu), 
其 中 A+B =1. MA, OFA BC’. OA AMEE, M d(u)=Ccosu, sinu, 0). 4 Atv= 
vv， 则 螺旋 面 的 参数 方程 x(u, v)=Cvcosu, vsinu, Bu). 
这 样 在 旋转 曲面 和 直 纹 面 上 加 上 两 类 最 自然 的 几何 限制 ， 就 引出 了 18 世纪 的 极 小 曲面 : 
悬 链 面 和 螺旋 面 : 
练习 4.2.8 画 出 下 列 曲面 ， 证 明 Helcat、Enneper、Scherk 及 平面 曲率 线 曲 面 都 是 极 小 
曲面 ， 并 计算 它们 的 高 斯 曲率 . 在 这 里 可 以 使 用 Maple， 不 过 要 小 心 . 如 果 试 做 Heneberg 和 
卡 塔 兰 曲面 ， 实 际 计算 之 前 要 保存 好 工作 表 . 
。 Helcat( 如 图 4-4 PIR). 对 任意 固定 的 t,xCu, v=(2' (u, v), zu, v), eu, v)), 
其 中 
x' (u,v) = cos(t)sinh(v) sin(u) + sin(t)cosh(v) cos(u) 
x’ (u,v) =— cos(t)sinh(v)cos(u) + :sin(t) cosh(v) sin(u) 


x? (u,v) = ucos(t) + vsin(t). 


图 4-4 .从 螺旋 面 到 悬 链 面 的 单 参数 极 小 曲面 族 
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。 Henneberg 曲面 (如 图 4-5 Pras). x(u, v)=(a'(u, v), ZX (uy o), Clu, Vv))， 其 中 


II 


2sinh(u)cos(v) 一 Z sinh(3u)cos(30) 


x! (u,v) 


x? (u,v) = 2sinh(u)sin(v) + Z sinh(3u) sin(3v) 


x? (u,v) = 2cosh(2u)cos(2v). 
。 卡 塔 兰 曲面 (如 图 4-6 所 示 ). 
x(u,v) =(u— sin(u)cosh(v),1 —cos(u)cosh(v) » 
4sin(u/2)sinh(v/2)). 
。 Enneper 曲面 (如 图 4-7 Bra). 图 4-5 Henneberg 曲面 


x(u,v) = (Cu— u? /3 + uv? ,v— v /3 + ww’? zx — Vv’). 


b 


图 4-6 卡 塔 兰 曲面 图 4-7 Enneper 曲面 


。 Scherk 第 五 曲面 (如 图 4-8 所 示 ). 这 一 曲面 经 常 写 成 非 参 数 的 形式 sinz=sinhzsinhy, 
其 参数 方程 为 


x(u,v) =. (arcsinh (u) ,arcsinh(v) ,arcsin(uv) ). 


。 平面 曲率 线 曲面 (如 图 4-9 所 示 ). 


cu + sinucoshv v+ccosusinhv 


光志 本 Two 三 


x(u,v) = ( 


rÆ cosucoshv) y 


图 4-8 Scherk 第 五 曲面 图 49 平面 曲率 线 曲面 


4.3 极 小 化 面积 


现在 让 我 们 更 进一步 了 解 “ 极 小 ”这 个 词 的 意义 .19 世纪 中 期 ， 比 利 时 物理 学 家 普 拉 托 
《Plateau) 提 出 下 述 问题 : 给 定 曲线 C， 求 以 C 为 边界 的 极 小 曲面 M. 普 拉 托 对 薄膜 (例如 肥皂 
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薄膜 ) 感 兴趣 ， 而 这 一 问题 就 是 在 他 的 物理 实验 中 自然 产生 的 . 下面 将 看 到 有 最 小 面积 的 曲面 ”fT85 
就 是 极 小 曲面 ， 事 实 上 ， 最 终 我 们 认识 到 对 于 普 拉 托 问题 找 解 的 一 般 方 法 就 是 寻找 一 个 最 小 面 | 
积 的 曲面 .因此 ， 普 拉 托 问题 的 另 一 个 版 本 是 求 以 C 为 边界 的 面积 最 小 的 曲面 ， 然 而 即使 面积 ”53 
最 小 的 曲面 的 存在 性 也 不 是 显然 成 立 的 ， 实际 上 ， 普 拉 托 问题 最 早 由 J. Douglas 和 T. Rado 在 
20 世纪 20 年 代 和 20 世纪 30 年 代 解 决 ( 见 [Dou31，Rad71])， 他 们 证 明了 以 下 定理 . 

定理 4.3.1 由 给 定 的 若 尔 当 曲线 生成 的 曲面 中 ， 总 存在 一 个 面积 最 小 的 圆 盘 状 的 极 小 
曲面 . 

(如 果 参 数 的 定义 域 是 单位 圆 盘 D={ Cu，v) | ww 十 之 1}， 且 边界 圆 映射 到 给 定 的 若 尔 当 
曲线 ， 则 此 极 小 曲面 是 圆 盘 状 . ) 为 证 明 这 一 问题 ， 考 虑 下 面 练习 . 

练习 4.3.2 设 C 是 zy 平面 上 的 单位 圆 . 证 明 下 述 变形 的 普 
拉 托 问 题 无 解 : 找 一 个 最 小 面积 的 曲面 ， 使 得 它 以 C 为 边界 且 经 
过 (0，0，1)， 注意 这 个 问题 其 实 是 问 : 曲面 具体 是 什么 ? ARE 
带 一 颗 长 钉 吗 (如 图 4-10 所 示 )? 这 ( 按 恰 当 的 面积 定义 ) 是 我 们 考 
虑 的 普 拉 托 问题 的 一 个 困难 点 . 当然， 从 完全 “可 微 ” 的 观点 出 发 ， 
就 没有 这 些 问题 . 271 SS 

看 一 个 较 简单 的 问题 ， 在 边界 为 C 的 曲面 中 ，M 有 最 小 面积 ”图 4-10 A E Ay te 
的 必要 条 件 是 什么 ? 可 以 通过 下 面 变 分 法 的 简化 版 本 得 到 这 个 答案 : 

假设 M: z=f(zx; y) 是 以 C 为 边界 的 最 小 面积 曲面 . 考虑 由 M 略微 变形 但 形式 相近 的 那 
些 曲面 : 


M':2'(z,y) = f(z,y) + tg(z,y). 
Hp g 是 定义 在 f 的 定义 域 上 的 函数 ， 且 当 它 乘 以 一 个 很 小 的 :加 上 了 时 ， M 上 的 点 移动 了 一 
点 ， 但 C 保持 不 变 ， 即 g jz 一 0， 其 中 C 是 f 定义 域 的 边界 且 f(C) 二 C，Mr 的 蒙 日 补 片 为 
(oa = (usv, fluso) + tglusv)). 184 
直接 计算 有 


[xi Xxs|=vVli+ fit fi + 2t(fig. t fog tt (gt gi). 
由 面积 定义 可 知 M: 的 面积 为 


A(t) = | | Ji+ er dude. 
对 上 微分 ， 


dudv. 


ai) =| | fega Ffos tt ilps 25) 
de JTF FF f+ 2tCf.g. + fg) FEEF) 


假设 z==zo AR) A, WA O)=0. 所 以 在 上 述 等 式 中 令 t0, 4 


hh mieia = at dudv = 0. 
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再 设 
fe wo- fe . 
AFEFE AFETE 
练习 4.3.3 HAE P ay 2 Q 并 利用 格林 定理 (定理 1. 6.2). 


AA eg le=0, MY 加 
| SBa t Sog gu awf | Elfa A EP + fo dt fe) = 2h. fofoly, dv 


V1+ fit fe + fit fi? 
-| (A) 
eWlit+tfit+tfi Alt fit fe 


当然 第 一 个 积分 也 为 零 ， 所 以 最 终 有 
| | site QA sO + fo + f= 2h Sefer aydy = 0, 
odu 1+ fat fa)? 
因为 这 对 所 有 的 g 都 成 立 ( 见 练习 7. 1.5 及 下 面 讨论 )， 所 以 只 能 是 
fa AF f2) + fw D+ £2) - 2h Ff = 
这 是 极 小 曲面 方程 ， 因 此 有 下 述 曲面 面积 极 小 的 必要 条 件 ， 
定理 4.3.4 若 M 面 积 最 小 ， 则 M 为 极 小 曲面 ， 
练习 4.3.5 设 M 是 定义 域 DER: 上 的 图 像 z==f(zx，y) 且 以 闭合 曲线 C 为 边界 .证 明 若 
满足 极 小 曲面 方程 ， 则 在 所 有 满足 g|c= 二 fic 的 z= 二 g(x，y) 中 曲面 M 有 最 小 面积 提示: 
(1) 曲 面 Z 由 沿 g(C) = 了 CC) 连结 两 个 图 形 构成 . (2) 在 DXR 上 取 M 的 法 向 量 场 Uy = 


( fs A (37 利 用 散 度 定理 且 U, 为 Z 的 小 片 的 法 向 量 场 


1 
FR TR Fe 
这 一 事实 ， 估 计 每 个 曲面 的 积分 ， 证 明 div(U,) 一 0( 见 LOpr00] 的 讨论 ). 


练习 4.3.6 WAH ?一 “cosh{( 莹 ) ， 经 过 点 (一 0. 6，1) 和 (0. 6，1) 确 定 参数 <， 计 算 


BRE BAS zx 轴 旋 转产 生 的 悬 链 面 的 面积 .证 明 这 一 面积 大 于 两 个 半径 为 1 的 圆 盘 的 面积 . 
所 以 如 果 原 先 的 边界 是 两 个 圆心 分 别 在 (一 0.6，1) 和 (0.6，1) 点 垂直 于 z RA, WE h 
为 极 小 曲面 ， 但 不 是 该 边界 生成 的 面积 最 小 的 曲面 ， 提示 : 利用 Maple( 例 如 “fsolve” 命 令 和 数 
值 积 分 ). 

事实 上 ， 更 多 说 明 如 下 . 设 zx， 一 zo 是 xz 轴 上 的 点 且 是 半径 为 y。 的 既定 圆 的 圆心 . 


+ ALO. 528( 近 似 地 )， 则 这 两 个 圆 盘 给 出 了 曲面 面积 的 极 小 解 ， 这 称 为 Goldschmidt 非 
连续 解 . 
. #0. 528( 近 似 地 )， 则 最 链 曲 面 是 极 小 解 ， 而 Goldschmidt 解 是 局 部 极 小 . 


。 若 0. 528<°<0. 663 GE (Pd He ) TI a BE ih T E E — YB I. 
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e T0. 663( 近 似 地 )， 则 不 存在 连结 这 两 点 的 悬 链 曲面 ， 这 可 从 位 于 两 个 环 间 的 悬 链 


面 的 肥皂 薄 层 缓慢 地 拉 开 使 环 分 离 这 一 实验 中 看 到 . 测量 了 ， AT LL Bl He KA = 
0. 663 时 ， 悬 链 面 自然 地 变 为 两 个 圆 盘 ， 对 此 问题 的 一 些 非 正 式 的 讨论 见 [Ise92]， 正 
式 的 讨论 见 [Bli46]. 最 后 对 于 Maple 的 分 析 ， 见 LOpr00]. 
44 常平 均 曲率 
现在 来 研究 平均 曲率 为 非 零 常数 的 情形 ， 在 此 之 前 先 给 出 一 个 非常 优美 的 公式 ， 也 是 今后 
研究 的 基础 ， 设 M 是 紧 的 定向 的 浸入 在 R’ 中 的 曲面 ， 单 位 法 向 量 Uae 平均 曲率 为 


X, XX, 
H, 面积 A= 上 |x, xx. |dudv. 回忆 M 是 温和 的， 意味 着 它 允 许 自身 有 交点 ， 但 在 切 平面 上 186 


必须 是 一 一 的 ， 对 于 M RERI xu, VR, RAZER x, Ax, 在 每 点 都 线性 无 关 ， 于 是 
在 曲面 上 的 每 点 都 定义 了 一 个 非 零 法 向 量 x, Xx,. Enneper 曲面 就 是 一 个 淄 人 曲面 的 例子 . 
然后 ， 正 如 我 们 在 推导 极 小 曲面 方程 时 做 的 那样 ， 通 过 M 上 的 向 量 场 V 扰动 M. 注意 这 
里 用 向 量 场 代替 函数 g， 是 因为 M 不 是 定义 在 某 一 定义 域 上 的 图 像 . 
M.y' (u,v) = x(u,v) +tV (u,v). 


M 的 面积 为 


A(t) =- X y. | dudv 


=||v x Xa, Tax Xxx XV FV, xx) FOC) dudo. 
取 对 上 的 导数 ， 并 计算 在 =o 处 的 值 ， 得 


Xa XX, 


A’(0) “(je X V, +V, X x,)dudv 
_ X, X x, _ 
=| pa. XV, — x, XV,)dudv 


=f, e (U X x.) — V, + (U X x,))dudv. 


练习 4.4.1 i P-V» (UXx,), Q=V+(UXx,), MARAE A 3. 1 节 形 状 算 子 的 
公式 ， 得 


fo. ~(UXx,) — V, (U Xx) +V + (Hx, X x,))dudv 
=- f v. (U X x,)dv +V + (U X x,)du. 


在 M 的 全 体 坐 标 补 片上 积分 ， 根 据 M 的 定向 知 沿 M 边界 的 线 积分 相互 抵消 ， 所 以 对 于 M, 
上 式 右边 为 0， 故 有 


128 RA 


A‘(O) =v. < (UX x.) — V, + (U X x,))dudv 
=- fiv- (2Hx, X x,)dudv (xx) 


187 =—|[eHU-Vvaa. ”因为 由 定义 dA = |x, Xx, | dudv 


练习 4.4.2 假设 M 是 边界 为 曲线 C 的 曲面 的 一 部 分 ， 则 上 述 沿边 界 曲线 C 的 积分 不 为 
0. 所 以 ， 若 将 C 参数 化 为 单位 速度 ， 证 明 


A’C0) =—|lenu . vaa- | V. (UX T)ds, 
C 


H T=xu 十 xov 是 C 的 单位 切 向 量 ， 进一步 ， 假 设 变化 向 量 场 总 是 沿 曲面 以 保持 边界 曲 
BQ. 也 就 是 假设 总 有 . U=0, IEB 


A’C0) =- Í V- (UX T)ds. 
C 


练习 7. 6. 12 将 表明 这 个 练习 的 重要 性 . 
现在 ， 给 出 公式 ( xx ) 的 两 个 应 用 ， 第 一 ， 因 为 M 是 一 致 紧 的 ， 所 以 可 设 V 二 x(u，v)， 进 而 
y= 二 (1 十 D)x，A(4) 二 (1 十 1)*?A， 显 然 A'(0) 二 24， 故 有 


A =- [Hu . xdA. 


这 样 就 得 到 联系 曲面 面积 和 平均 曲率 的 公式 . 以 后 将 应 用 这 个 公式 . 第 二 ， 设 了 = FU 为 法 向 
量 场 ， 当然， 它 是 我 们 希望 的 均匀 作用 在 曲面 上 由 压力 产生 的 力 场 .现在 ，U . U=1, $ 


A'O) = 一 引 AHa4 .根据 几何 意义 ， 一 个 向 量 场 的 散 度 是 体积 Vol 的 变化 率 ( 详 见 LMT88， 
p. 227])， 利 用 散 度 定理 ， 有 
Vol (0) = [| | div( fU) drdydz 


=|[fu vaA 


= [r fdA. 


回忆 散 度 (或 高 斯 ) 定 理 是 说 ， 向 量 场 V=(V1，VY:，V3) 的 散 度 divy= 93V1/9 zi 十 9V2/9 x+ 
aVi/ax eM M 国 成 的 空间 区 城 | 的 各 分 等 于 V ERT M 的 分 支 的 曲面 积分 ， 即 


Nevwan = lr: UdA, 


其 中 U 是 M 的 单位 外 法 向 量 . 于 是 有 固定 体积 ( 即 Vol (0) 王 0) 的 面积 最 小 问题 ( 即 A'(0) =0), 
等 价 于 求 出 满足 


外 aaa =o。 (对 所 有 满足 /a4 = 0 的 f) 


188] AY H. 
练习 4.4.3 证 明 这 一 条 件 意 指 H=c, 为 常数 ， 提 示 : (1) 记 H=c+(H-c)=c4 J, 
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其 中 < bs . o yaa = fcn c)dA = 0 (利用 假设 ). (3) 得 J 一 0(4) 所 以 H=c. 


显然 泡 淋 曲面 张力 即 为 上 述 情 形 ， 所 以 我 们 证 明了 以 下 定理 . 

定理 4.4.4 肥皂 泡沫 总 是 以 常平 均 曲 率 曲 面 的 形式 存在 . 

这 些 曲面 都 是 什么 样 呢 ? 在 第 3 章 中 我 们 看 到 ，1800 年 德 洛 奈 给 出 了 常平 均 曲率 旋转 曲 
面 的 分 类 ， 然 而 它们 当中 只 有 球面 是 紧 的 ( 闭 有 界 ) 且 可 嵌 人 到 Rs 中 .问题 是 存在 其 他 的 紧 的 
可 和 嵌入 的 常平 均 曲率 的 曲面 吗 ?” 换 名 话说， 自身 不 交 的 肥皂 泡 总 是 球面 吗 ? 最 初 的 答案 由 亚 历 
山大 给 出 ， 回 答 是 肯定 的 ， 为 证 明 亚历山大 的 结果 ， 需 要 用 到 上 述 公 式 以 及 Antonio Ros( 见 
LRos87]) 给 出 的 漂亮 估计 ， 在 这 些 结论 中 要 注意 几何 量 ( 面 积 、 体 积 、 曲 率 ) 和 向 量 微 积分 ( 散 
度 定理 、 曲 率 ) 间 的 本 质 联 系 ， 首先 给 出 Ros 的 估计 ， 然 后 证 明 亚 历 山 大 定理 ， 最 后 证 明 Ros 
定理 .虽然 Ros 定理 有 些 刻板 ， 但 对 其 思想 的 理解 肯定 有 几何 的 益处 (下面 是 从 EOss90] 中 
节选 的 . ) 

定理 4.4.5(Ros) MAR PARR RIAD. BRA Vol 的 紧 嵌入 曲面 .. 如 果 在 M 上 有 
H>o, Ww 


| FAA > 3Vol， 
而 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 M 为 标准 球面 . 
定理 4. 4. 6( 亚 历 山 大 ) ”如 果 M 是 有 常平 均 曲 率 的 紧 谋 入 曲面 ， 则 M 是 标准 球面 . 
证 明 假设 态 为 常数 ， 利 用 上 面 的 面积 积分 公式 及 散 度 定理 得 (其 中 U 是 内 法 向 量 ) 


A =- [nu < xdA 


= 吉 | divxdrdydz 
=3HVol, 
则 
Í 三 d4 = afaa 4 A 3Vol. 
3Vol 
由 Ros 定理 ，M 一 定 为 球面 . a 


Ros 定理 的 证 明 首先 ， 通 过 取 M 的 内 部 做 一 个 框架 S， 从 而 将 M 扩充 一 部 分 
S=(pteh(poU | pe M}, 

其 中 U 是 M 的 单位 法 向 量 ，0<e<l 且 h(p) 定 义 为 

h(p) 一 sup{r 1 是 M 上 唯一 地 到 g 最 近 的 点 ,其 中 g 是 沿 法 向 量 U Bl pp 点 距离 是 7 的 点 ). 

这 个 定义 的 意义 如 下 : 对 任意 PE M， 沿 内 法 向 量 U 方 向 考虑 该 方向 的 任 一 点 9， 对 于 直线 

Pp 十 !U 上 的 某 点 a,，p 是 M 上 与 9 最 近 的 点 ， 现 在 考虑 这 些 点 ， 并 取 这 些 点 与 M 上 点 最 远 的 距 

Sr (实际 上 ， 这 里 有 点 小 技巧 ， 很 可 能 g 点 满足 最 远 ， 但 在 M 上 却 没有 唯一 的 最 近 点 ， 例 

如 球 心 ! 这 就 是 为 什么 要 对 唯一 的 最 近 点 p 取 与 g 的 距离 的 上 确 界 . ) 
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因为 在 估计 中 要 用 到 DD 的 体积 V， 所 以 才 考 虑 过 S， 将 会 看 到 
Vol(D) = Vol(S). 
S 的 体积 可 以 方便 地 用 曲率 来 计算 . AUER. PAE RAT UAB, KH ACP) 
的 定义 可 知 ， 因 为 壳 的 每 点 都 位 于 唯一 的 M 的 法 向 量 上 ， 当 然 ， 可 能 壳 的 边界 有 重 全 (以 球面 
为 例 ) 但 这 不 会 影响 体积 ， 因 为 边界 仅 是 2 维 的 . 

第 二 ， 取 任意 gq€ D， 并 设 d 为 到 M 的 距离 ( 即 到 M 的 最 近 点 )， 显 然 沿 垂直 于 M 的 直 
线 就 可 得 到 这 个 距离 。 总 之 ， 若 用 BC(q，d) 表 示 阅 心 为 g 半径 为 d 的 闭 球 ， 则 Bq, OHARA 
含 M 上 的 点 ，3 B(g，q) 表 示 球 Bl(lq，d) 的 边界 ， 至 少 包含 最 近 的 PCM. BBM q 到 pB, d) 
中 的 半径 ， 且 在 这 一 半径 上 任 取 g. hr 是 沿 半径 g 到 p OR. RAR p BS, Bid’, r) 
位 于 Bq, OMAR. RU p 是 M 上 唯一 的 一 个 实现 gq 到 M 的 距离 > 的 点 ， 所 有 这 些 gq 在 定 
义 的 h(p) 的 集合 中 ， 现 在 因为 g 可 以 任意 接近 g， 所 以 g 的 距离 的 上 确 界 就 是 4， 当 然 ， 可 能 
有 其 他 点 在 集合 内 ， 但 是 有 d<). 这 意味 着 ， 由 壳 S 的 定义 ，gES， 从 而 了 的 点 都 在 壳 S 
上 ，S 只 会 在 二 维 边 界 重 又 ， 因 而 ，D 和 S 的 体积 必然 相同 . | 

现在 ， 若 M 有 局 部 参数 化 x(u，v)， 那 么 过 S 的 参数 方程 可 如 下 给 出 : 

ylusvst) = xCu,v) + UCu,v). 
注意 ， 因 为 过 是 3 维 的 ， 所 以 需要 3 个 参数 ， KH, 0X<t<h(p)=h(u, v), p=xlu, v). W 
在 S 的 一 个 小 厚 块 可 看 作 由 yo yo My 决定 的 平行 体 ， 厚 块 的 体积 为 | (y.Xy,)，y,|. SH 
体积 为 


ACuyv) 
Vol(S) =f |a X ya) + y: | didudv. 


为 确定 被 积 函数 ， 假 设 参数 曲线 xu, vo) AM xu, v) HBR. B kx =S) =V U= 
—U, Ř k:x,=S(x,)=—V, U=—U,, W 

Ya =x, +U, = (kx 和 ye = x, +U, = (1 — k:t) X.. 
MAW kı tk: =2H Hkik:=5K, WIE yX y, =(1— kt) lt) (x, Xx,) = (1—2Hi+ Ke’) 
(xsXx,)， 而 及、K 不 依赖 于 参数 的 选择 . 所以， 尽管 这 个 公式 是 通过 假定 x, 和 x。 是 主 向 量 
才 得 到 的 ， 但是， 对 于 一 般 情况 ， 这 个 公式 仍然 成 立 ! YR, y =U, 即 |(y,Xy,)，y,|= 
|1—2Ht+Kť | |x, Xx。| 且 , 


hlu,v) 
Vol(S) li | Oy, X yu) © y, | didudv 
hluo) 
SJ (fi T 11 atte + ee} le x x I dudo 
ACusv) 
=| (| |1— 2H: + Kt’ |de}dA 
M \J0 


ACuyv) 


由 壳 的 体积 表达 式 ， 我 们 看 到 体积 和 主 曲率 联系 密切 ， 事 实 上 ， 可 由 以 下 的 估计 给 出 它们 与 函 
数 h(p) 之 间 的 关系 : 


1 
hip) = max{k, Cp) sk: (p)} ’ 
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此 估计 对 所 有 pe M 都 成 立 ， 为 什么 会 这 样 ? 设 g 是 p 沿 法 向 量 与 之 距离 为 h(p) 的 点 ， 则 
开 球 Bl(g，h(p)) 不 包含 任意 M 上 的 点 . BA p EMNB(gq,，h(p))， 则 它 与 g 的 距离 小 于 
h(p). 对 半径 上 任意 趋 近 4 点 的 g 点 ，g 到 p' 的 距离 小 于 g 到 zp 的 距离 ， 这 与 4(p) 的 定义 
HAE. 

练习 4.4.7 证 明 最 后 一 个 命题 . 提示: (1)h(p) 是 上 确 界 ， 故 存在 序列 g 一 g,"p 是 M 上 
沿 法 向 量 与 q 最 近 的 点 . (De pE., Ng 到 M 的 距离 小 于 g 到 p 的 距离 (3) 因 为 对 所 有 
接近 g 的 g 都 为 真 ， 故 序列 gq ->g RAE. 

Ak, Bq, hip ABA M 上 的 点 , 球 Blg,，h(p))，S(q，h(p)) 完 全 位 于 六 的 封闭 区 
域内 ， 特 别 地 球面 位 于 M 内 ， 且 在 p 点 相 接触 ， 这 意味 着 Sla, KODE p 点 各 个 方向 的 法 曲 
率 都 比 M K. (相反 估计 比照 定理 3. 5. 3 的 证 明 . ) 当然 球面 的 法 曲率 为 常数 且 等 于 半径 的 倒 


数 ， 此 时 法 出 率 总 是 可 UJ， 可 得 要 证 的 不 等 式 
上 面 的 不 等 式 是 说 如 hp)<<1,， khi. 所 以 如 果 OLLAD), kD AU—kOIER, A 
[Qh kD |de= in ARADA kt dz. 
由 该 法 曲率 不 等 式 及 几何 -算术 均值 不 等 式 ab< (L), 
oy no 4 

(1— ap") =(1 pt) (1 icp’) 

<1 — 24,00 — kt) 

<0- H. 


2 


1 1 
At Hp a eh) ， 于 是 


AC p) H 
| , ko -kd < | (1— H)? dt = L, 
0 0 3H 


从 而 
ACP) _ | 1 
Vol(S) = im (1 > kt) (1 — k:t)dtdA < | 3 再 时 


这 正 是 我 们 想 要 得 到 的 ， 最 后 ， 注 意 等 号 成 立 ， 则 (1 一 已 蕊 (1 一 已 六 和 妥 (1 一 互 D): 中 的 等 号 也 
成 立 . 
练习 4.4.8 HOROA k OSA H? 4 AAM k= k, 处 处 成 立 ， 
因此 ， 等 号 成 立 当 且 仅 当 M 上 的 点 都 是 脐 点 .由 定理 3. 5. 2 知 当 且 仅 当 M 是 球面 . 
亚历山大 定理 的 结果 引出 堆 普 夫 猜 想 ， 常 平均 曲率 的 浸 人 曲面 都 是 球面 ， 最 近 几 年 才 证 明 
这 个 猜想 是 错误 的 ，H. Wente[ Wer80] 第 一 个 构造 出 漫 人 RR 的 常平 均 曲率 圆 环 面 .. 由 于 
Wente 的 工作 ， 得 到 了 很 多 有 关机 械 学 的 重要 结论 (如 例 )， 我 们 并 没有 全 面 讨 论 平均 曲率 ， 还 
遗留 了 许多 有 意思 且 重 要 的 问题 ， 希 望 上 述 简要 的 介绍 会 引导 读者 作 进 一 步 的 研究 . 
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4.5 调和 函数 


现在 开始 讨论 极 小 曲面 与 数学 其 他 分 支 的 联系 ， 并 且 在 后 续 的 章节 中 进一步 研究 这 些 联 
系 ， 理 解 与 这 个 课题 相关 的 数学 和 自然 科学 是 值得 的 . 

在 数理 方程 中 研究 的 一 个 重要 的 偏 微分 方程 是 拉 普 拉 斯 方程 或 势 方 程 . 在 2 EEE LS te 
中 ， 拉 普 拉 斯 方程 为 
FB ,FB 

ax’ ay’ = 0. 
《在 其 他 坐标 系 下 可 以 找到 该 六 方程 在 高 维 情形 下 的 类 似 版 本 . ) 这 个 等 式 描述 了 稳 态 的 温度 分 柄 、 
菏 膜 的 振动 位 移 、 万 有 引力 及 电势 . 

JEM 4.5.1 实 值 函 数 B(xz，y) 称 为 调和 的 (harmonic)， 如 果 它 所 有 的 二 阶 偏 导 数 是 连续 
的 ， 并 在 定义 域 的 每 点 都 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 

定理 4.5.2 若 /(z) 一 w(xz，y) 十 v(x，y) 是 复 解 析 浮 数 ( 即 在 复 平面 的 区 域 的 任意 点 导 
数 f(z) 都 存在 )， 则 ulr, youl, yp. 

例 4.5.3 设 f(z)= 二 z?， 其 中 z=z 十 iy， 则 

z 二 (ziy)? 

=x + 2izy — y’ 

=(2? — y’) +i(2zry).- 
FELL, Re(2?)=ulr, y)=2?—y’, Im(2*)=v(2, y) =2ry BH f(z) 一 xz? 导出 的 特殊 的 调和 
函数 ( 称 为 调和 共 力 )， 为 验证 这 一 点 ， 注 意 4 的 偏 导数 ,二 2x,， u, =— 2y, un 一 2， Uy = 2, 
则 “满足 拉 普 拉 斯 方程 v 十 ww, 二 2 十 (一 2) 二 0， 类 似 地 ，wv 的 偏 导数 v= 二 2y,， v,=2r, ve =0, 
Vy =O, Mv 满足 拉 普 拉 斯 方程 v,, 十 v,, =0+0=0. 

ay 4.5.4 RSS, hhe=rctiy. HA 太 的 实 部 .这 一 调和 函数 产生 了 著名 的 马 
.计算 马鞍 面 的 曲率 函数 ， 并 画图 . 

伦 调 和 函数 的 性 质 ， 想 象 它们 在 Rs: 中 的 形状 常常 是 有 用 的 .在 前 面 的 例子 中 ， 两 个 
调和 函数 的 图 像 就 是 标准 的 “马鞍 面 ” 然而 并 不 总 是 这 么 简单 ， 还 有 更 复杂 的 调和 函数 的 图 
像 ， 肥 气泡 就 是 一 个 例子 ， 一 般 而 言 ， 不 能 说 调和 函数 的 图 像 是 极 小 曲面 .考虑 前 例 中 的 调和 
函数 x(rx，y) 二 zx? 一 y， 对 于 相应 的 蒙 日 片 计算 H, 4 


A 


H = 2 十 422) 一 2(1 士 4z) 4y = 43" 
201+ 42? + 4y?) 1+42? + Ay 


显然 ， 这 个 曲面 的 平均 曲率 不 恒 为 零 ， 类 似 地， 一 般 极 小 曲面 也 不 是 调和 函数 的 图 像 ， 关 于 任 
意 肥皂 泡 曲面 的 参数 方程 ， 我 们 知道 很 少 ， 从 普 拉 托 时 代 开 始 ， 对 于 给 出 有 最 小 面积 的 曲面 的 
明确 的 参数 方程 ， 即 使 边界 相对 简单 ， 也 被 证 明 几 乎 是 不 可 能 的 . 

那么 一 个 自然 的 问题 就 是 怎样 用 一 个 极 小 曲面 逼近 调和 函数 ” 先 考虑 平面 . 形 如 az 十 by 十 < 
的 函数 = 一 @(z，?) 显 然 是 调和 函数 (这 里 的 变量 z 不 是 复 变量 ， 是 三 维 正 交 笛 卡 儿 坐标 中 竖 直 
方向 的 坐标 )， 那 么 如 果 曲 面 接近 于 平面 会 怎样 ? 类 似 于 上 面 证 明 面积 最 小 的 曲面 即 是 极 小 曲 
面 的 讨论 方法 可 以 证 明 在 这 一 情形 下 将 面积 减少 一 圈 的 函数 $B 也 是 调和 函数 . 
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练习 4.5.5 假设 函数 z 二 f(x，y) 的 图 像 由 已 知 的 曲线 张 成 ， 且 在 该 曲线 张 成 的 曲面 中 
面积 最 小 .进一步 假设 SHAPE SRA. BA, A. AR 很 小 ， 所 以 可 


以 用 \/ (HELLERI) =1 十 去 [及 十 及 ] 很 好 地 近似 曲面 积分 中 的 被 积 函数 /I 二 严 干 声 ， 那 
么 不 考虑 常数 项 1 以 及 因子 万， 相应 的 面积 积分 为 


A = ur + f2)dady. 


现在 改变 z= 二 /(+，y) 得 到 相近 的 曲面 xz (x，y) 一 f(x，y) 十 tgC(x，y)， 利 用 上 面 的 面积 积分 ， 
计算 定理 4. 3. 4 中 的 导数 ， 证 明 f 是 调和 的 ， 见 [LCH531. 

可 是 大 多 数 情况 下 ， 当 极 小 曲面 与 平面 相差 比较 大 时 ， 它 的 图 像 与 一 个 真正 的 调和 函数 的 
图 像 相差 很 大 ， 当 4 阶 微分 不 能 忽略 时 ， 上 述 讨 论 就 不 成 立 ， 肥 皂 泡 不 能 很 好 地 逼近 调和 函数 
的 图 像 . 

当 曲 面 的 参数 方程 是 等 温 坐 标 (isothermal coordinate) HT, 极 小 曲面 和 调和 函数 之 间 存 在 一 
个 很 有 趣 的 关系 .参数 方程 x(x，u) 称 为 等 温 的 (isothermal) ， 若 E=G, F=0. H 4.7 节 可 知 每 
个 极 小 曲面 都 有 等 温 坐 标 下 的 参数 方程 ， 当 使 用 等 温 坐 标 参 数 时 ， 拉 普 拉 斯 算 子 Ax = 二 x 十 x,。 
和 平均 曲率 有 着 紧密 联系 .回忆 3. 4. 3 的 公式 ， 对 正 交 坐标 系 有 下 述 公 式 : 


— E, — E, 

Xan = Fp" zg% TU, 
_E, G, 
Xw = gpk + ake + mu, 

CG G, 
Xv = QR + zg» + nU. 


定理 4.5.6 wR ERAH xF, M Ar 至 ,十 xz 一 (2EH)U. 
证 明 因为 ==G，F=0， 所 以 


Xu tx, = (Fx. 一 Fee, +1u)+ (— Gay, 十 Sex, + nU) 


-En _E. — E E, 
E TU a ope + U 
=(U+n)U 


l+n 
2E 


当 上 二 G，F=0 时 ， 由 平均 曲率 公式 


H= E tEn _ lin 
2E 2E’ 195 


所 以 x 十 x =(2EH)U. | | 
推论 4.5.7 HM: x(u, v=(a'(u, v), (u, v), lu, v)EERRRHE, 则 È 
为 极 小 曲面 当 且 仅 当 zl，z2，za HBF BK, 
证 明 如 果 M 极 小 , 则 互 =0， 由 前 面 定理 知 x 十 x 一 0， 所 以 x 调和 ， 另 一 方面 ， 候 


=2E( Ju. 


134 RA 


Bz’, 2’, À AVM BRM, M dM, Mx +x. =0. He BT 2 2 EDU = 0. 也 是 单位 
iH, E=x,+x,40, WH=0, Mili M 极 小 . ff 

这 一 结论 将 在 下 面 几 节 极 小 曲面 的 讨论 中 起 主要 作用 . 实际 上 ， 它 把 极 小 曲面 的 几何 理论 
和 复 分 析 中 的 常见 方法 很 好 地 联系 在 一 起 ， 更 多 讨论 见 [Opr00]， 还 有 一 些 很 好 的 参考 书 ， 如 
[Nit89，DHKW92，Oss86，Boy59，Tho92，HT52，Ise921， 特 别 地 ，[Nit89，Introduction] 和 
LHT85] 中 提供 了 极 小 曲面 的 历史 、 发 展 、 计 算 及 它 在 科学 、 工 程 和 建筑 上 的 应 用 .现在 回 到 
极 小 曲面 和 复 分 析 的 联系 中 来 ， 首 先 回顾 复 变 量 中 的 一 些 概念 . 


4.6 复 变量 


在 上 一 节 的 结尾 提 到 了 极 小 曲面 与 复 分 析 之 间 存 在 着 密切 联系 ， 首 先 介绍 一 些 复 变 量 的 基 
础 知识 ， 它 也 是 上 述 关系 的 基础 . 

令 i 表 示 v 一 1，C =({z=z+iy | xz，yER ) 表 述 复 区 域 .函数 f/: CoCHe 点 连续 ， 如 
Flim f(2) = f(z). 车 对 开 集 DD 中 任意 点 zo。 都 成 立 ， 则 称 f FED 内 连续 . 函数 /在 zoEC 复 


TH, WR 
lim + fœ — fe) 


存在 ， 此 时 ， 用 f(z) 表示 该 极限 ， 车 对 开 集 DD 中 任意 点 ED 上 述 极限 都 存在 ， 则 称 f 在 
D 内 是 解析 的 Canalytic) 或 全 纯 的 (holomorphic)， 注 意 ， 虽 然 这 一 定义 类 似 于 通常 的 单 变量 微 
分 定义 ， 但 它 更 强 ， 因 为 z 可 以 从 任意 方向 沿 任意 路 径 接 近 z。 这 一 点 会 给 我 们 带 来 方便 ， 总 
之 ， 因 为 了 的 值 域 为 C， 可 令 f= fati =k, y+ipla, y), 其 中 #$ 和 yy 为 两 个 实 变 
量 x，y WAR. BASH Sf 的 实 部 (real part), pA f 的 虚 部 (imaginary part)， 现 在 假 


设 上 述 极限 存在 ， 计 算 2=iy>z 二 iy, 这 一 特殊 情形 . 


lim $( x5 sy) + ig (xo ry) —_ [$( xo syo) + igre » Yo )] 


I=» iCy — yo) 


lim $xo sy) — $( 20 s Yo) + Igo sy) — iylxo, yo) 


2 一 20 iCy 一 Yo ) 


m $x sy) — $xo s Yo) 4 if zo sy) — igl zo + yo) 


lim iCy — yo) iCy — yo) 


练习 4.6.1 证 明 当 zx>z, 二 zx, 时 ， mys, ae 


当然 ， fez ii 可 微 ， 则 它 的 两 个 极限 都 等 于 Can), Hh 


a _ ap 3 一 30 
dx dy’ ay ox . . : ED 
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这 就 是 柯 西 - 黎 曼 方程 ， 事 实 上 ， 上 述 的 分 析 过 程 可 以 用 来 证 明 SED 上 是 全 纯 的 当 且 仅 当 
2$, $, Oy 3 存在 且 在 D 上 连续 ， 以 及 使 得 柯 西 - 黎 曼 方程 成 立 ， 注 意 这 里 并 没有 证 明 ， 


ax’ ay’ ax’ 

A f 是 全 纯 的 ， 则 f OER SRS. o RFE. 
练习 4.6.2 证 明 f(x) 一 zx? 为 全 纯 的 ， 且 直接 由 极限 和 柯 西 - 黎 曼 方 程 计算 f(x). 
练习 4.6.3 z=xtiy WRH Ar 二 x 一 iy， 证明 F(z) 一 z 不 是 全 纯 的 . 


练习 4.6.4 z 一 z 十 iy 的 模 (modulus) |z| 一 Vz 干 好 一 Vzz、 若 fle)=u+iv, f(z)= 


u-iv, Wi f|=/@ FHV Ff. TERS aR 的 模 | /为 常 值 ， 则 f 本 身 为 常 值 . 
假设 了 是 全 纯 的 ， 因 为 混合 导数 相等 ， 所 以 由 柯 西 - 黎 曼 方程 可 得 
ay ap _ 9 a 9 ay 
ax? dy: axay ayax 
-Üp ep 
axdy aydx 
一 0. 


故 $ 和 (类 似 地 )y 满足 拉 普 拉 斯 方程 A= 0 (其 中 a= 242, z )， 所 以 它们 是 调和 函数 ， 反 


2, pEr, 的 二 阶 可 微 的 调和 函数 ， 则 在 同一 开 集 上 存在 另 个 调和 函数 py， 使 得 f= 
Stig ASH). 这样 的 调和 函数 点 和 少 称 为 共 雹 调和 (harmonic conjugates)， 从 现在 开始 ， 为 
方便 起 见 ， 记 号 加 表示 对 之 的 偏 导数 . 
练习 4.6.5 设 $==z’ 一 yy， 用 如 下 方式 找 出 它 的 苍 调和 函数 ， 由 柯 西 - 歼 曼 方程 $. 一 
vy KE 对 yy 积分 得 到 只 含有 < 的 函数 y， 再 利用 g, =p 确 定 函数 ， 结 果 令 人 这 异 吗 ? 
通过 计算 通常 向 量 的 线 积分 可 得 复 变 函数 的 积分 . 假设 f=d+ip ER, ya): [a, b] >C 为 曲 
BR. 定义 fy 的 积分 为 


fs = | Frwy dt. 


练习 4.6.6 证 明 | f= | y de— pey dyti| zy)dy 十 wzvy)dz ， 其 中 右边 的 
积分 为 实 变量 的 线 积分 ， 
练习 4. 6.7 假设 /是 全 纯 的 ， 且 在 闭 曲线 y 上 和 其 内 部 连续 可 导 ， 对 练习 4. 6. 6 中 的 每 
个 积分 应 用 格林 定理 ， 证 明 fs =0. 这 就 是 柯 西 定理 ， 由 此 证 明 全 纯 函 数 的 积分 仅 依赖 于 端 
点 而 与 积分 路 径 的 选择 无 关 . 
对 我 们 来 说 最 重要 的 就 是 记 住 复 积分 的 微 积分 基本 定理 ， 即 若 上 是 全 纯 的 ， 则 
fr = f(b) — fla). 


因此 许多 通常 的 微 积分 公式 在 复 分 析 中 也 成 立 . 
为 了 以 后 的 方便 ， 我 们 考虑 复 坐 标 下 的 坐标 补 片 x(4，v)， 记 zw 十 iv，zZ 二 wu 一 iv， 引 入 
下 述 复 偏 导 记 号 
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2-32-12). ArAnA) 


这 种 记号 的 好 处 在 于 可 以 很 简单 地 判断 f 是 不 是 全 纯 的 . 
练习 4.6.8 证 明 /是 全 纯 的 当 且 仅 当红 一 0 
练习 4.6.9 证 明 
Af fu + fo = 4(2($4)). 


4.7 等 温 坐 标 

如 4.5 节 所 见 ， 要 把 复 分 析 应 用 于 极 小 曲面 理论 ， 就 必须 证 明 极 小 曲面 上 等 温 坐 标的 存在 
HE. IZA xu, DESY, WR E=x, e xx, ex =G, F=0. BEE, AW 
曲面 都 存在 等 温 坐 标 ， 当 然 这 一 证 明 比 下 面 给 出 的 ( 见 OssermanLOss86]) 极 小 曲面 的 情形 困难 
很 多 . 

定理 4.7.1 任意 极 小 曲面 MCR? 存在 等 温 坐 标 . 

证 明 国定 点 mE M， 选 择 R’ 中 的 坐标 系 使 得 m 是 原点 ，M 的 切 平面 TT,M 是 zy 平面 ， 
A m 附近 M 是 函数 z= 二 f(x，y) 的 图 像 ， 由 商 以 及 链 式 法 则 ， 得 


(4), 7 (45) =~ [f+ =f fay + fy A+ fe] 
(=A), 7 (40°), _ [f+ Sff fy + fy At fol, 


HH wHVIt+ fit fi. Be AWB p= f =f, AM BH, 了 满足 极 小 曲面 方程 
Fa AHSS So Ffy AHIO, 


AE )e—(22)y=0. 定义 zy 平面 上 的 两 个 向 量 场 
va (SE) 和 w= (Ee), 
w 


对 任意 包含 在 单 连通 区 域 尺 上 的 闭合 曲线 C 应 用 格林 定理 ， 得 
lve, (ees 


[w= JCE) — (22) andy =o. 


因为 及 内 所 有 闭合 曲线 的 线 积分 为 0， 所 以 V， ey, FE u p 


满足 grad 一 YY，grad(p) 一 多 (避免 与 共 变 徽 商 产 生 混淆 ， 用 “grad" 表 示 梯 度 )， 从 所 考虑 的 
坐标 来 看 ， 这 些 方程 说 明 p, ATP, p=, pb, ltd gy 


w ` 


T(z,y) = (x + pla y) y +polz,y)) 
定义 上 映射 T: R>R. 
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这 一 映射 的 雅 可 比 和 矩阵 为 


2 
14+ ibe Pq 
yom =| A Ms |e ™ 2o 
Pr l +p, pq 1 pit 
w w 


此 矩阵 的 行列 式 detJ(T) =F" 0, HARREM, Ze m 二 (0，0) 附 近 存 在 光滑 的 反 函 数 


TG, v)=(z, y), H 


1 十 人 — Pes, 
w a, 1 me (OTe — pq ] 
一 如 Leet G+ we — pq wtl+p 


1+ 一 一 一 


ly = 一 1 
ITD = JT) ie | 


由 雅 可 比 和 矩阵 的 定义 ， 最 后 一 pore 
g] 
Yu Ye 
我 们 将 利用 上 述 计 算 证 明 下 面 的 坐标 补 片 ( 在 上 面 描述 的 uv 坐标 下 ) 


x(u,v) Erlu, v) yuv), fCxlusv),ylu,v))) 
为 等 温 的 ， 首先 计算 


x = (SEHT A (GPS) +e(ats)) 


dtu Fo P atu: 
Al 
ee 
“Ge aray w+i+ta) 二 Pg 二 PP(wi+l+g)? 


-etre +p] 


=r arol te” (l+q+ p’)] 


2 
— w 
BETA m 
练习 4.7.2 通过 计算 
pq wtlt?’ pq wtl+t p’ 
ws (aah (F w)? ETSL )+al (1 F w)? )) 


证 明 G=x,°+x,=E, F=0. 因此， 坐标 补 片 x(x， 切 是 等 温 的 ， 
练习 4.7.3 EM: x(u，v) 是 等 温 参 数 的 曲面 ， 证 明 平 均 曲率 公式 可 以 化 简 为 H= 
所 以 车 M 极 小 ， 则 1 二 一 


Ltn 
2E" 


4.8 Weierstrass-Enneper 表示 


从 现在 开始 若 无 特别 声明 ， 极 小 曲面 M 都 用 等 温 坐 标 补 片 x (wu，v) 表 示 ， 令 z 二 u 十 iv 表 
示 对 应 的 复 坐 标 . miZze=+(2-i2). 因为 w= 222, y= IT) ， 可 记 


2 
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xlz,z) = (a1 (z,z) sz? (zsz) ,XI (Zz,Z)). 
将 xz'(z，z) 看 作 是 恰好 取 到 实 值 的 复 变量 西数， 我 人 有 一方 (z; 一 iz;)， 定 义 


ah OX 一 
$= i 


为 了 更 精确 地 研究 %， 我 们 采用 下 面 记号 :， (= HH, |e]? = |z|? + |z|? + 
[之 上， 其 中 |z| AP FiA z 的 模 . 首先 注意 Cz)? 一 子 (Cz)? 一 (zt)? 一 2izizi)， FY x(u, v) 
为 等 温 的 ， 所 以 


(z! x ox). 


Cri) 一 Da -iD ae! ) 


C{xu |? — [x |? — 2ix, + x.) 


($)? = 


| 
e ej= =| =l- 
i 


(E—G-— 2iF) 


ll 


通过 比较 实 部 和 虚 部 可 见 反 过 来 也 是 对 的 . BN, ACH)? 二 0， 则 该 坐标 补 片 必 为 等 温 的 . 
练习 4.8.1 WED |p= E0. 


最 后 ， 因 为 x Gia. MUZ (Z) laso, ARA Eee RZ. 


样 的 计算 表明 ， 若 每 个 皮 全 纯 ， Ma 调和 ， 因 此 M 极 小 ， 综 上 所 述 可 得 下 列 定理 . 

定理 4.8.2 假设 x 是 M 的 坐标 补 片 ， 令 一 实 且 假设 (#)? 二 0( 即 x 等 温 )， 则 M 极 小 当 
AAR EAR Oi 全 纯 . 

SETS 全 纯 时 称 #$ 全 纯 、 上 述 结果 表明 ， 对 于 任意 的 极 小 曲面 ， 在 任意 点 的 附近 都 可 以 
HHE =0 的 三 元 全 纯 函 数 =, P, PRR. 此 时 可 以 通过 下 面 的 公式 构造 极 小 曲面 
的 等 温 坐 标 补 片 . 

推论 4.8.3 zri(z,z) = c; +2Rel gdz. 

证 明 因为 z= 二 wu 十 iv， 记 dem du bide seas id ti 和 的 简写 )， 则 

gdz = Hai — izi) (du + idv)] = T [ridu + xidu + i(xide—xidu)), _ 
Fidz = Heei + izi) (du — idv)] = JCaidu + zidu — iCzidv— xi du)]. 
那么 d= det E Z=$det+Pidz=2Regdz, MATI r'. m 
z ， 


由 此 ， 构 造 极 小 曲面 问题 就 归结 于 求 满足 (内 : 一 0 的 函数 P= CH. e, P. MRE 
$ 的 好 方法 是 ， 取 全 纯 函 数 f 和 亚 纯 (meromorphic) 函数 gts fe? 全 纯 )， 令 
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# = Afas, P= ISOH, P= fe. 
练习 4.8.4 TERA Lo HCH)’ =0. 
练习 4.8.5 证 明 ey P 
函数 g 是 亚 纯 的 ， 如 果 它 所 有 的 奇 点 都 是 极点 ， 即 在 每 个 奇 点 zo 周围 都 存在 洛 朗 展开 (广义 的 
MVR) g(z) 一 te ty atest isea, ibn 为 某 一 有 限 数 ， 系 数 由 8 


Zo)” 
决定 ， 对 我 们 而 言 ， AENHUM RRM BE mae 8(z) 二 P(z) Q(z)， 其 中 P，Q 是 多 项 
A. 因此 ， 可 得 
定理 4. 8. 6(Weierstrass-Enneper 表示 TI) 若 f/ 是 DD 上 的 全 纯 函 数 ，g EH, fo? 全 纯 ， 
则 xY(z，z) 一 (ZICz，Z)，z2(z，z)，za(z，z)) 定 义 了 一 个 极 小 曲面 ， 其 中 


2 (2,2) = Re| fQ — g?)de 
z? (z, z) = Re|irG + g?)de 
x(z,z) = Re2| fede. 


在 看 例子 之 前 ， 需 要 注意 Weierstrass-Enneper 表示 的 另 一 形式 ， 假 设 g 是 定义 域 D 上 的 
全 纯 函 数 ， 则 反 函 数 g hea. 将 g 考虑 为 新 的 复 变量 + 一 g， 则 dr 一 g'dz， 定义 F(z)= 
JVg ， 得 Fr)dr= fdz. MRA Re, MEORE, WAU EER. 

定理 4. 8. 7( Weierstrass-Enneper 表示 I) 对 于 任意 全 纯 函 数 Fr), x(z, Z)=(2"(z, Z), 
az, z), D(z, ZV)RAI-fR > OH, HP 


2(2,z) = Refa 一 zz)FCrdr 
z? (2,3) = Refia 十 zz)FCoDdr 


xi(z,z) = Re2| FoDdr 
注意 相应 地 
$= (FOT MFO). F0+ DFO FO). 


这 一 表示 说 明 任意 全 纯 函 数 F(r) 可 以 定义 一 个 极 小 曲面 .当然 不 能 苛求 任意 一 个 函数 都 能 通 
过 复 积分 给 出 一 个 很 好 的 公式 .但 是 我 们 可 以 直接 从 极 小 曲面 的 表示 中 得 出 很 多 相关 信息 .为 
了 从 表示 的 角度 考察 一 些 标准 的 极 小 曲面 ， 草 先 回忆 复 分 析 中 的 基本 函数 为 此 记 z=utiv, 
定义 


e = e“(cosu+-isinv) 和 log(z) = In/w? +v + iarctan( 2). 
这 里 没有 精确 考察 log 函数 的 分 支 ， 这 些 技术 性 的 工作 并 不 是 我 们 的 重点 .利用 e* 的 定义 ， 可 


140 第 4 新 


以 定义 


ez 一 e ez 十 e 
sinz 一 一 


- ， cosz = ; 
21 


ex 一 e h e*+e* 
COSDnZ = -> 
2 ° 2 


sinhz = 


选择 这 一 定义 的 原因 之 一 是 它 可 以 拓展 到 同名 的 实 函数 ， 例 如 ， 若 ==xw，e 一 sinz， 即 实 函 数 
sinu. M, z=u, sinhz=sinhu. 复 函 数 也 有 和 实 函 数 相 同 的 微分 、 积 分 、 和 、 差 公式 ， 
将 复 函 数 展开 为 实 部 和 虚 部 常常 是 有 用 的 ， 为 此 ， 以 u 十 iv tE 而 利用 上 述 e* 的 定义 ， 

练习 4.8.8 推导 下 述 公 式 : 

(1) sinz=sinucoshv+t icosusinhv. 

(2) cosz=cosucoshv-+t isinusinhv. 

(3) sinhz=sinhucosv+ icoshusinv. 


(4) coshz = coshucosv+t isinhusinv. 


例 4. 8. 9 RHE TD) FOS» r=e', W 


x! = Re[ a — e) dr x? = Reif + shde x = Re2| -证 dr 

2r 2r 2r 

~ ref ll = Reif, +2 = Re| + 

一 Re| p 7 dr Refil z5 + 3 Jae Re z dr 

四 log __p,/ liz = Relnr 

~ Re| 5. + 2 ] ~ Reil z; 2 ] = Rez 

=— Re e* tet t e = Rei ote e =u. 

=— Re coshz = Reisinhz 

=— coshucosv =— coshusinv 


由 此 得 到 (无 负 号 ) 标 准 的 悬 链 面 的 参数 方程 x(u，wv) 一 (coshxcosv， coshusinv, u). 
i 


练习 4.8.10 RFO Szr 证 明 相应 的 表示 为 螺旋 面 . 


练习 4.8.11 证 明 悬 链 面 和 螺旋 面 分 别 对 应 于 (/，sg) = (—S, -e), CF gd = 


(一 =, -e ) 的 表示 . 

练习 4.8. 12 证 明 螺旋 面 有 另 一 种 表示 (/，g&) 一 (一方 ， +). RRR LA 
种 简单 ， 但 有 点 问题 ， 即 表示 的 积分 依赖 于 路 径 . 它们 被 称 为 有 实 周期 (real period)， 证 明 车 
沿 整个 单位 圆 对 z' (上述 表示 的 ) 积 分 ， 可 得 实 周期 为 2x， 为 了 修正 这 种 二 义 性 ， 取 更 小 的 定 
义 域 C/{0UR-)}， 从 这 一 表示 中 可 以 得 到 螺旋 面 的 一 天， 其 他 图 类 似 可 得 ， 将 它们 整合 到 一 
起 ， 就 建立 了 整个 曲面 ， 因 此 ，(/，g) 二 (一方 , 二) 这 一 简约 表示 的 精妙 之 处 建立 于 复 积分 
的 基础 之 上 . Ln 
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I a i i 一 
练习 4.8.13 设 FC) 一 if 十 一 专 )， 证 明 相 应 的 表示 是 卡 塔 兰 曲面 


xX(u,v) = (u — sinucoshv, 1 — cosucoshv, 4sin z sinh > ). 
提示 ， 先 积分 ， 后 用 e ORE, HEM sinz 的 展开 式 . 


练习 4.8.14 证 明 对 应 于 函数 F(r) 一 1 一 立 的 表示 是 Henneberg 曲面 


x(u,v) 一 (2sinhucosy 一 于 sinh3ucos3v， 2sinhusinv 十 Z sinh3usin3v, 2cosh2ucos2v) . 


Sous EAA ASIC RWB (2-2) =. 提示: 对 于 第 一 部 分 积分 之 后 用 。 RET, 


并 利用 sinz 和 cosz 的 展开 ， 以 一 > 替换 y. 

练习 4.8.15 设 F(r)= 二 1( 或 等 价 地 (ff，g) 二 (1，z))， 证明 Weierstrass-Enneper 表示 给 
出 Enneper 曲面 ， 若 (f，g) 二 (1，x”)， 则 可 得 到 n 阶 Enneper 曲面 . 对 于 2 阶 Enneper 曲面 ， 
it x(u, v). 提示 : 利用 Maple. 


练习 4.8.16 设 (f， g)= (2, 
这 一 曲面 称 为 Richmond 曲面 . 
练习 4.8.17 设 下 (Cr) 王 


i 
2 


z 


)， 计算 由 Weierstrass-Enneper 表示 确定 的 xu, v). 


证 明 Weierstrass-Enneper 表示 给 出 Scherk 曲面 z= 


1—r 
2 
14+2 


In( 2). 提示 : (1) 对 zx 求 偏 导 ， 得 | 


cosx 


dr = ilog(1 — ir) — ilog + iÐ) ; (2) 因 为 log 乘 以 


i 且 我 们 只 需要 实 部 ， 由 log(z) 定 义 得 到 z! 一 arctan( 7) ~ arctan (77%) CD lt+ir=l—vtiu, 


1 一 i 一 1 十 uiw); (3) 利 用 两 角 差 的 正切 公式 ,得 一 arctan (了 一 [于 7 ); ORUA r= 


— 2v 
1-(+¥v) 


Q~ +1)? +40 
(ue? —v — 1)? +40? Vv 


arctan( ) ; (5)2° =Re(log(? +1) —log(? —1)) =F ln( 


J om 


出 相应 的 直角 三 角形 ， 用 u,v 表示 os, cos, 证明 r= m25). EEARAA KAM, 


COSI 
就 像 螺旋 面 一 样 ， 所 以 只 需 计 算 一 个 周期 就 可 得 到 整个 曲面 . 
我 们 已 经 看 到 Weierstrass-Enneper 表示 给 出 了 极 小 曲面 的 一 个 标准 描述 ， 当 我 们 意识 到 
可 以 直接 通过 表示 函数 (f，g) 和 F(t) 分 析 极 小 曲面 许多 方面 的 性 质 时 ， 极 小 曲面 的 真 值 就 变 
得 显而易见 了 .特别 地 ， 这 甚至 也 可 应 用 到 Weierstrass-Enneper 积分 不 可 计算 的 曲面 上 ， 作 
为 例子 ， 计 算 由 F(z) 确 定 的 极 小 曲面 的 高 斯 曲率 K， 首 先 ， 注 意 等 温 参 数 下 的 高 斯 曲率 为 


K 一 一 ree al) z(a) 


-- (Etal) 
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= 一 志 (BinE + 2 InE) 
一 一 元 AClnE) ?9 
其 中 A BRATS + 225， 由 练习 4. 8.1 EÈ] Heat = (FaF), 


SO+8) Fe), F), Au 


2 
E =| | +a — 2°) F(t) 


2 
+ Fo] 


=FIFILle— 1 二 1e 二 1 十 4 


Rer=w—v' +2iav, Hl e-1 =a? — Vv’? —- 1)? Ho. 类 似 地 ， |r 十 1 二 《有 一 了 Pty 
H+4u’v’, 4|r|? 54u tH), WY 


E=S|F 2 — 0)? H1 H dee? H u +20"). 
= | F| [ut + 2u +o! lH 2u +20] 
=|FPO +e +P. p 
练习 4.8.18 根据 (f，g) 的 表示 ， 直 接 由 #$ 的 定义 证 明 E= | 了/|? a+ lal? ) 
InE=In|F|?+2Ind+u+v’), FRA RAR. 


8 
> i 2 2 一 Co 
练习 4.8.19 证 明 AC2ln(1 十 ww 十 v2)) Otu FE 


现在 必须 计算 A(ln|F|’) 二 A(nFF) 二 A(lnF 十 InF)， 前 面 我 们 已 经 看 到 A 一 49:/9x9z， 进 一 
步 ， 因 为 下 是 全 纯 的 ，F 不 是 ， 故 9F/3z 二 0， 从 而 31InF/3z= 二 0， 因 为 FF’ 全 纯 ， 航 以 左边 
A(lnF)==49:lInF/9z9z 二 49(F'/F)/9z 二 0， 进 而 F/F 全 纯 . 因此 ACn| F|? ) 一 0， A(InE) = 
8/Gd+H tey. 

定理 4.8.20 由 Weierstrass-Enneper 表示 [决定 的 极 小 曲面 的 高 斯 曲率 为 ， 


—4 
K = F POA He tw) 
证 明 由 上 面 的 计算 
K = 一 工 AClnE) 


2E 
2 FPE He +0")! 
= 4 os ae 
“TFPRA+e poy E ou 


练习 4.8.21 根据 Weierstrass-Enneper RI ， 利用 F=L,94 K= rit rae 5 
练习 4.8.22 解释 两 个 K 公式 的 明显 区 别 . 即 在 第 一 个 公式 中 不 允许 下 二 0， 而 第 二 个 公 


RH ge’ =O, K=0. ÆR: 4M Weierstrass-Enneper 工 变换 到 Weierstrass-Enneper II B} X} 
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F g 的 假设 是 什么 ? 

练习 4.8.23 回忆 一 点 为 脐 点 如 果 在 这 点 的 两 个 主 曲率 相等 . 证明 相 应 于 表示 (f，g) 的 
极 小 曲面 上 的 脐 点 对 应 于 g 的 零点 ， 所 以 ， 极 小 曲面 上 的 脐 点 是 平坦 的 . 

练习 4.8.24 由 (f，g) 或 F(z) 描 述 的 极 小 曲面 有 极 小 曲面 的 相伴 族 (associated family) 
IAC, g) eFC). 这 一 族 中 由 t。， 决定 的 两 个 曲面 称 为 伴随 的 (adjoint)， 如 果 


已 一 名 一 也 证 明 相伴 族 中 的 所 有 曲面 都 是 局 部 等 距 的 .提示 :(1) 由 等 温 坐 标 足 以 说 明 无 论 : 


怎么 变 ， 互 保持 不 变 ; (2) 对 任意 1，|e*|= 


练习 4.8.25 (f, 8)= (一气 -， JARENE ARA 写 出 它 的 相伴 族 和 伴随 曲 


TA x(u, v). 
练习 4. 8.26 找 出 由 Fo 一 一 上 (1 一 云 ) 决 定 的 Henneberg 曲面 的 伴随 曲面 . #u=0, 证 


明 v -曲线 为 星 形 线 r Hyl 二 (8/3)"， 这 条 星 形 线 是 测 地 线 . 
迄今 为 止 ， 比 起 几何 ， 我 们 更 多 的 是 从 代数 和 分 析 的 观点 来 处 理 Weierstrass-Enneper 表 
AR. 但 是 毕竟 我 们 感 兴趣 的 是 极 小 曲面 的 几何 性 质 ， 因 此 将 土 述 讨论 和 通常 的 微分 儿 何 结构 联 
系 起 来 才 是 合理 的 . 为 此 ， 回 忆 第 2 EhM: x(u，%) 的 高 斯 映射 G，M 一 S: 是 从 这 一 曲面 
到 单位 球面 S 的 映射 ， 且 GOSU, HU, 是 M 在 p 点 的 单位 法 向 量 ， 用 参数 表示 可 以 
Bm Gu, v))=UCu, v). 对 于 MM 的 一 小 片 ， 可 以 认为 U(xn，v) 是 球面 S: 的 参数 方程 ， 同 
RE, H G, (x) =U, =~ Sx), G, (x,) 一 U, 一 一 S(x,) 给 出 了 切 平面 对 于 基 {x,，x,) 的 诱导 线 
性 变换 .以 参数 形式 (用 相同 的 参数 u, 仆 给 出 的 曲面 映射 了 M—>N, I(x(u, v))=y(u, v) 
是 共 形 映射 (conformal map)， 如 果 
E, = A(usv)*Ey = Auso)? I, C(x)» I, (xs) 
F, = ACu,v)’ F, 一 和 (to)2T (xu) ° I, (x,) 
© G, = A(u v) G, = Alu,v)? I, (x,) è I. (x,). 
函数 1(x，z) 称 为 比例 因子 (scaling factor). 等 价 地 如 同 下 面 所 做 ， 也 可 以 仅仅 利用 长 度 
|x. | 和 |x, | 证 明 上 述 等 式 ， 若 每 点 p€ M 和 它 的 像 1(p)EN 的 度量 成 比例 ， 则 I 就 是 共 形 的 . 
我 们 将 在 5. 5 节 更 加 广泛 地 研究 这 一 概念 . 
练习 4.8.27 考虑 曲面 M， x(u, OCR 的 高 斯 映射 ; G(x(u， v))=U(u, v), HU 
EM 的 单位 法 向 量 ， GEAR BR BET xu, v)=Cucosv, usinv, v). RAH xu, v) = (coshucosv, 
coshusinv, «)#l Enneper 曲面 x(u, v) =(u— uw /3+uv , —uti/3—vu, W — t ) RRB 
是 共 形 映射 ， 比 例 因 子 分 别 为 XC(u，w) 二 1 十 w? ，cosh?u，(1 十 十 v2)?/2. 
事实 上 ， 有 更 一 般 的 结论 .在 练习 4. 8. 30 中 可 以 看 到 这 个 结果 从 几何 上 刻画 了 极 小 曲面 
和 球面 的 特征 . 
命题 4.8.28 M: x(u，v) 是 参数 为 等 温 举 标的 极 小 曲面 ， 则 M 的 高 斯 映射 为 共 形 映射 . 
证 明 为 证 C 共 形 ， 只 需 证 明 比 例 系 数 olu, v) WE |G x)| =plu, v) |x,|， 
|G, (x)| =plu, v) lx, |, G. (x) $ G. (x= Cu, v)x, > x, ASMA E=G, F=0, 
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所 以 


=- 2 m =U, =— x, — Lx., 
G. (x,) =U, = Et Bt G, (x,) = U, EY E™ 


其 中 利用 了 UL MU, 的 公式 3.4.3. RAR, 14 
|U. |? = ple +m], |U? = 去 [me +] 


1 

E 
一 更 

U, + U, = pli tal. 


根据 练习 4. 7. 3 知 l=—n, FE 
1U = EEP +m] = [U]? 和 UL U, = 0. 


因为 |x, | 二 VE= |x,|，xs。* x, 一 0， 所 以 高 斯 映射 G 是 共 形 因子 为 /77 干 m3/E 的 共 形 映射 . 
图 

练习 4.8.29 证 明 共 形 因 子 VE 十 m?:/E 等 于 /TKT， 其 中 是 高 斯 曲率 . 

练习 4.8.30 假设 M: x(u, wv) 是 高 斯 映射 G: M->S? 为 共 形 映射 的 曲面 ， 证 明 M 为 球 
面 (的 一 部 分 ) 或 极 小 曲面 ， 为 简便 起 见 ， 假 设 坐标 补 片 x(u，) 是 正 交 的 (不 必 等 温 ). 

练习 4.8.31 证 明 非 平面 的 极 小 曲面 M，x(x， 切 无 常 高 斯 曲率 ， 提 示 : (1) 如 果 有 ， 则 
ZXM: y(u，v) 二 VTRKRTx(u，w)， 可 证 明 必 和 M 有 相同 的 单位 法 向 量 ， 且 高 斯 曲率 恒 为 一 1; 
(2) 证 明 M 的 高 斯 映射 是 局 部 等 距 的 ; (3) 为 什么 出 现 矛 盾 ? 

北极 点 的 球 极 平面 射影 St: SAN)>R 定义 为 ， 


St(cosucosv, sinucosv, sinv) = -一 一 9 9 
1—sinv 1— sinv 


(PP sinucosv ) 
它 是 这 样 得 到 的 ， 作 一 条 经 过 北极 和 球面 上 点 的 直线 ， 它 与 R* 交 于 某 一 点 .在 第 5 章 中 将 看 
到 ， 球 极 平面 射影 是 共 形 因子 为 1/(1 一 sino) 的 共 形 映射 .在 笛 卡 儿 坐 标 中 ， 球 极 平面 映射 可 
以 简化 为 St(x，y，z) 二 (zx/(1 一 z)，y/(1 一 z)，0)， THR 和 C 等 同 ， 把 映射 St 延 拓 为 一 
一 的 到 上 的 映射 St: S’>+CU {co}， 其 中 北极 映 到 co. 利用 这 些 等 同 关系 ， 得 ， 

定理 4.8.32 M: x(u, wv 为 Weierstrass-Enneper 表示 (了 ， 8) 决 定 的 等 温 坐 标 下 的 极 
小 曲面 ， 则 M 的 高 斯 映射 G: M->C U{co} 就 是 亚 纯 函数 g. 


证 明 这 一 证 明 是 一 个 很 长 的 计算 ， 其 中 涉及 所 有 复 分 析 成 分 . 回忆 g=, p= 38 


$ = Shag ) P= Sf 十 可 ) # = fg. 
RNAS, P, P 描述 高 斯 映射 . 首先 记 x. XK Xy= Ce X x), CH Xx)? (x Xx) = 
(xix, aie, Lulo Le, Te, — TULL). 考虑 第 一 个 分 量 (x, Xx)! 一 zx; 一 zir?， 有 
xix, — xix? =Im[ (zx: — ix?) (23 二 iz)] 
=Im[2(az? /az) » 2(ax3/a z)] 
=4Im(# $*), 


常平 均 曲 率 的 曲面 145 


UFR Cx, Xx,) ?二 4Im($ $'), (x, Xx)? =4Im(P! $), BELL 
x, Xx, = Am Bp O = 2X FB), 

其 中 最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 e—z—2lme. AN xu, VSB. MA |x= jl > |x,|= 
|x, |? =E=2|¢|?. 因此， 
XXX, _ 2¢X$) _ $x$ 
[xxx]  2ļg]? lgl: 
现在 计算 高 斯 映射 G，M->C U {oo}， 

G(x(u,v)) =St(U (u,v)) 


U = 


/多 又 多 
=St( [8 
=st( rik =) 
o 2mp) mcg? $4) o). 
-Tape rc $) |$|? —2Im¢¢! $) 
因为 
x _2Im(# $’), 1 
l—z |p|? 1 — 2Im(# $2) 
- J2]? 
_ 2Im(#" $*) | g? 
2Im(¢? F): 


|$]? — 2Im(# $?) 
及 对 yw/(1 一 =) 类 似 计 算 的 结果 知 最 后 的 等 式 成 立 ， 将 (z，y)ER: 和 zz 十 iyEC 等 间 ， 则 
Gr) = IME $) + ilme g) 
|8|? — 2Im¢¢! $?) 


考虑 这 个 分 数 的 分 子 N: 

N=2Im(# $?) + 2iIm(¢ $!) 
=F Fe tie ip] 
=p ($! +147) — $3 (¢! + ig). 

且 O=($)? =(#')? + $?)? + (g?)? = e —i8? )(' +f? +08)? HK 


1 2 ZPY 
$ + i¢ = Fi 


因此 


— 63 (dg! H £3 (CDH 
NSE ti) 十 站 GE 
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PLA — iv?) Ct +i 8?) + [8 [7] 
$ — i$? 


“Fip 
— $ 2 1 d2 
zyl ltl 2Im(¢' $7) ]. 
所 以 分 子 人 的 第 二 个 因子 与 G(x(z，z)) 的 分 母 相 互 抵消 ， 最 后 有 


i 


D a 
$ — ip 
根据 练习 4. 8. 5 知 ， g—F ey 证 毕 . u 


利用 Weierstrass-Enneper 表示 工 ， 我 们 看 到 高 斯 映射 也 可 等 同 于 复 变量 T. 

练习 4.8.33 p=x(w, w) ERR G: M>C U oo 的 极点 ， 若 G(p) = 二 co， 由 球 极 平 
面 映射 的 定义 ，p 是 G 的 极点 当 且 仅 当 UU(p) 二 (0，0，1)， 即 北极 点 ， 要 证 明 这 点 只 和 希 证 明 
UCp)=(0, 0, D4¥AM4FRGHRUR PAHS: 

G(x(usv)) = im’ #) +2im($ $D 
|$]? — 2Im(C# $?) 

练习 4.8.34 证 明 伯 恩 斯 坦 定理 : 若 极 小 曲面 M: zx 二 f(z，y) 是 定义 在 整个 cy 平面 上 
的 曲面 ， 则 M 是 平面 ， 握 示 : (1) 在 等 温 坐 标 存在 性 的 证 明 中 ， 如 果 参 数 的 定义 域 为 整个 平 
H. WFR p Ao 也 可 延 拓 到 整个 平面 ， 映 射 了 为 zy 平面 和 uv 平面 间 的 微分 同 胚 ( 即 光滑 
的 一 一 的 到 上 的 映射 且 有 光滑 反 函 数 )， 所 以 可 以 假设 M 的 参数 的 定义 域 为 整个 uv 平面 ,其 
Hu, 是 等 温 坐 标 ; (2)M 的 法 向 量 在 半球 上 ， 旋 转 球面 得 到 下 半球 面 的 法 向 量 ; (3) 把 uv 


平面 看 作 复 平面 C ， 考 虑 复合 映射 C ~M ->S*/{N}->C ， 为 什么 这 个 映射 是 全 纯 的 ? 想 想 
gs (4) 由 复 分 析 中 的 刘 维 尔 定理 ， 定义 在 束 个 复 平面 上 的 有 四 的 全 纯 的 复 函数 为 常数 


4.9 Maple 和 极 小 曲面 
本 节 将 说 明 如 何 用 Maple 绘制 极 小 曲面 ， 并 且 揭 示 它 们 是 微分 方程 的 解 . 
4.9.1 极 小 曲面 作 图 
先 看 标准 的 极 小 曲面 .练习 4. 2. 8 给 出 了 一 些 极 小 曲面 的 实际 图 像 ， 本 书 的 前 一 些 章节 也 


介绍 了 其 他 的 极 小 曲面 ， 下 面 列 出 曲面 的 参数 方程 ， 计 算 平均 曲率 (用 第 3 章 的 “MK” 程 序 )， 
用 画图 命令 绘制 曲面 . 绘制 曲面 的 程序 留 给 读者 自己 完成 . 


> catenoid:=<u|cosh(u)*cos(v) |cosh(u)*sin(v)>; 


G(xCu,v)) = 


catenoid :一 Lu,cosh(u)cos(v) ,cosh(x) sin(v) ] 


> MK(catenoid) ; 
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> plot3d(catenoid,u=-1..1,v=0..2*Pi,shading=zhue,scaling = 
constrained ,orientation=(0,163] ,lightmodel*light3) ; 


> helicoid:=<u*cos(v) |u*sin(v) |v>; 
helicoid ‘t= Fucos(v) ,usin(v) .v] 
> MK(helicoid); 
0 
> plot3d(helicoid,u=0..1.5,v=0..5*Pi,shading=xy, 


orientation=(21,64] , lightmodel=light3,grid=[10,60]); 
> scherk1i:=<ujvjin(cos(v)/cos(u))>; 


scherk 1 :一 [u,v In (S862 ) 


cos(u) 
> MK(scherk1); 
0 
> plot3d(scherk1,u=-1.57..1.57,v=-1.57..1 .57 ,shading=xy, 


lightmodel=light4, orientation=([51,66) ,grid=[20,20]); 
> enneper: =<u-w*3/3+u*v~2|-v+v"3/3-veu*2[u*2-v72>; 


enne per := [uel tots ot pot wl at — oF] 


> MK(enneper) ; 
0 
> plot3d(enneper ,u=-2.2..2.2,v#-2.2..2.2, shading=zhue, 


scaling~constrained, orientation=[94,42]); 


> catsurf:*<u-sin(u)*cosh(v) |i-cos(u) *cosh(v) |4*sin(u/2)* 
sinh(v/2)>; 


catsur f :一 [« — sin(u)cosh(v) ,1 — cos(u)cosh(v) r4sin( > )sinh(>) | 

下 述 命令 说 明了 Maple 化 简 能 力 的 局 限 性 ， 若 用 分 号 替换 冒号 ，Maple 输出 大 量 式 子 ， 不 做 哪 
怕 是 最 简单 的 化 简 . 无 论 如 何 卡 塔 兰 曲面 是 极 小 曲面 . 

> MK(catsurf): 、 

> plot3d(catsurf ,u=0..4*Pi,v=-2.3..2.3,scaling=constrained, 

shading=zhue, lightmodel=light3, grid=[50,15] ,orientation= 

[-52,42]); 
下 列 程序 给 出 了 图 4-4 所 示 的 演变 过 程 . “display” 命 令 演示 了 从 螺旋 面 到 悬 链 曲面 等 距 变 形 的 
过 程 . 


> helcatplot := proc(t) 
local X; 
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X := <cos(Pi*t)*sinh(v)*sin(u)+sin(Pi*t)*cosh(v)*cos(u) | : 
-Cos(Pi*t)*sinh(v)*cos(u)+sin(Pi*t)*cosh(v)*sin(u)|- 

Ut*cos (Pi*t)+v*sin (Pi*t)>; 
plot3d(X,u=0. .2*Pi,v=-2..2, scaling=unconstrained, orientation 
=(46,52], shading=zhue, grid=(25, 12] ,lightmodel=light2) ; 

end: 


> display3d(seq(helcatplot(t/40) ,t=0. .80) , insequence=true) ; 


4.92 极 小 曲面 方程 


现在 我 们 来 看 利用 Maple 怎样 得 到 极 小 曲面 方程 ， Reece A A, FA“ MK” 计 算 它 的 
平均 曲率 ， 设 分 子 为 0. 


> £:=(x,y)->£(x,y); 


> monge:=<ulvif(u,v)>; 
monge i= [u,v, fCu,v) | 
> MK(monge); 


4 ((Srew)+ (Braw) (Zp) + Be) 


(ZF) (2 pao) — 2 (部 ur) ) (2 Few) (55- jf ure) ) ) 


/0 十 (Zf) + (2am) yr" 


214 > factor (numer (MK (monge)))=0; 


(sf) (Frew) (gr (Zp) (sepa) =o 

这 就 是 极 小 曲面 方程 . 

4.9.3 MAR: 旋转 极 小 曲面 coe! oat 
从 Maple 的 角度 考虑 A =0 的 旋转 曲面 . 
> h:=t->h(t); 

hi=h 
> surfrev:=<ulh(u)*cos(v) |h(u)*sin(v)>; 


sur frev := Lu,h(u)cos(v) ,h(u)sin(v) | 
用 MK 程序 计算 平均 曲率 ， 


> mean:=MK(surfrev); 
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, 0 (24) 1 (Me) 


mean 一 一 du 
= dhlu) 2 (3/2) 
new (1+ (SG) ) 
因为 H 一 0， 令 “mean” 的 分 子 为 零 ， 解 这 个 微分 方程 . 


> numer(mean)=0; 


d’ r) 


“sen (HD) 4 (#2) =0 


> dsolve(numer (mean)=0,h(u)); 


1 十 Jeter et- -0D 
( (er CD je GO) 


=1 
1 . 


1+ Cet- CP)? (ety? 
hlu) 2 et Mea Gy 


因为 要 取 u 的 平方 根 ， 所 以 有 两 个 答案 ， 取 其 中 一 个 作为 hu) 函数 的 解 . 


> sol:=dsolve (numer (mean)=0,h(u)) [1]; 


(1+ 1 , Jet ee- 


(eC )?(e‘-C- 0 y? 


_Cl 


sol t= hlu) = 1 


> ans:=simplify(solve(sol,h(u))); 
1 (1 十 ef? - ClGet _ €2)) ye -Clt C2) 


ans :一 > Ci 


我 们 常常 需要 特殊 的 命令 进行 化 简 ， 这 里 也 不 例外 . 
> realans:=combine (convert (ans ,trig) ,trig) 


cosh(u _C1 + _C2_ C1) 


realans : = -C1 


我 们 可 以 选取 _ Cl 和 _ C2 的 值 ， 以 便 考察 这 个 函数 . 注意， 因为 _ C1 在 分 母 上 ， 所 以 不 
为 0. 


> func:=subs({_C1=1,_C2=0},realans) ; 


func := cosh(u) 

由 此 可 见 H=0 的 旋转 曲面 为 悬 链 面 . 

练习 4.9.1 用 上 述 过程 找 出 所 有 平坦 的 ( 即 K=0) 旋 转 曲面 ( 见 练习 3. 5. 9) ， 可 能 会 用 到 
下 列 命令 : 

> h:=t->h(t); 

> surfrev:=<ulh(u) *cos(v) [h(u)*sin(v)>; 

> gauss:=GK(surfrev) ; 

> numer (gauss); 


> sol:=rhs(dsolve(numer(gauss)=0,h(u))); 
> funci:=subs({_Ci=1,_C2=0}, 801); 
> func2:=subs({_C1=0, _C2=1},sol); 
> func3:=subs({_Ci=1,_C2=1},801) ; 


> plot3d([u,funci*cos(v) ,funci*sin(v)] ,u=0: .2,v=0. .2*Pi, 
scaling=constrained, shading=zhue, lightmodel=light3, 
grid=(5,25] ,orientation=[55,35] ,axes=boxed) ; 


> plot3d({u,func2*cos(v) ,func2*sin(v)] ,u=0..2,v=0..2*Pi, 
scaling=constrained,shading=zhue, lightmodel=light3, 
grid=[5,25] ,orientation=[55,35] ,axes=boxed) ; 


> plot3d([u,func3*cos(v) ,func3*sin(v)] ,u=-1..2,v=0..2#Pi, 
scaling=constrained, shading=zhue, lightmodel=light3, 
grid=[5,25] ,orientation=[(55,35] ,axes=boxed) ; 
4.9.4 代数 条 件 
在 练习 4. 2. 3 中 ， 我们 提 到 ， 在 生成 蒙 日 片 的 函数 上 附加 一 个 代数 条 件 生成 了 Scherk 第 
一 曲面 ， 这 个 代数 条 件 是 f(z，y) 二 g(x) 十 h(y)， 这 里 ;利用 Maple FRAY: | 


> g:=x->g(x); h:=y->h(y); 


> z:=(x,y)->g(x)+h(y); 


zt= (x,y) > glx) t hly) 
该 函数 的 极 小 幅面 方程 是 


> minsurfeq:=(1+diff(z(u,v),v) 2)*diff (z(u,v),u$2) - 
2*diff (z(u,v) ,u) «diff (z(u,v) ,v) diff (diff (z(u,v) ,u),v): + 
(1+diff (z(u,v) ,u)“2)*diff (z(u,v) ,v$2)=0; 


minsrfea = (14 (H) (EE) (1+ (0) ) (PAO) = 
这 是 一 个 变量 可 分 离 的 微分 方程 ， 分 离 REAM, v 部 在 右边 . 


> leftside:=diff(g(u), ‘$‘(u,2))/(itdiff (g) ,u)*2); 
rightside:=-diff(h(v), ‘$‘ (v,2))/(1+diff (h(v) ,v) “2); 


d’ g(u) 
du? 


1 十 (few) 
dho) 


. po dv? 
rightside :一 一 Te 


1+( du 
Gu, vMBRREMS, ARRAS RRS TAR MERC. MAUWOSRM, AAR 


leftside := 
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到 fu, v). 
> dsolve(leftside=C,g(u)); 


_ In€_ Cisin(Cu) — _ C2cos(Cu)) 
glu) 一 一 T 


V 


dsolve(rightside=C,h(v)); 


_ In(— _ Clsin(Cv) + _ C2cos(Cv)) 


hv) € 


> gg:=rhs(subs({_C1=0,_C2=-1},dsolve(leftside=C,g(u)))); 


;¿—— In€cos(Cu)) 
Eg C 


> hh:=rhħs(subs({_C1=0,_C2=1},dsolve(rightside=C,h(v)))); 


._ In€cos(Cv)) 
Ah := oe 


> combine(gg+hh); 
— lnCcos(Cu)) + lIn(cos(Cv)) 
C 
手工 化 简 得 到 生成 Scherk 第 一 曲面 的 函数 . 


> zz:=ln(cos(v)/cos(u)); 


cos(u) 


z= In (So ) 


4.9.5 Maple 和 极 小 化 面积 

利用 Maple 可 以 画 出 极 小 曲面 ， 当 然 Maple 有 更 多 的 用 处 ， 首 先 Weierstrass-Enneper 表 
示 可 编写 成 程序 ， 该 程序 输入 全 纯 函 数 ( 在 某 个 定义 域 )， 输出 极 小 曲面 的 等 温 参 数 方程 ， 具 体 
细节 可 见 LOpr00j， 其 中 有 很 多 极 小 曲面 的 例子 ， 这 里 不 再 重复 . 在 这 里 ， 只 是 看 一 看 对 于 一 
个 具体 的 例子 ， 利 用 Maple 如 何 作 图 与 计算 ， 即 对 确定 的 边界 曲线 ， 可 以 证 明 Enneper 曲面 虽 
然 是 极 小 曲面 ， 但 它 不 是 产生 最 小 面积 的 曲面 . 这 个 问题 提出 了 一 个 面积 较 小 的 候选 曲面 一 一 
广义 圆柱 面 ， 它 甚至 不 是 极 小 曲面 ， 下面 用 Maple 解决 这 个 问题 . 

> with(plots): 

> enneper :=<u-u°3/3+utv~2|-vt+v"3/3-veu72|u72-v"2>; 


enneper :一 [u= jeu tut, 0+ te" =m yu? — 0 | 


为 方便 确定 一 条 特定 的 边界 曲线 ， 将 Enneper 表示 转换 为 极 坐 标 形式 . 


> enppolar:=simplify (subs ({u=r*cos (theta) ,v=r*sin(theta)}, 
enneper) ) ; 
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ennpolar :一 |- 到 reos(g) (— 3+ 4r’ cos? (0) — 3r’), 


一 Srsin(O(3 —r’ + 4r’ cos’ (6)) 7? (2cos’ (9) 一 D | (4.9.1) 


下 列 程序 建立 了 由 R=1.5 的 Enneper 曲面 的 边界 曲线 生成 的 柱 面 的 参数 方程 .为 了 绘制 这 个 
柱 面 ， 考 虑 两 种 情形 ytheta 为 正和 ytheta 为 负 ， 当 wv 从 0 SB rit, 第 二 个 坐标 ytheta 为 
负 ， 故 zx 在 0 到 2 间 变 化 , 当 v 从 r 变 到 2r 时 ， u 的 值 域 为 一 2 到 0. 


> CylEnn := proc(r) 
local xtheta,ytheta,ztheta,n,X; 


xtheta := r*cos(theta)-1/3*r73*cos(3*theta) ; 
ytheta := -r*sin(theta)~1/3+*r°3*sin(3*theta) ; 
ztheta := r°2*cos(2*theta); 

n := abs(ytheta) ; 

X := (xtheta,ythetatu*n,ztheta]; 

end : 


因为 要 分 别 绘制 两 种 情形 ， 所 以 要 通过 指定 名 字 并 用 冒号 代 蔡 分 号 来 保存 图 形 ， 这 样 做 的 目的 
是 为 了 压缩 绘图 结构 的 输出 . 


> cyli:=plot3d(CylEnn(1.5),u=0..2,theta=0..Pi,scaling= 
constrained, grid=[5,50] ,style=patch) : 


> cyl2:=plot3d(CylEnn(1.5),u=-2..0,theta=Pi..2*Pi,scaling= 
constrained,grid=[5,50] ,style=patch): 


类 似 地 ， 保 存 极 坐 标 形式 下 的 Enneper 曲面 图 . 


> enn:=plot3d(ennpolar,r=0..1.5,theta=0..2*Pi,scaling= 
constrained, grid=[(5,50] ,style=patch) : 


下 面 描述 的 若 尔 当 曲线 是 R=1.5 的 Enneper 曲面 和 上 述 柱 面 的 边界 曲线 . 


> jorcurve:=subs(r=1.51,ennpolar) ; 
jorcurve :一 |- 0. 5033333333cos(0) (一 9. 8403 + 9. 1204cos? (9))， 


— 0. 5033333333sin(@ (0. 7199 + 9. 1204cos? (0) ) ,4. 5602cos? (0) — 2. 2801 | 


(4.9.2) 
用 “tubeplot" 建 立 环绕 管道 ， 画 出 边界 曲线 ， 若 采用 “spacecurve”* 效 果 看 起 来 会 更 好 ， 


> bound:=tubeplot (convert (jorcurve,1ist) ,theta=0. .2+Pi， 
radius=0.025,color=black): 


现在 我 们 可 以 显示 相同 边界 曲线 形成 的 两 个 曲面 ， 如 图 4-11 和 图 4-12 所 示 ， 


> display({bound,enn},scaling=constrained, style= 
wireframe,orientation=[154,-106]); 

> display({bound,cyl1,cyl2},scaling=constrained, 
orientation=[154,-106]); 
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ee 


heed 
f F 


MN 
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f 


图 4-11 车 尔 当 曲线 围 成 的 Enneper 曲面 图 4-12 车 尔 当 曲线 围 成 的 柱 面 


现在 计算 面积 ， 柱 面 面 积 由 下 述 程序 得 到 . 
> ytheta:=subs(r=1.5,ennpolar[2]) ; 


ytheta :一 一 0. 5000000000sin(@) (0. 75 +19. 00cos* >; 


> x1:=diff(subs(r=1.5,ennpolar[1]) , theta); 
z1:=diff (subs (r=1.5,ennpolar[3]) ,theta); 


x1 := 0. 5000000000sin(@) (— 9. 75 +9. 00cos’ (8)) + 9. 000000000ces? (4) sin( A) 
‘zl :一 一 9. 00cos(@)sin() 
我 们 可 以 估计 这 个 柱 面 面 积 积分 (限定 在 边界 的 车 尔 当 曲线 上 ) 的 数值 . 
> evalf (Int (2*abs (ytheta) *sqré (x172+z1*2) ,theta=0..Pi)); 


31. 66323514 

这 就 是 边界 曲线 围 成 的 柱 面 的 面积 . 另 一 方面 ,半径 为 + 的 Enneper 曲面 的 面积 等 

于 xj2 (1 十 ?十 (x)/3)， 当 r=1.5 时 ， 有 
> evalf(subs(r=1.5, Pi*r72*(1+r72+(r74)/3))); 


34. 90113089 
所 以 虽然 Enneper 曲面 是 极 小 曲面 , 但 不 是 车 尔 当 曲线 围 成 的 最 小 面积 的 曲面 ， 当 然 不 用 
Maple 也 可 以 数值 计算 出 柱 面 面 积 .但 将 计算 机 代数 系统 推广 到 数学 、 教 育 、 社 会 正 是 它 的 方 
便 、 与 所 得 结果 相 比 程序 的 简单 和 即时 可 见 的 完美 视图 ， 下 面 作为 本 节 的 最 后 一 个 练习 . 
练习 4.9.2 半径 为 r 的 Enneper 曲面 的 面积 为 xr2(1 十 ?十 (x)/3)， 提 示 : 利用 4. 2 节 
介绍 的 曲面 面积 积分 . 
练习 4.9.3 比较 半径 变化 时 柱 面 和 Enneper 曲面 的 面积 . 
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第 5 章 ” 测 地 线 、 度 量 及 等 距 


5.1 引言 


在 公理 几何 学 中 ， 公 理 主 要 考虑 的 是 点 、 线 等 基本 几何 对 象 的 特征 . 为 检验 这 些 公 理 ， 自 
然 要 建立 相应 的 几何 模型 例如， 黎 曼 的 非 欧 几 里 得 几何 就 晤 以 带 有 大 圆 (球面 上 以 球 心 为 圆 
心 的 圆 ) 的 球面 为 模型 .根据 定义 ， 球 面 是 一 种 几何 的 模型 ， 对 于 这 种 几何 ， 不 存在 过 已 知 点 
平行 于 已 知 直 线 的 直线 .当然 ， 这 一 结果 产生 的 分 歧 是 惊人 的 . 特别 地 ， 三 角形 的 内 角 和 大 
于 180°. 

如 果 要 建立 微分 几何 与 传统 的 公理 几何 之 间 的 联系 ， 那 么 就 必须 给 出 线 的 抽象 的 定义 (以 
区 别 于 欧 几 里 得 公理 化 几何 的 无 定义 )， 并 且 证 明 此 定义 与 欧 几 里 得 和 非 欧 几 里 得 几何 中 的 典型 
模型 相符 合 ， 特 别 地 ， 若 有 线 的 正确 概念 ， 就 能 证 明 ( 和 而 不 是 假设 或 定义 ) 球 面 上 的 线 是 大 图. 

那么 ， 微 分 几何 中 线 是 什么 昵 ? 先前 已 经 证 明 ， 平 面 上 的 直线 给 出 了 两 点 间 的 最 短 距 离 . 
可 以 利用 “距离 最 小 化 ”这 一 标准 作为 定义 ,但 是 这 样 定 义 的 缺点 是 难于 验证 这 个 条 件 、 取 而 代 
之 ， 可 以 用 直线 二 阶 导数 为 零 的 性 质 来 定义 “ 线 ”， 这 一 性 质 易于 计算 且 能 描述 直线 的 特征 . 

现在 ， 我 们 不 能 在 Rs: 的 曲面 M 上 取 曲 线 a 要 求 =0. AH: 第 一 ,a”=0 给 出 的 是 Rs: 中 
的 直线 ， 第 二 ， 对 于 任意 M( 例 如 球面 )， 没 有 理由 说 明 为 什么 在 M 上 存在 这 样 的 线 . 但 是 ， 
让 我 们 从 M 上 的 居民 的 角度 考虑 这 一 切 ， 即 从 生活 在 M 上 的 生物 的 角度 考虑 ， 它 没有 单位 法 
RU 给 出 的 第 3 维 的 概念 .因为 这 种 生物 不 能 看 到 切 平面 T,M 外 的 任何 东西 ， 所 以 也 就 不 
能 看 到 加 速度 在 法 向 量 方向 的 分 量 ， 假 设 a 是 单位 速度 的 曲线 ， 那 么 我 们 取 两 个 垂直 的 单位 向 
量 了 一 < 和 UCM 的 单位 法 向 量 ;， 第 三 个 这 样 的 向 量 可 由 UXT 二 得到， 现在 这 3 个 互相 垂直 的 
向 量 构成 R 的 一 组 基 ， 任 意向 量 都 是 它们 的 线性 组 合 ， 因 此 ， 可 以 写 出 必 = AT 二 B(UXT) 十 
CU, WARA: 

a > T=A, a +UXT=B,  +U=C, 
其 中 用 到 工 UXT AURE TAR. AE, 
a” = (a DTH. UXDUX TD + E + WU. 
mE, Ha 有 单位 速度 ，a’，。a =l 由 微分 的 乘积 法 则 得 w © a! Ha e a’ =20' + 0’ =0. Ait 
a ed =T +o’ =0, Filla RAT OB, 
a =a (Ux TAUX T) + UU. 
由 通常 的 点 积 和 叉 积 公 式 得 U， (UXT)=0 和 ww. (UXT)=U，(w Xo’). BOWERY PEM, 
UXT 在 TM 上 ,上 且 
a © (UX T)=U« (a Xa’) 
=|U||a Xa" | cos 
=|a Xa” | cos 


= «,cos@, 
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其 中 心 是 曲线 a 的 曲率 ，0 是 a Xa =TXKN AU 之 间 的 夹 角 . Ka COS 通常 称 为 a AY e hhi 
率 ， 记 为 
Kg 一 KaCOSO. 
练习 5.1.1 WEB a 的 曲率 x。、a 的 法 曲率 k(a Mo 的 测 地 曲率 cs 之 间 有 下 述 关系 : 
. ee = Ca’)? +e . . E 
提示 : 〈1) 直 接 考虑 x 的 表达 式 ， 回 忆 法 有 曲率 的 计算 方法 ; (2) 考 虑 a 的 法 曲率 与 a 的 曲率 的 联 
系 ， 并 注意 N，B，U 在 垂直 于 了 的 平面 内 且 N 垂直 于 B. 


练习 5,1.2 计算 环 面 的 顶端 平行 线 ( 即 u=5-) fh a» x, 和， 并 证 明 此 时 上 述 关 系 成 立 。 (224 


练习 5.1.3 设 a(s) 是 M 上 单位 速度 曲线 .方便 起 见 , 设 a(0) 二 0€ R', 定义 a 到 a(0) 点 
处 的 切 平面 的 投影 为 BCs) = 二 a(s) 十 p(s)U。， 其 中 p(s)=—als) * UL, Uy E M Ea (CO) Ab BY AA 
法 向 量 ， 证 明 a 的 测 地 曲率 等 于 8 通常 的 曲率 ; (xs)。 二 kp. 提示 : AF pCO) =0, p' (0) =O 以 
及 a(0) 处 的 法 曲率 pg (0) 二 kx. 证 明 18 XH | = 一 ce， 这 一 练习 是 说 ， 测 地 曲率 仅仅 是 曲面 M 上 
的 二 维 定居 者 沿 曲面 看 到 的 通常 的 曲率 . 

练习 5.1.4 修改 例 1.3. 29 证 明 对 于 曲面 M 上 有 单位 速度 的 弧 长 为 工 的 闭合 曲线 a， Ha 
HEERDEN, L 的 初始 变化 率 为 


- dLe(e) 
de c=0 


其 中 B= ated 且 变 化 的 向 量 场 8 满足 a .8 一 0， 8 U==0. 后 一 条 件 保证 对 很 小 的 .e， namm 
在 “曲面 2 上 . 在 练习 7.6.12 中 要 用 到 这 一 结果 . 

在 定理 3. 4. 1 中 我 们 看 到 高 斯 曲率 仅仅 依赖 于 度量 系数 E, F, G. 正如 我 们 将 从 定理 
5.5.1 见 到 的 那样 ， 这 意味 着 高 斯 曲率 是 所 谓 的 “弯曲 不 变量 ”， BD A AF Ee ih TERA 
持 高 斯 曲率 不 变 。 事实 上 ， 对 测 地 曲率 也 有 类 似 结论 . 

定理 5.1.5 测 地 曲率 仅 依赖 于 度量 ， 实际 上 为 方便 起 见 取 FO, 出 地 井 率 由 公式 


Ee r 


horn 3ds, ` 


给 出 . 
证 明 ak, =a" UXT, A 
a= xu’ 十 Xv 
a = xu? F Xut V + xu” 十 Ya 人 +x,07 + xa". 


又 由 假设 F=0， 故 {x./VE，x,/VG，U)} 为 标准 正 交 系 . 计算 可 得 (利用 公式 4.3) 


UxT= (Je E) Cxu + xw’) = [Bew Bea! ， 225 
er GB (Ey 


-UXT= VE (Ge) y YE (BE)y, 


T 


156 第 5 章 


v Ux t= YE (Sw LG et)", 
x, ° U X T =—./EGv’, 
x, e UXT=VEGu.. 
然后 ， 将 上 述 结果 代入 ead ，(UXT)， 化 简 得 到 定理 中 的 公式 . a 
我 们 已 经 见 到 可 将 加 速度 分 解 为 切 向 量 分 量 和 法 向 量 分 量 
Qian = KU XT 和 el corm = (a À UU. 
当 et 二 0 时 ， 我 们 看 不 到 加 速度 ， 因 此 ， 可 作 如 下 定义 ， 若 必 ,==0， 则 M 上 的 单位 速度 曲线 
a 为 测 地 线 . 
练习 5. 1.6 «DEREX, 的 非 单位 速度 曲线 ， 证 明 


a= PT + kU x T+ (a U)U. 
提示 : (DEZ T= 生生 微分 “a =r 得 到 以， r=. C2) 利用 非 单位 速度 曲线 的 曲率 公式 ， 
EAA a” - (= XU) =r 
曲面 的 测 地 线 就 是 我 们 的 几何 意义 的 直线 . 首先 注意 测 地 线 的 一 一 个 简单 的 性 质 ( 也 可 从 上 
述 练习 推出 ). 


引 理 5. 1.7 测 地 曲线 有 固定 速度 . 
证 明 «BRE v= |a |, Wr =d +a’. 因为 a” =a nornai » domat * a 二 0， 所 以 对 上 式 求 


微分 可 得 2y wa ‘a +a ° a’ = 29’ “a =0. 因此 们 一 0， Ék v 为 常 值 . . a 


同时 注意 ， 因 为 二 0， 所 以 M 上 的 直线 a(z) 一 p 十 tq 必 是 测 地 线 . 当然， 我 们 希望 这 个 
条 件 能 够 刻画 熟知 的 欧 几 里 得 几何 中 的 测 地 线 ， 为 此 ， 假 设 P 是 法 向 量 为 U 的 平面 a 是 P 
上 的 测 地 线 ， 根 据 定义 a an=, W a= ld UU. 但 是 因为 “在 P 上 ， 故 o.U=0， 又 因为 
U 为 常 值 ， 由 乘法 法 则 得 到 

0= (a UY =d Utd .UU =d. U. 

这 样 ， 因 为 的 切 向 量 分 量 和 法 向 量 分 量 都 是 零 ， 所 以 ae 二 0， 故 a 必 为 直线 . 

旋转 曲面 是 另 一 类 例子 . 设 a(wu) 一 Cg(u)，h(u)，0) 是 参数 化 的 单位 速度 曲线 ， 回 忆 由 此 
曲线 沿 x 轴 旋 转 所 得 的 旋转 曲面 的 参数 方程 为 x(n， v)=(g(u), hl(u)cosv, hlu)sinv), B 

FE=x,*x=1, F=0, G=x,.x,=h: >O. 

RE, FXtu 的 微分 ， 也 就 是 说 取 这 两 个 函数 E, 下 在 x, 方向 的 方向 导数 ， 因 为 E=1,，F=0， 
Ax. * Xw =g, hcosv, h’sinv) + (0, —h’sinv, h’cosv) =0, FRU 


0 一 x, [五 ] 0 = x LF] 
=x, Lx, + x] = x,[x, + x,] 
= Xu Xy 十 天 Ki = Xu * X, H Xu Xu 
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Ah, x. x= 0, x, © x. = 0, Mx. ERFT,(M. Ree =0. RO AT 
午 线 是 测 地 线 .， 当 我 们 考虑 克 莱 罗 参数 方程 时 ， 将 简要 归纳 这 一 陈述 ( 见 命 题 5. 2. 7). 

Bi 5.1.8¢Sk 的 测 地 线 ) $ Sk 是 半径 为 R 的 球面 , 它 的 参数 方程 为 x(u，wv) = 
(Reosucosv, Rsinucosv, Rsinv). XERE Sk 是 由 g(v) 二 Rsinv，h(v) 二 Reosv 生成 的 旋转 曲 
面 ， 故 v- 参 数 曲 线 是 测 地 线 . 也 就 是 说 从 北极 到 南极 的 经 线 是 测 地 线 ， 因 为 球面 是 中 心 对 称 
的 ， 经 过 适当 的 旋转 ， 可 认为 它 是 旋转 轴 为 任意 经 过 圆心 的 直线 的 旋转 曲面 ，v- 参 数 曲线 是 球 
面 上 的 圆 ， 它 连结 球面 和 旋转 轴 的 交点 ， 因 为 这 些 点 在 旋转 作用 下 对 应 于 北极 和 南极 ， 所 以 这 
个 连结 它们 的 圆 是 Sk KOKA. MZ, KAE R- 球 面 上 半径 为 R 的 圆 ， 因 此 大 圆 的 圆心 即 为 
Rb. 这 一 讨论 说 明 S 上 的 大 圆 为 测 地 线 ， 为 说 明 S 的 测 地 线 只 有 大 圆 ， 假 设 a 是 单位 速度 
的 测 地 线 ， GEM a” an =a — Ca” * UU =0, Ke’ =l *U)U. 但 是 在 Sk 上 ， Ue =, 


故 Gal + ada. AW a EF a a PFa, BELL 


(a’ XU) 一 E x a)’ 


Ca’ X ata’ Xa’) 


i 
R 
0. 


HANEEFU=, tha’ XU 三 N 是 常量 且 a+ N=0. RE 


味 着 a 位 于 以 NN 为 法 向 量 的 平面 上 ， 进 而 ， 因 为 U= 总 位 于 


这 一 平面 ， 所 以 从 (0，0，0) 到 任意 a(t) 的 曲线 位 于 该 平面 . 
因此 平面 经 过 (0，0，0)， 因 w 也 在 Si 上， 所 以 它 在 球面 与 
过 原点 的 平面 的 交 上 . 那么 它 为 大 圆 (的 部 分 )( 如 图 5-1 所 
示 ). 下面 练习 根据 Frenet 公式 给 出 了 另外 一 种 表达 球面 测 
地 线 特征 的 方法 . 

练习 5.1.9 证 明 Sk 上 的 曲线 a 是 测 地 线 当 且 仅 当 它 为 
KEA. ER: DBR a 是 单位 速度 的 测 地 线 ，a =T, d= 图 5-1 球面 上 的 测 地 线 


T’=«N, 证 明 SCT) 一 上 T 一 =B 一 下， 其 中 SH Sk 的 形状 算 子 (注意 SCT) 一 AT 一 =B 总 是 成 


TEA). (DIt e, 和 zc。， 这 意味 着 什么 ? 

练习 5.1.10 证 明 车 M 上 的 测 地 线 a 是 平面 曲线 ， 则 它 是 曲率 线 ， 提 示 : 二 0; 副 法 
向 量 B 是 这 一 平面 的 法 向 量 ;，B.U 一 0， 这 一 问题 的 另 一 证 明 方法 见 练习 6.3.7. °° ~ 

练习 5.1.11 证 明 曲 面 M 上 的 曲线 a 既是 测 地 线 又 是 曲率 线 当 且 仅 当 a 位 于 垂直 于 M 的 
平面 P 上 ( 即 U 在 P A). ER: Frenet AR; N=U; U’=aT， 这 一 问题 的 另 一 证 明 方法 见 
练习 6. 3. 6. 
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练习 5.1. 12 求 圆柱 面 M: tty =R 的 测 地 线 ( 如 图 5-2 所 示 )， 提示 : DideD= 
x(u(t),v(t))=(Reosu(t), Rsinu(t), bv(t)), Ra’; (2)U 二 (cosu，sinu; 0) 是 单位 法 向 量 . 


A du ? uw uw 从  — du dv, 分 D f 7 
D a= —R( GE) Uta ans Raw FE da= (3)9 基 和 9 必须 满足 什么 条 件 ? 


-考虑 下 述 特殊 情形 ， 也 可 以 发 现 测 地 线 的 概念 是 
TEAM. BRM 是 坐标 补 片 x (在 给 定点 附近 ;满足 
E=1,F=0, G>0 的 曲面 (事实 上 ， 在 给 定点 附近 ， 这 
样 的 坐标 补 片 总 是 存在 的 ， 这 种 坐标 补 片 被 称 为 测 地 
极 坐标 补 片 ， 见 第 6 章 )， 例 如， 由 单位 速度 曲线 产生 . 
的 旋转 曲面 满足 E=1, F=0, G=h(u)?>o. # 
a: [sos >M 是 单位 速度 的 测 地 线 ， 则 a 的 弧 长 为 


Lla) = f la’ | ds = f" tas 一 51 — 5. 


取 另 一 条 曲线 8: [sos sı 一 M， 其 中 BCs) 二 a(so)， Bls1) Sals). 注意 通过 参数 变换 ， 总 能 取 
BARA Kills. J]. HERRE, Xos ETRA g, BS, g). 因 G>0， 
所 以 


图 5-2 圆柱 面 上 的 测 地 线 


— y ds dg 
A (s)= x, att qe 


=x, Fxg’ 


| BCs) |= Sx, + x, + 2x, - xg’ +x, Xp 
=/EF ög” 
=/1+Gg" 
| > 1. 
因此 ， 对 于 B， 有 下 述 长 度 的 估计 : 
Lp) =f" If |ds =|" VIF Gg ds > | 1ds = s — s% = L(a). 
这 就 是 说 ， 测 地 线 给 出 了 M 上 ( 某 特定 区 域 ) 两 点 间 的 最 短 距 离 . ” 
练习 5.1.13 取 圆 柱 面 x? 十 y= 二 1 上 的 两 点 (0，1，0)，(0，1，w)， 考 虑 连结 这 两 个 点 


的 直线 和 螺旋 测 地 线 ， 显 然 螺旋 测 地 线 不 是 这 两 点 间 最 短 的 距离 ， 那 么 在 上 述 讨 论 中 出 现 了 什 
么 疏漏 呢 ? 提示 : 曲面 不 能 完全 地 由 单个 坐标 补 片 覆盖 的 几何 含义 ， 


5.2 测 地 线 方 程 和 克 莱 罗 关系 式 


现在 我 们 试 找 出 计算 测 地 线 的 一 般 方法 . 下面 只 考虑 正 交 坐 标 补 片 *Cz，z)( 即 F=x, > 
X,=0). Ra AMRF x 的 测 地 线 ， 则 a= xut), vt), a = xu +x, A 
a = Xatt? 十 XU + xu” + x,,u'v' + xwv”? + xo”. 


利用 第 3 章 中 Xm， Xuws，Xw 的 公式 ， 得 
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E 7 r Gy 42 
a =X, [a + Fey! EY? 7E” ] 
+ x.[ — Esu =u + S uv’ +56 Gur eu"? | Ul lu’? + 2mu'v’ + nv’? ], 


其 中 前 两 项 是 % 的 切 向 量 分 量 . a eM SR HH Fae 地 线 方 程 (geodesic 
equation) ; 


+ Euo G /2 一 
ul + Fay’? + 27E” 0 


v5 E, iy’? Pty"! t G, v? = 0. 


练习 5.2.1 利用 测 地 线 方 各 于 和 而 +y =1 oman. 

. 练习 5.2.2 假设 曲线 a EB TR, BO ee Et | oo” | ?一 
zw 下 十 wzG 一 <c)， 微 分 固定 速度 关系 式 ， 代 人 第 一 个 测 地 线 方程 中 消去 必 ， 得 到 第 二 个 测 地 线 
方程 ， 因 此 ， 曲 线 有 固定 速度 时 ， 固 定 速度 关系 可 取代 第 二 个 测 地 线 方程 .同样 地 ， 可 以 证 明 
这 两 个 测 地 线 方程 暗示 曲线 必须 有 固定 速度 .这 一 事实 隐 含 在 测 地 线 方程 中 ， 但 这 是 本 质 的 . 
ER: 在 第 一 部 分 ， 要 细心 使 用 链 式 法 则 . 

测 地 线 方程 是 2 阶 微分 方程 组 .给 定 M 上 初始 点 及 该 点 的 切 向 量 ， 常 微分 方程 理论 保证 
在 M 上 存在 唯一 的 测 地 线 ， 它 经 过 初始 点 且 速 度 向 量 等 于 给 定 的 切 向 量 .， 正式 表述 如 下 . 

定理 5.2.3 设 p 二 x(u。，ww) 是 曲面 M: x(u，v) 上 的 一 点 ， 且 v ET,M， 则 存在 唯一 的 
测 地 曲线 a; (r, 7) 一 M， 满 足 a(0) 二 p,， a (0)=wv. 

证 明 ”要 得 到 测 地 线 oC —x(ult), v(t), Ba (0)==w Ox, Cw w) tv (Ox, (ms ww)= 
v. 因为 v 是 固定 的 ， 所 以 这 给 出 了 w (0) 和 w(0) 的 值 ， 结 合 初 值 条 件 wu(0)= 二 wu。，w(0)= 二 ww， 再 
由 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 ， 就 足以 确定 测 地 线 方 程 的 唯一 解 (在 某 包 含 0 的 区 间 ). E 

练习 5.2.4 平面 和 球面 的 测 地 线 都 是 平面 曲线 . 证 明 这 一 特性 刻画 了 平面 和 球面 . 也 就 
是 说 ， 若 曲面 M 的 任意 一 条 测 地 线 是 平面 曲线 ， 则 M 必 为 平面 或 球面 的 一 部 分 ， 提示: 利用 
练习 5. 1. 10、 定 理 5. 2. 3 及 定理 3. 5. 2. 

例 5. 2. 5( 单 位 球面 S:) BURR AE AB BR AR 


x(u,v) = (cosucosv, sinucosv,sinv) ， 
计算 E=cos’v, F=0, G=1. 测 地 线 方 程 为 
u” —2tanwm’v’ = 0, vsinvcoswu’’ = 0. 


这 是 较 难处 理 的 非 线 性 微分 方程 组 ， 事 实 上 ， 直 接 求解 测 地 线 方程 是 很 困难 的 . 可 以 用 常用 的 
技巧 决定 球面 的 测 地 线 ， 首 先 ， 不 失 一 般 性 ， CEPO OORO E EELE LEA 
除了 测 地 线 方程 ， 还 可 得 a 一 wx 十 vx。， 由 此 式 可 导出 单位 速度 关系 式 = Eu? +G, 在 
单位 球 上 ， 这 就 是 l= cos vu tu. 解 第 一 个 测 地 线 方程 : 


[% 一 r 一 [2tanve’ 
u 


Inu’ =— 2ln cosv + C 
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cos’ v 
在 单位 速度 关系 式 中 以 c/cos’v (Ru, 4 
1= costut vu", 
v? = 1 一 c 
cos’ v’ 
s =+ cost v— ce? 
cos v 


u 除 以 v 得 到 分 离 变量 的 微分 方程 
du +c 


do cosvy cos v — e ’. 
积分 (在 下 面 的 第 4 步 和 第 5 步 分 别 作 代 换 w= ase w=sind, FERRIES), 44 


u= f Uo id 
COSU Vecos u — g v =e 


-| = csec’ v 
J1—c secu 34 


csec’u 
= | : du 


V1—c — tanv 


因此 


sin(u — d) = Atanv, 


其 中 一 X sin(u—d)=sinucosd—sindcosu, RUAS cosv, 4$ 


c 
Vl—e 
sinucosv . ,cosucosv  Asinv 
———cosd — sind 一 一 和 一 
cosu cosv cosu 


ERE RR r=cosucosv, y=sinucosv, z=sinv, 且 仅 考 虑 分 子 ， 得 
ycosd — xsind — Az = 0, 
因此 ， 测 地 线 方程 意味 着 a 在 经 过 原点 的 平面 az 二 by 十 cz 一 0 E. 就 像 先 前 关于 球面 的 讨论 一 
样 ， 这 就 是 说 a 在 经 过 原点 的 平面 和 球面 的 交 线 上 一 一 大 圆 . 
在 结束 球面 的 讨论 之 前 ， 再 来 看 一 下 由 测 地 线 方程 提供 的 其 他 信息 . 设 $ 表 示 单 位 速度 曲 


Ra 任意 点 处 a Ax, 的 夹 角 ( 较 小 的 一 个 )， 则 有 (利用 于 一 是 a 与 x 的 夹 角 及 恒等式 sing 一 


(3—5) 
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a ex 1 


[a lix.l JE 
与 x, 的 夹 角 实 际 上 为 于 士 %， 故 方程 的 最 左 端 项 为 士 sing， 必 要 的 时 候 可 以 翻转 a 的 方向 ， 


sing 一 


r 
[Cu x, +u'x,) © x] =u’ JE = wu cosv. 


IESS TERE TERR EERE ER. BAe WR Ew 二 一 与 -， 故 (车 有 必 
要 改变 c 的 符号 ) 


sing = 


cosu’ ， 
这 就 是 众所周知 的 克 莱 罗 关系 式 的 特殊 情形 ( 见 练习 5. 2. 12)， 稍 后 将 讨论 一 般 情 形 。 首先 看 什么 
关系 可 以 导出 球面 的 测 地 线 ( 即 大 圆 )， 假 设 测 地 线 x 平行 于 纬 线 圆 ( 即 wu- 参 数 曲线 )x (uw，wo)， 


也 就 是 说 ， a’ (0) 平 行 于 X, (uos vo), Bs AT. 克 莱 罗 关系 式 为 1= Sin Z 一 一 ’ 故 c 一 


2 cosvo 


cosy. Ht a A cosvsing 二 cosv。， 因 | sing | <1, BLL cos’ vl=cos? v. 由 一 到 入" 秋子， cosY 之 
cosy. 得 到 以 下 情形 : 


vv for0 vv < 


vja 


U © Up for — F < vw <0. 


因为 v 表示 纬 线 ， 这 些 不 等 式 说 明 大 圆 a HAR vo 上 和 纬 线 mw 下 两 部 分 粘 在 一 起 . 
例 5.2.6( 环 面 ) AR M 的 坐标 补 片 的 参数 方程 为 
X(UV) = (CR + rcosu)cosv, (R + rcosu) sinv,rsinu). 
我 们 知道 E=r’, F=0, G=(R+rcosu)?, BOW BH 


» , (R+reosu) . s ” rsinu. no 
u +- sinw? = 0, v —2-——2 yy 
r (R + rcosu) 


= 0. 

第 二 个 方程 是 可 分 离 变 量 的 ， 解 得 =a 再 假设 a 是 单位 速度 的 ， 在 单位 速度 关 
rcosu) 

AA BT cost RE v, 得 


— ,2,,/2 c 
l=ru tR F reosw)? 


2 


u = uh — m. 
r CR +rcosu)? 
再 用 wu 除 v ,得 
dv _ cr 
du (R+ rcosu) y (R + rcosu)® — er 


cr 


v= 
J CR + rcosu)./(R + reosu)® — & 


du. 
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可 是 ， 不 像 球面 那样 可 以 给 出 右 端 项 的 确切 积分 ， 因 此 克 莱 罗 关系 式 就 显得 尤为 重要 ， 因 为 它 
可 以 帮助 我 们 观察 测 地 线 的 轨迹 .例如 对 于 环 面 ， 克 莱 罗 关系 式 是 (R 十 rcosu)sing 二 c， 其 中 $ 


是 “与 x, HIER. BBL IM ETF ORY Mr (7> v)=(Reosv, Rsinv, r), WI=F, 
HRP KRRER=c. WH | sing | <1, HLL 
a A R+rcosusR. 这 说 明 cosx 之 0， BN — 5 <u<t. 


因此 测 地 线 被 限制 在 环 的 外 面 . 实际 上 ， 它 在 顶端 平行 
圆 和 底 端 平行 圆 间 跳跃 ( 见 图 5-3). 

.这 两 个 例子 有 什么 共同 之 处 呢 ? 球面 和 环 面 都 是 正 图 5-3 环 面 上 的 测 地 线 . 
ZEBRA, ERG 仅 依赖 于 x Ro. BEL=0, G50, PRESB xu, VERF u k 
克 莱 罗 参数 化 ， 车 FE, 一 0，G, 一 0， 称 正 交 坐标 补 片 xC(u，w) 是 关于 wv 的 克 菜 罗 参 数 化 ， 当 然 ， 
上 面 给 出 的 是 球面 关于 v 的 克 莱 罗 参数 化 ， 而 环 面 是 关于 u 的 克 莱 罗 参数 化 ， 这 一 情形 下 的 测 
地 线 方程 可 化 简 为 5 


_ » yw E, 72 G, /2 一 
Cu- 克 莱 罗 测 地 线 方程 ) u + oe oR” 0 
Jt + Ciuu = 0 
(v- 克 莱 罗 测 地 线 方程 ) ul + Euv = 0 
„_E, 12 G, /2 
v eu 十 52” 一 0. 


下 面 我 们 着 重 讨论 wu- 克 莱 罗 参数 化 ， 对 于 v- 克 莱 罗 参数 化 ， 也 有 相同 的 结论 ， 在 x- 克 莱 
罗 参 数 化 的 情形 下 ， 由 测 地 线 方程 立刻 可 得 有 关 曲 线 的 一 些 性 质 . : : 

命题 5.2.7 SHG Mae RA xu, VA z- 克 菜 罗 参数 形式 ， 则 u- 参 数 曲 线 (参数 化 
为 国定 速度 时 ) 为 测 地 线 . 

证 明 取 w- 克 莱 罗 参数 化 坐标 补 片 x 的 wx -参数 曲线 x(xw，w)， 记 为 a(t) =x vw). È 
Bu@)=t, v=, Hu 二 1，v 一 0， 因 为 测 地 线 方程 成 立时 必 有 固定 速度 关系 式 ， 所 以 必 
须 将 a 重新 参数 化 使 之 有 固定 速度 ， 因 为 我 们 需要 下 面 明确 的 关系 式 ， 所 以 给 出 详细 的 计算 . 
因 a @)=x,+u'=x,, Wa MRE 


s) = f lay) | dy = f JEO dy. 


ATES VEC) > 0, SFA BC 1 一 1(s)， 并 定义 a 的 单位 速度 参数 方程 为 8(s) 一 


a(t(s)). 也 就 是 说 
BCs) 一 X(t(s) vo), 
其 中 u(s)=t6s), v)u. A 


PLA, AEAF 163 


@u_ il tpl E, 
ds? 2 EB" JE 2E” 
AA ==, MARZA 刀 克 莱 罗 测 地 线 方程 自然 成 立 ， 替换 上 述 两 个 u 的 导数 (其 中 必 表 
示 z Xt s 的 导数 )， 第 一 个 测 地 线 方程 为 
" ule 1 
“ + Fee =- 一 说 十 3 se (gE) =o 
因此 x- 克 莱 罗 测 地 线 方程 成 立 ， 且 重新 参数 化 后 的 wu- 参数 曲线 8(*) 就 是 测 地 线 ， E 
所 以 对 x- 克 菜 罗 参数 方程 ，x- 参 数 曲 线 为 测 地 线 . 显然 这 是 前 面 讨论 的 旋转 曲面 的 一 般 
fe. 注意 要 将 x- 参 数 曲 线 参 数 化 为 单位 速度 曲线 . 虽然 每 条 曲线 都 能 参数 化 为 单位 速度 ， 
但 并 不 是 说 x- 参 数 曲 线 自 然 就 是 单位 速度 的 曲线 ， 一些 作者 将 这 些 没 有 固定 速度 的 曲线 称 为 
准 测 地 线 ， 当 它们 参数 化 为 固定 速度 后 ， 就 成 了 测 地 线 . 本 书 将 这 些 曲 线 统 称 为 测 地 线 ， 
因为 x- 克 莱 罗 坐标 补 片 的 x- 参 数 曲 线 是 测 地 线 ， 那 么 自然 要 问 x- 克 药 罗 坐标 补 片 的 v- 参 


数 曲 线 x(u。，wv) 是 否 也 是 测 地 线 呢 ?” 测 地 线 方程 是 
Gu 2 Gu 


04 一死 " 2E’ 

其 中 v= 二 1，G。 Wu 处 的 值 ， 显 然 ，v- 参 数 曲 线 x (uo。，v) 是 测 地 线 当 且 仅 当 G,(w) 二 0， 特 别 
地 ， 把 这 个 等 价 关 系 应 用 到 Gu) 一 h?(w) 的 旋转 曲面 ， 综合 上 面 的 讨论 ， 给 出 下 列 定理 . 

定理 5.2.8 若 曲面 M: x(x，z) 的 坐标 补 片 工 是 zx- 克 某 罗 坐标 补 片 ， 那 么 任意 uu- 参数 曲 
线 都 是 测 地 线 ， 当 G, (wo) 二 0 时 ，u 二 wo 的 v- 参 数 曲线 为 测 地 线 . oS 

推论 5.2.9 对 于 参数 方程 为 Xx(u，v) 一 (g(wu)，h(u)cosv，h(u)sinv) 的 旋转 曲面 ， 任 意 
子午 线 是 测 地 线 . HA’ (uw) 二 0 时 ， 平行 加 为 测 地 线 . 

练习 5.2.10 构造 一 个 函数 h(u)， 使 得 参数 方程 为 x(u, v)= (lu, hCu)cosv, ACu)sinv) 
的 旋转 曲面 在 uu, 的 平行 贺 为 测 地 线 ， 而 u 不 是 h(w) 的 最 大 或 最 小 点 . 

一 般 地 ， 对 于 wu- 克 莱 罗 参数 方程 x(u，v) 和 单位 速度 的 测 地 线 a， 可 将 第 二 个 测 地 线 方程 


化 简 为 十 分 简单 的 一 阶 形式 ， 同 上 述 球 面 和 环 面 的 例子 一 样 ， 方 程 + uw’=0 可 化 为 
v” _ G, 7 
fz 一 di 一 -| G“ dż, 


用 霹 代 蔡 单 位 速度 关系 中 的 ， 得 到 
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2 
u =+ ST . 


练习 5.2.11 证 明 微 分 后 两 个 方程 中 的 任意 一 个 可 得 到 第 一 个 测 地 线 方程 . 因此 在 克 莱 
罗 参 数 的 情形 下 ， 单 位 速度 关系 可 以 取代 测 地 线 方 程 . 
Flv’ 除 以 u ， 得 到 w- 克 莱 罗 参数 化 下 适 于 描述 测 地 线 的 一 个 简单 积分 . 
C 


do v _ G _ ote VE 
du u 4 G—e VG /G — 2 
EG 
E 
v= | 天 下 一 dv 
VGNWG 一 c 


练习 5.2.12 假设 a() 二 xCu(1)，w(1)) 是 单位 速度 测 地 线 ， 且 x 是 w- 克 莱 罗 参数 方程 . 
证 明 克 菜 罗 关系 VCsing 一 c 成 立 ， 其 中 < 为 定 值 ，% 是 从 x, 到 a 的 角 ， 因 此 说 明 a 不 能 离开 曲 
EGSA 的 区 域 . 

练习 5.2.13 证 明 平面 的 测 地 线 是 直线 ， 提 示 : 用 极 坐 标 xCu，w)== (ucosv，usinv). 

练习 5.2.14 iM: x(u, v) = (ucosv, 
usinv, au) 表示 圆锥 面 . 证 明 圆 锥 上 的 单位 速度 
的 测 地 线 a (1) 二 x (u(t)，v(1)) 由 方程 u= 


csec( et Do mp. “a=l1 时 ， 确定 


连结 (1，0，1)，(0，1，1) 两 点 的 测 地 线 的 c 和 
D， 并 比较 连结 这 两 点 的 平行 圆 和 测 地 线 的 弧 长 
《如 图 5-4 所 示 ). 提示 见 5. 6.2 节 . 

练习 5.2.15 图 5-5 显示 了 由 旋转 竹 舌 线 得 
到 的 旋转 曲面 上 的 测 地 线 ， 这 些 测 地 线 起 始 时 平 


行 于 x 一 椰 的 平行 圆 ， 用 殉 莱 罗 关 系 式 解释 这 些 测 地 线 . 


图 5-4 俩 锥 面 上 的 测 地 线 


A 
q 


=... 
= 


G 
rr 


í 


WT 


图 5-5 eee FET M LRR 


在 我 们 开始 下 述 内 容 之 前 ， 从 物理 的 观点 研究 一 下 克 莱 罗 关系 式 ， 考 虑 M 和 一 个 被 约束 
EM 上 移动 的 粒子 ， 不 受 其 他 外 力作 用 . 机械 学 中 的 达 和 项 贝尔 原理 ( 见 LArn78]) 表 明 约 束 力 下 
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垂直 于 曲面 ， 故 由 牛顿 定律 知 | F| U=m”, Hr | 下 | 表示 下 的 大 小 ,，U 为 M 的 单位 法 向 
量 ，a(2) 为 粒子 的 移动 曲线 ， 取 mm 二 1， 由 牛顿 定律 ， 加 速度 在 x, 和 x, 方向 分 量 都 为 零 ， 这 就 
导出 了 测 地 线 方程 ， 因此 限制 在 曲面 M 上 自由 移动 粒子 的 轨迹 为 测 地 线 ， 现 在 假设 M 是 参数 
方程 为 x(u，v) 二 (hl(u)cosv，h(wu)sinv，g(w)) 的 旋转 曲面 ， 沿 曲面 ， 始 于 原点 的 半径 向 量 为 
r 二 (hl(u)cosv，h(u)sinv，g(u))， 粒 子 的 动量 向 量 为 p 二 a 二 wx, 十 vx,( 因 为 m= 二 1)， 注 意 因 
为 a 是 测 地 线 ， 所 以 可 以 假设 它 有 固定 速度 (也 可 从 能 量 守 恒 得 出 类 似 结 论 )， 计 算 粒 子 关于 原 
ARAJE: 
L =r Xp = ((g'h — gh')u'sinv — ghv'cosv, — (g'h — gh’ )u'cosv — ghv'sinv, hè v’). 
因为 粒子 不 受 其 他 外 力 ( 更 准确 地 说 是 力矩 ) 作 用 (同样 见 [Lun91])， 所 以 有 以 下 命题 . 
命题 5.2.16 Ashe 分量 不 变 . . 
证 明 LL. =k Ce XQ KARL Bz 分 量 ( 其 中 asr, a =p). AW a 是 测 地 线 ， 所 以 
dL. _ , 
dt 
=|a |k. (axU), 
Wa=xlu, v)=(hlu)cosv, hlu)sinv, glu)), 又 


U= YX 一 g'hcosv, — g'hsinv, hh’) 
|x, Xx, | | x, X x, | 


则 axU 的 z MRAZ. MAT k. (@XU)=0, PRL dL,/dt=0, Plt L, 是 定 值 . i 
因此 hv 一 C， 其 中 C 为 定 值 ， 进 一 步 若 $ 是 从 x, Ba WA, 由 于 cos(-5—#)=sing, E 
x, * x,=h’, 则 


ke (a Xa tk. (oxXa) 


9 


la’ | hsing = a +x, = (u'x, t+u'x,) +x, = hiv =C. 
又 | a | 为 定 值 ， 则 
hsin$g = 常数 . 

由 于 Ai 一 VG， 上 式 恰好 就 是 克 莱 罗 关系 式 . 这 样 一 来 克 药 罗 关 系 式 既 是 一 个 物理 现象 ， 也 是 
一 个 数学 关系 式 . (利用 哈密 顿 原理 推导 克 莱 罗 关系 见 练习 7.6.16.) 

练习 5.2.17 M AMARME =r +y, xu, v) = 
Cucosv, usinv, u’) Fes We fe hh M MRH, IEE a= 
Xlu(t)，wvw(z)) 为 单位 速度 的 测 地 线 ， 用 u RR o 并 证 明 克 
莱 罗 关系 式 为 using 二 <， 证 明 非 子午 线 的 测 地 线 在 抛物 面 
上 螺旋 上 升 并 和 每 条 子午 线 相 交 无 穷 多 次 (如 图 5-6 所 
7”). 提示: (1) 利 用 克 莱 罗 关 系 式 ; (DIt ov 的 积分 发 散 ， 
可 见 a FOU FER. 

练习 5.2.18 对 上 述 的 抛物 面 M 及 其 测 地 线 a， 根 据 
克 莱 罗 关系 式 的 中 常数 <， 确定 a 在 M 上 最 低 点 的 位 置 . 
当 到 达 最 低 点 的 时 候 ， 观 察 测 地 线 的 情形 ， 由 此 证 明 非 子 
午 线 的 测 地 线 与 自身 相交 无 数 次 ， 提示， 可 利用 下 述 不 予 


Q 
ama 


5-6 抛物 面 上 的 测 地 线 
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HE HA. 定理 ([dC76 section4-7, p.302])): 测 地 线 以 平行 圆 为 极限 ， 那 么 这 个 平行 图 
就 是 测 地 线 ， 抛 物 面 上 什么 样 的 平行 圆 是 测 地 线 ? 

练习 5.2.19 确定 悬 链 面 上 测 地 线 的 积分 w 证 明 克 莱 罗 关系 式 coshxsing 一 c 可 推出 测 地 
RE u= 0 的 平行 圆 ， 提示: 取 开 始 于 x(u。，wvwo) 的 测 地 线 ， 其 中 $= 各， 考虑 下 述 三 种 情 
Æ: coshuosiné:=c<1; coshuo singo =c=1; coshuo sing, =c>1. 

练习 5.2.20 确定 单 叶 双 曲 面 xz? 十 yy 一 z*: 二 1 上 测 地 线 的 积分 vu， 并 给 出 克 莱 罗 关系 式 . 
直接 证 明 经 过 (1，0，0) 的 母线 满足 克 莱 罗 关系 式 . 求 双 曲 面 上 的 闭合 测 地 线 ， 提 示 : OPR 
的 参数 方程 是 a(v) 一 (1，tanv，tanv) (为 什么 ?)， 平 行 圆 的 参数 方程 是 8(v) = (coshuo cosv， 
coshuo sinv，sinhuo)， 中 心平 行 加 (cosv，sinv,，0) 是 什么 ? (2D) ala)=alb), KARA 
a: [a, b] >M 为 闭合 的 ， 什 么 时 候 平 行 圆 是 测 地 线 ? 


5.3 关于 完备 性 的 简要 讨论 


在 上 述 讨论 中 ， 都 隐 含 假设 测 地 线 可 以 “无 限 延 什 ”， 也 就 是 想当然 地 认为 测 地 线 为 单位 速 
度 曲线 w: 及 一 M， 它 的 定义 域 是 实数 域 ， 事实 上 并 非 总 是 如 此 ， 例 如 平面 减 去 原点 M 一 R: 一 
{(0，0)}， 我 们 知道 平面 的 测 地 线 为 直线 ， 而 M 与 平面 有 相同 的 测 地 线 方程 ， 所 以 M 的 测 地 
线 也 应 该 是 直线 ,假设 测 地 线 起 始点 是 (r，s), 方向 是 (一 r， 一 s). 由 定理 5.2.3 知 ， 
在 (0，0) 点 处 存在 唯一 的 测 地 线 . 因为 测 地 线 是 单位 速度 的 ， 它 的 弧 长 ( 即 经 过 的 距离 ) 对 应 于 
它 的 定义 区 间 [a，6] 的 长 度 ， 因 为 测 地 线 不 能 经 过 原点 ， 所 以 它 历经 的 距离 只 能 小 于 V7 十 交 . 
因此 ， 区 间 [a， 妇 不 能 拓展 到 及 ， 为 什么 会 出 现 这 样 的 情况 呢 ? 

为 了 回答 这 一 问题 ， 首 先 给 出 一 个 定义 .车 每 条 (单位 速度 ) 测 地 线 的 定义 域 都 是 R ， 则 称 
曲面 M 是 测 地 完备 的 ， 下面 优 美的 结论 反映 了 这 一 定义 的 重要 性 ， 这 里 省 去 了 定理 的 证 明 . 

定理 5.3.1( 霍 普 夫 - 瑞 诺 ) 若 M 是 测 地 完备 的 ， 则 在 所 有 连结 M 上 两 点 的 曲面 的 曲线 
中 ， 测 地 线 最 短 . 

当 提 到 作为 曲面 M 的 居民 时 ， 自 然 假 设 可 以 以 最 短 胜 离 从 一 个 点 到 达 另 外 一 个 点 ， 然 而 如 
果 生 活 在 非 测 地 完备 的 曲面 上 ， 那 么 就 不 是 这 种 情况 .在 MR 一 {(0,，0)} 上 ， 就 没有 连结 
(1, 0), G, ORR. 事实 上 ， 这 些 点 之 间 不 存在 最 短 的 路 经 ， 所 以 现在 的 问题 是 ， 什 么 
样 的 曲面 是 测 地 完备 的 曲面 ? 平面 减 去 原点 的 例子 给 了 我 们 提示 .回忆 子 集 MCR 为 闲 子 集 ， 
车 任意 收 化 序列 x 一 z， 当 zj EM 时 ， 有 zEM. 下 面 的 定理 给 出 了 曲面 是 测 地 完备 的 充分 条 件 ， 

定理 5.3.2 Moe MCR 是 测 地 完备 的 . 

证 明 设 a 是 M 上 的 单位 速度 测 地 线 ， 若 a(s) 有 定义 ， 因 为 a 是 测 地 线 方程 的 解 ， 所 以 
对 菜 个 +， a 可 以 定义 在 一 个 开 区 间 (s 一 r，s 十 x) 上. 这 意味 着 对 于 aC(s) 有 定义 的 sER ， 存 在 
一 个 小 区 间 ， 使 得 a 在 这 个 小 区 间 都 有 定义 ， 因 此 ，a 有 定义 的 点 组 成 及 的 开 集 一 一 也 就 是 开 
区 间 的 并 . 设 1 二 (a，5) 为 其 中 的 一 个 开 区 间 ，6b<co 且 5 是 1 的 最 小 上 界 ， 事实 上 ， 可 以 证 明 
a 在 6 也 有 定义 ， 因 此 工 不 存在 最 小 的 上 界 ( 也 就 是 说 0 一 cc) 对 a 也 有 类 似 的 结论 ， 因 此 > 的 
定义 域 是 是 整个 实 轴 . 

设 志 是 7 上 收敛 于 25 的 点 列 ， 因 为 点 列 收 敛 ， 所 以 它 是 柯 西 序列 . 也 就 是 对 于 任意 给 
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SEM s>0， 存 在 整数 N， 使 得 对 任意 的 2%，m>>N， 有 |z, 一 z | 二 ese。 因为 a 是 单位 速度 的 ， 
所 以 从 alz,) 到 ale, IEA | x 一 xz | <e 由 第 1 章 中 的 知识 ， 两 点 p,，g ER 间 的 (最 短 
的 ?距离 是 | gq 一 p | ， 这 个 距离 由 连结 这 两 点 间 的 线段 给 出 ， 因 此 ， : 
| alzan) ~ alen) |X| Zy — Zp | e. 
这 说 明 {a(z;)} 也 是 柯 西 序列 . .由 数学 分 析 知 ， 对 任意 n， 葡 几 里 得 空间 R* 是 完备 的 ， 故 R” 中 
的 任意 柯 西 序列 都 收 伍 ， 所 以 存在 wE Rs，， 使 得 a(z;) 一 w， 而 对 于 任意 的 j，alz;)EM， 又 由 
假设 M 闭 , 故 wEM 因此 可 定义 wb 一 z， 即 < 在 8 处 有 定义 ， 这 与 5 的 定义 矛盾 . 注意 这 里 
仅仅 证 明了 a 的 定义 域 可 连续 地 延 拓 到 &， 事 实 上 ， 还 需要 一 些 技巧 证 明 延 拓 是 光滑 的 . © 
练习 5$.3.3 到 目前 为 止 ， 我 们 研究 过 的 哪些 曲面 是 测 地 完备 的 ? ae 


5.4 非 R 中 的 曲面 


到 目前 为 止 ， 我 们 研究 的 都 是 3 维 空间 中 的 曲面 . 这 个 空间 再 加 上 通常 的 内 积 结构 构成 了 
一 个 欧 几 里 得 空间 ， 其 中 自然 具有 欧 几 里 得 空间 相关 的 内 积 一 一 点 积 ， 当 然 存在 其 他 有 意义 的 
WE. 事实 上 ， 对 于 任意 nXn 的 正定 矩阵 4，xr*，yER"， 由 以 下 矩阵 乘法 

(x,y) = xiAy 

可 给 出 R" 的 一 个 内 积 ， 其 中 x 表示 x 的 转 置 ， 将 列 向 量变 为 行 向 量 . 取 A 为 单位 矩阵 ， 就 是 
通常 意义 下 的 内 积 ， 在 某 种 意义 下 ， 3 维 空间 中 曲面 的 几何 性 质 也 反映 了 3 维 空间 本 身 的 性 
M. 车 要 把 几何 概念 拓展 到 3 维 以 上 的 空间 中 ， 就 必须 摆脱 对 点 积 的 依赖 - 至 少 要 修改 这 一 
概念 .回忆 R? 中 点 积 的 定义 ，( 因 为 曲面 的 切 平面 是 二 维 的 ， 所 以 要 用 到 R? 中 的 向 量 . ) 设 x= 
(zi，Zz)， y=(y> WER, 定义 


1 01/y 
zy 一 Ca {( |= zy tary. 


l/a 0 


将 矩阵 变 为 | TS ， 人 


| 其 中 a0, 得 到 


» 


1/a 0 1 141 2y2 . 
SE S ee = ES 
其 中 “。” 是 点 积 ,，“。” 是 修正 后 的 点 积 . 修正 后 的 点 积 依然 具有 通常 点 积 的 性 质 ( 如 对 称 性 、 
双 线 性 等 )， 对 于 曲面 M 的 切 平面 中 的 内 积 ， 数 a 在 每 点 PCM 可 能 是 不 一 样 的 ， 也 就 是 a 为 
M 上 的 函数 ， 


Xo y= Caso) | 


a= fP, 其 中 f:M>RHPpEM. 
这 里 取 函 数 /(p) 的 平方 是 为 了 保证 a 在 每 一 点 都 是 正 的 ， 对 任意 的 切 向 量 w ，wET,(CM)， 有 
v. w 
— FO 
称 " 和 “。 是 M 的 度量 ， 因 为 可 以 利用 它们 计算 已 F, G, ME M 的 距离 的 基本 分 量 ， 点 积 通 
常 被 称 为 欧 几 里 得 度量 ，。 称 为 带 有 缩放 因子 f 的 共 形 度量 (相对 于 网 几 里 得 度量 ). 
若 曲面 不 再 采用 欧 几 里 得 度量 那 会 是 怎样 呢 ? BRERA MFR, GRR MRR 
它 不 能 继承 R 的 一 些 几何 性 质 ， 故 带 有 度量 的 曲面 就 不 是 R: 中 的 曲面 ， 但 如 果 不 能 个 用 有 Rs 的 
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结构 (如 单位 法 向 量 7 怎 样 才 能 研究 这 些 曲 面 的 几何 性 质 昵 ? 数学 中 典型 的 方法 是 ， 若 脱离 了 通 
常 的 情况 就 用 之 前 的 定理 作为 定义 ， 因 此 不 再 用 单位 法 向 量 来 定义 高 斯 曲率 K， 而 相应 地 利用 
定理 3. 4. 1 定义 K， 注意 ， 因 为 定理 3. 4. 1 保证 K 仅 依赖 于 度量 ， 所 以 这 样 的 定义 是 有 意义 
的 ， 因 此 

定义 $. 4. 1( 重 要 定义 ) 正 交 度量 的 曲面 ( 即 下 一 0) 的 高 斯 曲率 


E, Ga 
f K =~ eg orle) vilc): 
当然 ， 因 为 该 公式 是 RR 中 曲面 的 一 个 定理 ， 所 以 这 一 定义 与 前 面 的 定义 并 不 冲突 . 也 就 
是 说 ， 若 M 取 由 了 Rs: 的 欧 几 里 得 度量 诱导 的 度量 时 ， 此 公式 也 成 立 . 
练习 5.4.2 对 于 缩放 因子 f 的 共 形 度量 ,证 明 
K = ffu tfa) (fit fo). 
车 fatfo=0, WRK f 称 为 调和 的 .车 f 为 调和 的 ， BR KO. ME f 的 临界 点 KK 二 0. 


取 R* 一 {((0，0)} 上 缩放 因子 是 /二 去 In(w 十 娘 ) 的 共 形 度量 .计算 KK ， 在 平面 上 绘制 为 常数 


时 的 曲线 . 
如 下 例 所 示 ， 依 然 可 以 通过 Rs 中 的 坐标 补 片 + 定义 曲面 ， 只 是 它 的 度量 是 共 形 度量 而 不 
是 诱导 度量 ， 这些 和 前 面 的 做 法 一 样 ， 而 了 解 这 些 抽象 的 微分 几何 是 研究 高 维 玫 何 的 第 -一步 . 
例 5. 4. 3( 庞 加 莱 平 商 ) PP 是 上 半 平 面 P=={(z，y) ER | y>0}, BARE x(n, v= 
(u，v) ， 共 形 度 量 是 


Woow = a, 其 中 wow € T(P), H p = (u,v). 


这 一 度量 定义 的 长 度 是 通常 点 积 定义 的 1/0 1/v). 计算 p ARE, F, G, 48 
x = (1,0), x, = (0,1); 


E=x x, =4, F=x,ex,=0, G=x x= 
v v 

k=! (2(-4 

2V1i/v \ 9 V\ 41/04 )) 


故 在 每 一 点 的 曲率 都 等 于 一 1. PAR: 中 的 单位 球面 一 样 是 “ 负 曲 率 ” 曲 面 . 
练习 5.4.4 上 半空 间 构成 的 曲面 M 一 {(z，y)ERz: | y 汪 0}) 的 坐标 补 片 是 x(w，wv) = 
Cu, v) , 共 形 度量 是 
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Wi ow, = TM, 其 中 Wi ,Ws E T,(P), 有 且 p= (u,v). 


计算 M 的 高 斯 曲率 K. ; 
例 $. 4. 5( 双 曲 平 面 H) ” 互 是 平面 上 半径 为 2 的 不 包含 边界 圆 的 圆 盘 ， 其 坐标 补 片 为 
x(u, v)=(ucosv, usinv), 0Su<2, 0<v<i2a, HERRE 


Wie Wz = are 其 中 wow ET, H, Hp= Cucosys using). 


练习 5.4.6 证 明天 一 一 1. 

Bi 5.4.7( 球 极 球面 SN) 设 SL 表示 除去 北极 点 的 单位 球面 3 一 ((0，0，1，)}， 定 义 上 映射 
St: SA 一 R CEPR’ Æ ry PH), 映射 的 像 是 原 像 与 北极 的 连 线 与 R* 的 交点 . Be Se 上 的 
Bi p= (cosucosv, sinucosv, sinv), Et p 和 NN 的 直线 是 l 

y(t) = (0,0,1) + t(cosucosv, sinucosv, sinv — 1). 
第 三 个 坐标 为 零 的 点 是 直线 y SR’ 的 交点 ， 即 1+e(sinv—1)=0, e=1/(1—sinv). 因此 ， 


(Pe sinucosv 0) 
rere |} 


StCcosucosv, sinucosv, sinv) = ———, — 
l— sinv 1— sinv 


显然 ，St 是 S% BIR’ 的 一 一 的 到 上 的 映射 ， 回 忆 对 u, v 曲线 的 像 取 相应 的 导数 ， 就 可 以 得 到 


切 向 量 诱导 的 线性 变换 St, ， 例 如 取 定 v， 微 分 得 
_ d /cosucosv sinucosv | 
St. (x)= | 1—sinv’1— sinv 0) 
_ /~— sinucosv cosucosu 0 
= ( 1 — sinv *1—sinv’ ) 


类 似 地 对 v ASD, 4 


St. (x,) 一 ( cosu sinu 0). 


1— sinv’ 1 — sinv 
在 Sy 上 定义 新 的 度量 
wi ° w = St, (wi) + St, (ws),， 
其 中 。 表 示 球 面 在 R' 中 的 诱导 度量 . l 
练习 5.4.8 对 于 Si 的 度量 是 。， 证 明 


2 
E=—8S't F=0, G= 


(1 — sinv)?’ 
并 计算 高 斯 曲率 K， 解 释 答案 . 
例 5. 4. 9( 平 坦 的 环 面 Ta) 虽然 标题 是 “ 非 Rs: 的 曲面 ", 但 前 面 的 曲面 作为 集合 都 是 Ri 
中 的 集合 。 当然 也 可 以 定义 维 数 不 为 3 的 欧 几 里 得 空间 点 的 集合 ， 并 给 这 个 集合 一 个 诱导 的 度 
一 个 著名 的 例子 就 是 R' 中 平坦 的 环 面 . 设 Tn 的 坐标 补 片 为 x(u，wv) 二 (cosu, sinu, 
cosv，sinv)， 其 中 O<u<2n, OXvu<2n, {HIRZER‘' H, ERER HER HARE. MAH 
一 样 计算 x, x, 1 E=1, F=0, G=1. Wik K=0, Te EFM. 再 次 强调 此 例 中 没有 采 
用 共 形 度量 ， 而 是 用 了 高 维 的 欧 几 里 得 度量 . 
练习 5.4.10 验证 上 述 平 坦 环 面 Tu. 的 结果 ， 证 明 可 以 定义 从 Ta 到 通常 环 面 的 一 一 的 、 


ae _ 
(1 — sinv)?" 
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到 上 的 映射 ， 从 而 这 个 名 字 是 有 意义 的 .因为 平坦 的 环 面 在 R+ PRM AAR, MUCE 
紧 的 ， 可 以 将 这 个 平坦 的 环 面 嵌 入 为 R* 中 一 个 曲面 吗 ( 即 TasSR*， 度 量 是 Rs 的 诱导 度量 )? 
试 说 明 . 

撒 开 高 斯 曲率 的 定义 ， 我 们 更 想 通过 测 地 线 研 究 这 些 曲 面 的 性 质 ， 青 次 面 对 刚 刚 提 到 的 问 
题 ， 就 是 从 前 面 所 有 关于 测 地 线 的 讨论 中 抹 去 单位 法 向 量 的 痕迹 .有 一 种 很 简单 的 方法 ， 计 算 
xw，Xxus，xw 的 克 里 斯 休 夫 记号 时 没有 用 到 U。， 因 此 对 于 非 Rs 的 曲面 ， 这 些 公式 仍然 成 立 ， 特 


Wh, 的 式 子 与 原先 相同 ， 只 是 不 含 最 后 包含 U 的 项 ， 即 


a” =x, [w+ Fey! + Bw v '— Fiw" Hx [v Esu’ + Galo! + 530" | eo 
”如 前 所 述 ，vx 为 测 地 线 的 充分 必要 条 件 就 是 满足 两 个 测 地 线 方程 . 现在 回想 一 一 下 最 初 是 怎 
样 用 测 地 曲率 来 定义 测 地 线 的 .对 单位 速度 曲线 c， 有 

a = «UX T+ Ca" + UU. | 

当然 ， 现 在 不 能 用 U， 所 以 必须 去 掉 最 后 一 项 且 使 第 一 项 有 意义 .前 南 之 所 以 用 切 向 量 UXTT 
是 为 了 得 到 了 Rs 的 一 组 标准 正 交 基 {TUX TT,，U}， 其 中 荆 和 UX 是 曲面 在 任意 点 处 切 平 
面 的 标准 正 交 基 . BREER 中 的 曲面 上 没有 单位 法 向 量 ， 但 是 仍 可 以 在 每 个 切 平 面 内 找到 
垂直 于 人 的 切 向 量 ， 方 法 如 下 : 给 定 坐 标 补 片 x(u，w)， 定 义 每 个 切 平面 的 线性 变换 J: 


X, x, X, Xu 
(E) 7 (E 
ER, ELT I 在 每 个 切 平面 的 基 上 的 作用 ， 自 然 就 得 到 在 整个 切 平面 上 的 作用 ， 同 时 ，J 
把 单位 向 量变 为 单位 向 量 ， 即 ] 不 影响 向 量 的 长 度 ， 而 只 是 旋转 切 平面 上 的 向 量 . 
练习 5.4.11 假设 a: I>MBR 中 曲面 M 上 的 曲线 ( 即 有 Rs 中 的 诱导 度量 ) 为 方便 起 
见 ， 设 " 是 单位 速度 的 ， 假 定 坐标 补 片 是 正 交 的 ， 即 下 二 0， 证 明 J(T) 二 UX TT 提示; a = 
ux, tux, HJ 是 线性 的 . 
因为 对 R 中 的 曲面 有 J(T) 二 UXT( 根 据 练 习 5.4.11, 所 以 可 以 用 下 述 方程 定义 单位 速 
度 曲 线 a(z) 的 测 地 曲率 . 非 单位 速度 的 情形 也 是 一 一 样 ， 只 是 没有 U 项 . 


a = x,J (T) 
I(T) = J (ux, dt vx,) 
=u'J(x,) tv (x,) 


= u [Ex — |x., 
”一 一 Arm JE 十 K,u JE 


比较 «表达 式 中 x。 的 系数 和 前 面 用 来 定义 测 地 线 方程 的 w 对 应 的 系数 ， 有 


— E rr E, /2 E, toe G, 42 
ZN- u +p“ + awe oF’ ， 


故 
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aw E_E u Eyy Gey 
“sv NG 24G 0 JEG 2/EG 
我 们 给 出 一 个 更 易于 理解 的 记 法 . 设 9 表示 a Ax, 之 间 的 夹 角 ， 因 为 a 是 单位 速度 的 ， 所 以 


i l 
a = ux, tux, 


xy 
TE 
Ak, u /E=cosé, v VG =siné. 
对 第 一 个 式 子 求 导 ， 代 和 人 第 二 式 ， 
w JE tu , Eu’ +E — dcosb 


2/E dt 

u” E,u’ +E u'u’ . „d8 

VE + : =— sing 一 

Diet de a 
n Eu”? 4 Euo , dð 
u” JE + —— ag 
2 JE 2 JE dt 

—u [E Ea Eu dg 


v NG ‘JEG 2/EG ~~ de 
比较 它 和 上 面 HEER, 得 到 以 下 定型 
定理 $.4. 12 a(i) 为 曲面 M: xu, 中 上 的 单位 连 度 曲线 ， 0 表示 a 和 x, ZAGRA. M 
a 的 测 地 曲率 是 


Kg 一 本- [Gv — Eu"). 


注意 这 里 并 没有 指定 坐标 补 片 x(x，z) 的 值 域 ， 这 说 明 ks 的 表达 式 对 于 非 R 的 曲面 仍然 
R. 我们 将 在 第 6 章 再 次 讨论 测 地 曲率 ， 届 时 将 用 不 同 的 方法 得 到 上 面 的 公式 ， 

以 下 求 具体 的 测 地 线 . 前 面 用 测 地 线 方 程 得 到 测 地 线 的 方法 依然 可 行 ， 特 别 地 ，z，wv- 克 
莱 罗 参数 化 的 概念 仍 有 意义 ， 且 同样 可 以 简化 测 地 线 方程 ， 注 意 相 比较 依赖 于 Rs: 中 的 点 积 的 
性 质 ， 克 莱 罗 参数 化 的 坐标 补 片 的 一 些 性 质 实 际 上 依赖 于 度量 的 定义 . 

例 5. 4. 13( 庞 加 莱 平 面 P) BRR ru, V=, VÈ v- 克 莱 罗 参数 方程 ， 其 共 形 度量 是 

w em = NLM 其 中 wow, E€ T,(P), H p= (u,v), 
故 对 a 二 xCu(z)，wv(zt))， 由 测 地 线 方程 得 
A] 2 t tF 


KA 1, 
u yuu =o vv 十 一 uw? 一 
v 


因为 坐标 补 片 是 SIR SHEILA. MUAB-ANWANE, MERRHANARNN, 
得 w 二 0 或 者 


Lyre = 0. 
v 


u 2 
-7 二 —vU 
u v 


Inu) = 2ln(v) +c 


, 
u = cv’, 
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代 人 单位 速度 关系 1=u (1/v)+v (1/v), 得 v Stuy ctv Hugo, 职 分 得 


cu 
fau= ilps 
u—d= L fsinwdw E v = ! sinw 
= a 
iC 
= Vie 
C(u—d)=1-cev 
u-d +ut= SF. 
这 是 圆心 在 轴 上 的 圆 同样 因为 坐标 补 片 是 v- 克 莱 
罗 参 数 化 的 ， 竖 直线 ( 即 v- 参 数 曲 线 ) 也 是 测 地 线 ， 这 
是 w=0 的 情形 .所 以 庞 加 莱 平 面 P 的 测 地 线 是 圆心 
FE u 轴 上 的 圆 弧 和 竖 直 线 ( 如 图 5-7 所 示 ). 这 些 都 是 
P 的 “直线 ”. 
练习 5.4.14 证 明 对 庞 加 莱 平 面 平行 公理 不 成 立 : 
平行 公理 是 : 过 直线 外 一 点 ， 存 在 唯一 的 一 条 直线 平 
行 于 已 知 直线 庞 加 莱 平 面 是 高 斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 、 
鲍 耶 的 非 欧 几 里 得 几何 的 一 个 典型 例子 . 图 57 庞 加 莱 平 面 的 测 地 线 
练习 5.4.15 RAY 5. 4.4 中 曲面 M 的 测 地 线 : 
例 5. 4. 16( 双 曲 平 面 H) ”如 下 计算 测 地 线 : 因为 x 是 妈 - 克 莱 罗 参数 化 的 ，w- 参 数 曲 线 为 
测 地 线 . 因此 ， 经 过 (0，0) 的 径 向 线 是 测 地 线 . 对 于 非 w- 参 数 曲 线 的 测 地 线 ， 应 用 克 莱 罗 积 
分 公式 (化 简 后) 得 


du. 


v= | c — u? /4) 
u? 


虽然 很 复杂 ， 但 是 可 以 作 如 下 处 理 . 


练习 5.4.17 设 岂 = 一 -一 (1 十 we/4); 证 明 dv =F — 
uvVl++e I= vw 
dw R 
那么 , | dv =| ,VU 一 Vo = cos 'w. 记 为 cos(v 一 vw) = w 或 者 
Vl—w 
cos(v— vw) = $ (1+ u?/4) 
uvl +e 


cos(v— vw)= 4+ u? 


4uJ/1+c’ 
č 
rpq tite 


u cos(vu— m= 0. 
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为 了 更 好 地 说 明 这 一 方程 ， 用 直角 坐标 (Xx，y): x=ucosv, y=usinv 代替 极 坐 标 (u， v), 
cos(w 一 和) 展开 为 cosucosuo 十 sinosinuo ， 配 方 ， 有 


/ f 2 
u 十 4 一 AVI Te cosw, ucosv 一 4 一 Csinvousinv= 0 
f 2 / 2 
vty’ +a FO osu ar — 4 ate sinw y= 0 
C 


(z— 2v1 et 
(x- BVT FE cosy) + (y— avire 


2 
_ 4 
2V1 FC inu = -7 
C 


BANEET Mot Ham at EZ), MEANA HAAN = 


相交 为 直角 ， 因 此 双 曲 平面 的 测 地 线 是 从 原点 出 发 的 径 向 线 和 圆心 在 H 外 半径 为 2 且 与 H E 
交 的 圆 ， 


练习 5.4.18 证 明 上 述 圆 与 x* 十 一 4 相交 为 直角 .提示 (AE?) =2+(2). 


再 次 注意 ， 给 定 测 地 线 外 一 点 ， 过 此 点 与 已 知 的 测 地 线 平行 的 线 存 在 无 数 条 ， 双 曲 平 面 也 
是 高 斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 、 鲍 耶 的 非 欧 几 里 得 几何 的 一 个 典型 代表 ， 事 实 上 ， 双 曲 平面 与 庞 加 莱 
平面 等 距 ， 也 就 是 从 微分 几何 的 观点 来 看 ， 它 们 没有 区 别 ， 下 面 是 更 深入 的 简短 讨论 . 

练习 5.4.19 求 球 极 球面 S% 的 测 地 线 ， 提 示 : (1) 坐 标 补 片 为 上 克 莱 罗 参数 化 的 ; (2) 作 


代 换 isiaz 一 csec0; (3) 如 同一 般 球面 ， 测 地 线 位 于 某 一 类 平面 一 一 这 些 平面 经 过 球面 的 一 个 


1—sinv 
特定 点 . 

练习 5.4.20 设 x(r，0) 一 (rcosg，rsin0) 为 zy 平面 的 极 坐标 形式 的 坐标 补 片 ， 证 明 球 极 
平面 射影 的 逆 是 


4 . _ {2rcos@ 2rsing r? —1 
St (rcosg,rsinb) = (reipi) 


以 wi o w 二 St" (w) e St (如 ) 作 为 平面 度量 的 定义 ， 其 中 。 表示 通 常 球面 的 度量 ， 这 一 曲面 
称 为 球 极 平面 . 证 明 


4 4r* 
BK= +1. 仿照 双 曲 平面 的 方法 , 求 球 极 平面 的 测 地 线 ， 特 别 地 ， 代 换 w= c (1 一 )/ 
2rVI 一 很 有 用 .单位 圆 和 经 过 原点 的 直线 是 测 地 线 ， 为 什么 ?最 后 ， 证 明 所 有 的 测 地 线 都 与 单 
位 圆 相交 ， 而 且 交角 B WHEE cosg= <， 其 中 c 为 克 莱 罗 常数 是 测 地 线 的 公式 变 为 Cz 十 tan8gcosb,): + 
(y+ tanBsin& )’ 二 sec*B( 这 是 一 个 圆 )， 见 5. 6. 5 小 节 . 


5.5 等 距 和 共 形 映射 


M: x(u, WAIN: yr, SERA. EFEM x 的 定义 域 到 ”的 定义 域 的 光滑 函数 r+，s， 
可 定义 曲面 的 映射 2 MN, I(x(u, v))=y(r(u, v), slu, v)). RIERS, #8 


E= F=0, G= 
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=e, ok, = 1, (x) od o Cx Gr = eerie ly id dT mS 
这 里 和 以 往 一 样 ， 假 设 坐 标 补 片 是 正 交 坐 标 补 片 ， 因 此 OF FHT. Ce) “yl oC) 因为 由 链 
式 法 则 可 得 I. (Cx) 二 yr 十 yssus Te (xzo) 一 rr 十 ysso， 所 以 可 以 用 一 个 很 清楚 的 公式 判断 映射 
是 否 为 等 距 的 ， 即 
E, = x, °:X, = Ey? +G,si G; = XoXo = Er’ + G,s:. 
在 练习 3. 2.4 中 ， 对 于 同一 曲面 的 两 种 参数 形式 (I 是 恒 等 映 射 ) 的 特殊 情形 ， 也 得 到 了 同样 的 
公式 .而 且 相 同 的 计算 得 到 (这 里 下 = 0)E.G.= [zs。 一 rosu]?E,G,， 将 其 代入 定义 K 的 公式 
(相当 完 长 的 计算 ) ， 得 到 如 下 基本 定理 . 
定理 5.5.1 若 I: MN 是 等 距 的 ， 则 在 对 应 点 处 有 相同 的 高 斯 曲率 . 即 对 任意 PCM, 
Ku(p)=Kn(I(p)). 
练习 5.5.2 由 练习 3.4.2， 曲 面 ( 如 图 5-8 
所 示 ) 
x(u,v) = Cucosv,usinv,v) 
y(r,s) = (rcoss,rsins,|nr) 
的 高 斯 曲率 都 是 K=—1/(1+u*)’, HP w 
别 代表 wu 和 ~. 证 明 这 两 个 曲面 不 等 距 . 提示 : 
车 是 等 距 ， 必 有 r+(u，v) 二 wu( 不 考虑 符号 )， 
E. 二 Er 十 Gysw 是 否 成 立 ? 
注 记 5.5.3” 若 参数 的 定义 域 相 同 ， 且 函数 
rs s WH. ru, v) =u, slu, v =v, WES sis 相同 的 非 等 距 曲 面 
距 保持 度量 : 


E, = E,,. F: =F,» G; =G, EREM D) 
事实 上 ,很 多 学 者 称 r(u，v) 和 s(u，wv) 给 出 曲面 N 新 的 参数 形式 y u, v) =y Cru, v), 
slu, v)). 上 映射 可 定义 为 I(x(u，v))= 二 y(u，v)， 是 否 等 距 的 问题 就 简化 为 判断 上 面 的 等 式 是 
否 成 立 ， 当 然 需 要 验证 这 个 特殊 的 映射 是 可 参数 化 的 .为 避免 这 一 点 且 使 得 下 面 练习 和 例子 更 
加 清楚 ， 我 们 选择 确定 的 函数 r+，s. 但 事实 土 ， 上 面 的 例子 是 很 重要 的 .只 要 映射 I» M>N 
是 局 部 一 一 对 应 ( 即 选取 M 上 每 点 的 一 个 小 邻 域 ， 在 这 个 领域 上 工 为 二 一 的 ) AWE 
(5.5.1)， 则 工 给 出 了 NM 的 邻 域 的 像 ) 新 的 参数 形式 ， 且 在 此 邻 域 上 工 是 一 一 的 . 
显然 ， 等 距 保持 切 向 量 的 长 度 ( 因 为 每 个 切 向 量 都 是 x Mx, 的 线性 组 合 )， 事 实 上 ,“ 等 
距 ” 是 由 古 希 腊 语 的 “相同 度量 ”演化 而 来 ， 而 且 公 式 (其 中 。 表示 内 积 ) 


cos(0) = Fol bwit tLe l 
表明 等 距 也 保持 向 量 间 的 夹 角 ， 其 中 9 为 向 量 v , w 之 间 的 夹 角 . 

由 反 函 数 定理 ， 对 于 M 上 每 点 存在 一 个 小 开 邻 域 ， 使 得 了 在 此 邻 域 内 有 光滑 的 反 函 数 . 
当 了 是 一 一 到 上 的 ， 且 存在 光滑 的 整体 的 反 函 数 六 : : N 一 M， 称 了 是 整体 等 距 的 . 虽然 这 里 
给 出 的 不 是 等 距 最 一 般 的 定义 ,但 对 于 本 书 中 的 例子 已 经 是 够 下面 验 证 其 中 一 些 例子 ; 

例 5.5.4( 螺 旋 面 ) 曲面 M, N 的 坐标 补 片 分 别 是 x(u, o) = Cucosv, usinv, v), 


”将 一 个 长 为 工 的 带 圈 的 绳索 套 到 圆锥 上 (如 图 5-10 所 示 )， 拉 绳索 的 


m 
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y(r, s)=(sinhrcoss, sinhrsins, s). 将 第 一 个 曲面 看 作 标 准 的 螺旋 面 ， 定 义 映 射 T，M-~N， 
I(x(u, v))=y(sinh tu, v). $ r=sinh 'u, s=v, AAMAS AES te F WZ ra = 1/coshr= 
1I Fu, s,=1. mi E,=1=(1/cosh’r)cosh’r=Eyr?, G, =1 +u =cosh’r=G,s°. Ate I AFB. 
显然 ,了 是 一 一 的 、 到 上 的 ， 且 有 光滑 的 反 函 数 Cy, s))=x(sinhr, s), Be 了 是 整体 等 距 的 . 


图 5-9 圆锥 的 展开 过 程 


练习 5.5.5 设 圆锥 面 z=avr +y WBA AW xu, v)=(ucosv, usinv, au), $ 表示 


圆锥 面 的 顶 角 证明 sin$ 二 1/V1 十 a*. 若 沿 母线 将 圆锥 剪 开 ， 可 将 其 展 成 一 个 扇形 (如 图 5-9 
所 示 )， 设 扇形 的 顶 角 为 0, 证明 9 二 2xsing.， 对 于 OK<, 


(«VIF ta®cos( ==) uv TF asin Fr)" Vl) 


给 出 了 展开 的 过 程 . 验证 这 一 映射 给 出 了 上 述 展 开 . 证 明 对 于 任意 固 
定 的 上 ， 上 映射 ICucosv, usinv, au)=—y'(u, v ESM. RA I 
将 圆锥 上 的 测 地 线 映 为 平面 的 测 地 线 ( 即 直线 )， 提 示 : 在 最 后 一 步 作 
代 换 w=AB/(A—Btan(v//1+a’?)), HH} A=c/sinD, B=c/cosD, 
其 中 c， 是 圆锥 的 测 地 线 的 参数 . WAY 5.6.6. ef 
练习 5.5.6 HAAN SHAM, PRIMM cy 平面 上 . 


自由 端 ， 使 圆圈 紧 绕 在 圆锥 上 .绳索 是 什么 形状 ? 更 特别 地 ， 绳 索 是 
从 顶端 往 下 滑 呢 ， 还 是 固定 不 动 呢 ? 答案 是 否 依赖 于 顶 角 呢 ? 试 说 
明 . 提示 : (1) 绳 索 变 成 了 什么 样 的 曲线 ? :如 果 绳 索 不 动 ， 那 么 它 受 图 5-10 带 有 绳索 的 圆锥 
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那些 力 的 作用 ? 是 否 有 切 方 向 上 的 力 ? 若 无 ， 曲 线 的 加 速度 沿 哪 个 方向 ? (2) 沿 绳索 结 点 所 在 
的 母线 展开 圆锥 ， 曲 线 变 成 什么 样子 ? 若 $ 很 大 又 会 怎样 ? 

练习 5.5.7 对 于 位 于 xz 轴 的 圆柱 x(x，z) 一 (KK，cosu，1 十 sinv)， 求 它 的 展开 映射 (从 加 
柱 的 上 面 往 下 剪 开 )， 证 明 对 任意 固定 的 上， 这 一 喘 射 为 等 距 ， 进 而 证 明 圆 柱 上 的 测 地 线 在 等 距 
I 的 作用 下 映 成 了 平面 的 直线 . 提示 : 分 别 考 虑 左 侧 和 右 侧 .向 右 旋 转 圆柱 的 右 半 边 ， 当 有 一 
点 接触 到 xz 轴 时 ， 就 保持 不 动 . 证明 这 一 过 程 的 公式 是 l 

(u,t+sin(v—t),1—cos(u—0)) WF t< 4; 
(u,v,0) ， XIF tv. 
给 出 左 侧 的 展开 公式 ， 见 5. 6. 3 小 节 中 关于 圆柱 展开 的 Maple 程序 . 

展开 映射 工 将 圆锥 和 圆柱 的 测 地 线 映 为 测 地 线 并 不 是 这 些 曲 面 特 有 的 现象 ， 实际 上 ， 由 定 
理 5.1.5， 测 地 曲率 仅 依 赖 于 度量 ， 因 此 等 距 必然 保持 测 地 曲率 ， 也 就 将 测 地 线 映 为 测 地 线 
下 面 给 出 另外 的 一 个 证 明 . 

定理 5.5.8 设 T[，M->N 为 等 距 ， TETTETETT HBO) = TaD) N Om 
地 线 . 

证 了 明 若 上 述 函 数 ">，* 是 投射 ,结论 是 显然 的 . 另 一 一 方面 ， #r=rlu, v), s=slu, v) 
是 一 般 的 光滑 项 数 ， 计 算 将 非常 复杂 .， 取 一 个 折 中 的 办 法 ,证明 r—r( uv), s=s MSRM 
立 . 这 样 既 包含 了 计算 的 本 质 ， 又 避免 了 不 必要 的 繁琐 计 算 ， 取 Exi(u,v)) 一 y(r(Cz)， 
s0), aSU, WDS yU), sE). REWE, rua, swa E 
y 度量 下 的 测 地 线 方程 ， 关 于 ro s 的 假设 意味 着 x，y 的 度量 满足 下 述 关系 ， 

E, = Er, G, =G}, E,= Eu:, G, =G,v’. 


ICusvst) = 


由 链 式 法 则 ， 得 | 

r =ru, s = sw, u = ur, v = us’, r= re u? tru”. 
Wr 代 人 第 一 个 测 地 线 方程 ， 并 且 利用 上 面 的 计算 结果 ， 因 为 x 满足 M 的 测 地 线 方程 ， 
所 以 有 


r+ ver" + ers 一 ves” =+ Fate tiete, ny Eazy: rs Gatikena 
=+ Taur” + or + 全 or 党 uss 
= EE +i "+E u’ -Savi 
= ral "+ Es 二 Bey! '— Ser |= 0 
(注意 由 中 间 两 项 可 得 rw, 二 1. ) 所 以 8 满足 N 的 测 地 线 方程 m 


练习 5.5.9 TEA Als 也 满足 第 二 个 测 地 方程 
练习 5.5.10 双 曲 平面 H 的 标准 极 坐 标 补 片 是 x(z，zm) =(ucosv, usinv). 定义 映射 


_ 4usinv 4—w 
I: H>P,I(x(u, v)) (FF TT o)=yrtu, v), s(u, v)), Hp 
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PEBRFBN yO, =, SHEMEEM. 证 明了 是 等 中 ,事实 上 ,I 是 到 上 半 平 面 的 一 
一 的 、 到 上 的 (有 光滑 反 函 数 ) 映 射 ， 故 是 整体 等 距 的 ， 上 述 公 式 出 自 复 变 量 理论 中 的 默 比 乌 斯 
变换 (或 线性 分 式 变换 ) ， 
jz, 
之 十 2 
其 中 z=x 十 iy， 从 第 4 章 可 以 看 出 复 分 析 在 微分 几何 中 有 很 重要 的 作用 . 这 里 给 出 的 是 一 个 我 
们 熟知 的 例子 . 考虑 双 曲 平面 H 的 标准 极 坐标 x SE SRB xu, v)=Cucosv, usinv). 
因为 经 过 原点 的 径 向 线 是 x- 参 数 曲 线 ， 所 以 它们 是 测 地 线 ， 给 定 x=2 圆 盘 上 的 任意 点 p= 
(uo。，vwo)， 存 在 以 下 线性 分 式 变换 : 

T(z) = etic, lal? =l}? = 1, 

pzta 

而 且 在 实 平面 坐标 和 双 曲 平面 度量 意义 下 ， 这 个 变换 是 H WFE, BEHARA p 点 ， 因 此 ， 
过 点 的 测 地 线 是 过 原点 的 径 向 线 的 像 ， 而 线性 分 式 变换 将 圆 变 为 圆 ， 将 直线 变 为 直线 ， 又 因 
工 是 等 距 且 过 原点 的 径 向 线 与 x 一 2 垂直 相交 ， 所 以 测 地 线 必 经 过 p， 因 此 ， 经 过 p 的 测 地 线 
一 定 是 贺 ， 且 与 二 2 的 边界 贺 相 交 为 直角 . 这 正 是 之 前 计算 的 结果 . 


练习 5.5.11 假设 螺旋 面 的 坐标 补 片 为 x(u，wv) 二 (sinhucosu，sinhusinv，wv)， 从 t= 
到 :一 x， 可 由 以 下 定义 
x' (u,v) = (sintsinhucosv — costcoshusinv, sintsinhusinv 十 costcoshucosv, ucost + vsint) 
将 螺旋 面 光 滑 地 弯曲 成 悬 链 面 ， 但 最 后 一 步 不 是 一 一 对 应 .证 明 对 任意 子 和 *<r，ICx(w，z)) 一 


x'(u，v) 是 整体 等 距 ， 当 i 二 x 时 , I 是 局 部 等 距 ， 并 证 明 在 任 一 种 情况 下 都 保持 高 斯 曲率 不 变 
(因为 它 由 度量 决定 ) 且 每 个 中 间 曲 面 都 是 极 小 的 

注意 从 一 般 球面 ( 即 非 球 极 球面 )S*\ (N) FIR? BY ER AR F Ta AT BE AN E E. 回忆 对 于 切 向 
B.A 


T(z) 一 一 


一 sinucosv cosucosv 
St (x ) = Dg OO 7g 
l1—sinv 1 一 sinv 


St. (x) = ( cosu _, __Sinu 0). 
1—sinv 1 — sinv 


A, RRR? 中 的 点 积 ， 得 St. (x) e St, (x) =0. 又 


_ cos’ v 
St, Cxu) © St, (x,) = U sino? 


_ 1 

S asim e 

E 

(1 — sinv)? 

= 1 ， . 
(1 — sinv)? ” 


St. (x,) ° St, (x, = 
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因为 因子 1/(1 一 sinv) 表 示 出 现 了 伸缩 变换 ， 所 以 St 不 是 等 距 ， 同 时 ， 证 明 伸 缩 变换 是 一 致 的 
而 和 且 保 持 角 疫 . 以 球 极 平面 射影 作为 基本 的 例子 ,减弱 等 距 条 件 ， REREH I: MN WE 
下 面 的 比例 条 件 . 对 于 正 交 坐标 补 片 x，y， 称 T(x(u，v)) 二 yr(u，v)，s(w，v)) 是 共 形 映 
MM, MRO=I, Cx) 41. (x), H 
E, = Alu, v) [Ey +G,s2], G, = ACu,v)*LE,r’? +G,s2], 
PRR AU, DKARKAT. 注意 , Erlu, v)=u, slu, v=v, 了 是 共 形 映射 当 且 仅 当 
对 任意 的 pEM，I(p) EN， 度量 对 应 成 比例 ， 即 
E, 一 A(u,v) E, G, = A(u,v)’E,. 

练习 5.5.12 证 明 如 果 了 是 共 形 的 ， 则 它 保持 切 向 量 间 的 夹 角 .提示 只 要 证 明 保 持 x, 
Al x, 的 夹 角 不 变 就 可 以 . 

球 极 平面 射影 是 从 球面 到 平面 (Rs 的 诱导 度量 ) 的 共 形 映射 .这 是 第 4 章 中 用 复 分 析 方法 
研究 极 小 曲面 的 本 质 . 

练习 5.5.13 半径 为 R 的 球面 的 常用 坐标 补 片 是 x(w，wv) = (Reosucosv, Rsinucosv, 
Rsinv). 定义 


I(x(u,v))= (wm tan( 玛 十 于 ),0】 


= y(rlusv)ss(usv))s 

其 中 y(r+，;s)= 二 (r+，s，0) 是 坐标 平面 的 坐标 补 片 ， 证 明 I oA A AC, v) = Rcosv 的 共 
形 映 射 . 

假设 a 二 x(x，wv(u)) 是 球面 上 曲线 ， 且 与 每 条 经 线 ( 即 v- 参 数 曲线 ) 相 交 为 定 角 .证 明 
v(xu) 二 Cu/R*， 上 且 这 样 的 曲线 在 I 作用 下 的 像 为 直线 ， 这 一 映射 1 称 为 球面 到 和 矩形 的 黑 卡 托 投 
射 ， 特别 地 ， 墨 卡 托 投 射 经 常用 于 绘制 地 图 ， 早 些 时 候 海 员 们 利用 这 一 性 质 用 直线 绘制 航行 
图 ， 并 利用 指南 针 保持 方向 航行 (也 就 是 说 与 经 线 相交 为 定 角 ). 虽然 这 些 线 不 是 测 地 线 ， 但 却 
易于 指导 远 距 离 航行 . 对 于 绘图 ， 在 FLRW84] 中 有 更 详尽 的 数学 讨论 . 


5.6 测 地 线 和 Maple 


5.6.1 绘制 测 地 线 

几何 学 家 很 难 想象 测 地 线 到 底 是 什么 样子 的 ， 这 是 因为 测 地 线 方程 的 解 通 常 都 是 数值 解 ， 
且 要 将 它们 带 人 到 曲面 的 参数 方程 中 ， 以 前 这 需要 复杂 的 处 理 程序 ， 以 配合 3D 图 形 的 数值 分 
析 ， 而 今 ， 只 需 一 个 短 的 Maple 程序 即 可 .在 曲面 上 可 以 画 出 它 的 测 地 线 ， 而 且 可 以 给 出 经 过 
严格 分 析 才 能 得 来 的 一 些 直观 的 信息 ， 例如 由 图 5-6 可 以 得 到 解决 练习 5. 2. 17 的 直观 想法 , 
当然 ， 对 给 定 的 参数 形式 ， 用 Maple 生成 测 地 线 方程 是 很 容易 的 ， 下 面 这 段 程序 就 是 做 这 项 工 
fe. 首先 需要 一 个 度量 (其 中 ， 和 以 往 一 样 取 下 一 0). 

> with(plots) :with(LinearAlgebra) : 


> EFG := proc (x) 
local Xu,Xv,E,F,G 
Xu := <diff (X[11, i diff (X{2] ,u) ,diff(X[3} ,u)>; 
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v := <diff(X[1] ,v),diff(X[2] ,v),diff(X[3] ,v)>; 
DotProduct (Xu, Xu, conjugate=false) ; 
DotProduct (Xu, Xv, conjugate=false) ; 

G := DotProduct (Xv,Xv,conjugate=false) ; 
simplify([E,F,G]); 

end: 


测 地 线 方程 可 由 以 下 程序 给 出 . 


> geoeq:=proc(X) 

local M,eqi,eq2; 

M:=EFG(X); 

eqi:=diff (u(t) ,t$2)+subs({u=u(t) ,v=v(t)}, 

diff (M(1] ,u)/ (2*M[1]))*diff (u(t) ,t)°2+subs ({u=u(t) , v=v(t)}, 
diff (M[1] ,v)/(M{1]))*diff (u(t) ,t)*diff(v(t),t)- subs({u=u(t), 
v=v(t)},diff(M(3] ,u) /(2*M[1])) *diff (v(t).,t)*2=0; 

eq2:=diff (v(t) ,t$2)-subs({u=u(t) ,v=v(t)}, 

diff (M[1] ,v)/(2#M[3])) «diff (u(t) ,t) “2+subs ({u=u(t) ,v=v(t)}, 
diff (M[3] ,u)/(M[3]))*diff (u(t) ,t) *diff(v(t) ,t)+ subs({u=u(t), 
vev(t)}, diff (M[3] ,v) /(2*M[3])) *diff (v(t) ,t) “2=0; 

eqi,eq2; 

end: 


练习 5.6.1 证 明 下 面 程序 生成 F 尖 0 时 的 测 地 线 方程 . 


> geoeq2:=proc(X) 

local M,G,E,F,D,Eu,Ev,Fu,Fv,Gu,Gv,eq1,eq2; 

M:=EFG(X); 

E:=M[1}]; F:=M[2]; G:=M[3] ; 

D:=E*G-F*F; 

Eu:=diff(M[1] ,u); Ev:=diff(M[1],v); 

Fu:=diff(M[2] ,u) ; Pu diff (M[2],v); 

Gu:=diff (M[3] ,u); Gv:=diff(M[3],v); 

eqi: =diff (u(t), tbo)” + subs ( {u=u(t) »v=v(t)} , 

(G*Eu- F*(2*Fu-Ev) ) /(2*D) )editt (u(t), t) “2 

+ subs({u=u(t),v=v(t)}, (G*Ev-F*Gu) / D)#¥diff (u(t) ,t)* - 
diff(v(t),t) + subs( {u=u(t),v=v(t)} , 

(G* (2#F v-Gu) -F*Gv) /(2*D) ) *diff (v(t) ,t)72=0; 

eq2:=diff (v(t) ,t$2) + subs( {u=u(t) ivev(t)}, 

(E* (2*Fu-Ev) - -F*Eu) /(2*D))*diff (u(t), t)°2 + subs({u=u(t), 
vev(t)}, (E*Gu-F*Ev) /(D)) *diff (u(t) st) *diff (v(t), t) 

+ subs ({u=u(t), vev(t)}, (E*Gv- -F*(2#Fv-Gu) ) /(2#D))* 

diff (v(t) ,t)*2=0; 

eqi ,eq2; 

end: 


最 后 ， 回 到 本 小 节 的 中 心 部 分 ， 即 用 Maple 绘制 曲面 的 测 地 线 ， 这 个 程序 的 输入 数据 容易 
让 人 迷惑 ， 每 一 个 都 是 一 个 函数 ， 首 先 要 输入 曲面 的 参数 形式 ， 接 下 来 输入 4 个 给 定 曲面 的 
Wu，v 参数 的 边界 ，u0，w0 是 测 地 线 的 起 始点 ，Du0，Dw0 为 起 始 方向 ， 输 入 工 给 出 测 地 线 参 
Re 的 边界 ， 输 入 N 给 出 测 地 线 上 点 的 数目 . N 越 大 ， 测 地 线 看 起 来 就 越 光滑 .输入 “gr 表示 
允许 网 格 ( 通 常 为 25X25) 变 化 的 大 小 .网 格 越 大 ， 图 像 越 好 ， 弯 曲 得 越 慢 ， 最 后 输入 “thetay 
和 “phi” 给 定 输出 图 像 的 方向 . 


X 
E 
F 


180 RSF 


> plotgeo:=proc(X,ustart,uend,vstart,vend, u0,v0,Du0,Dv0, 
T,N,gr,theta, phi) 

local sys,desys,ul,v1,listp,geo,plotX; 

sys :=geoeq(X); 

desys :=dsolve ({sys,u(0)=u0,v(0)=v0,D(u) (0)=Du0,D(v) (0) =Dv0}, 
{u(t),v(t)},type=numeric, output= listprocedure) ; 

ul: =subs (desys, u(t)); vi: =subs (desys, v(t)); 

geo:=tubeplot (convert (subs (u=’ul? (t) ,=I Vi? (t),X), list), 
t=0..T,radius=0.05,color=black ,numpoints=N) : 
plotX:=plot3d(X,u=ustart..uend,v=vstart..vend,grid=[gr[1], 
gr(2]],shading=XY, lightmodel=light3) : 

display ({geo,plotX}, shading=XY, lightmodel=light2, 
scaling=constrained, orientation=[theta, phil); 

end: 


这 里 有 两 个 曲面 的 例子 ， 像 下 面 绘 制 环 面 的 测 地 线 一 样 ， 绘制 它们 的 测 地 线 . 
> sphere:=<cos(u)*cos(v)|sin(u)*cos(v) |sin(v)>; 
sphere := [cos(u)cos(v), sin(u)cos(v) ,sin(v)] 
> torus:=<(4+cos(u))*cos(v) | (4+cos(u))*sin(v) lsin(u)>; 
torus :二 [(4 + cos(u) )cos(v) , (4 + cos(u))sin(v) ,sin(u)] 
EFG (sphere); 


v 


[cos(v)?,0,1] 
> geoeq(sphere); 


du(t) \ /dv(t) 
2 2sin( v(t)) 
. (fx) Ca M “ = 9, 
(FRP )+ costo sino (HY = 0 


V 


EFG(torus); 


[1,0,(4 二 cos(u))’] 
试 解释 下 面 的 测 地 线 ( 如 图 5-11 所 示 ). 测 地 线 从 哪里 哪个 方向 开始 ? 位 于 哪 ? 为 什么 ?7 (与 克 
KD RRA KN?) 


> plotgeo(torus,0,2*Pi,0,2*Pi ,Pi/2, 0,0,1,30，150, [15,30]， 


105,33); 

> Pigtgeo (torus, 0,2*Pi,0,2*Pi,0,0,0,1,15, 75,[15,30], 
177 

> plotgeo(torus, 0,2*Pi,0,2*Pi,Pi,0,0,1,15, 165, [15,30], 
177,68); 


图 5-14 描述 的 例子 显示 了 在 任何 测 地 线 的 计算 中 计算 机 可 能 出 现 的 错误 . 它 的 初始 数据 
使 得 测 地 线 沿 内 平行 圆 开 始 ， 当 取 :一 0 到 :一 35( 而 不 是 上 面 的 上 * 一 15)， 曲 线 偏离 了 它 的 正确 
轨迹 (与 图 5-13 比较 ). 
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图 5-11” 在 环 面 的 顶端 平 行 圆 与 底 端 平行 圆 之 间 跳 路 的 测 地 线 


图 5-13” 环 面 内 平行 圆 的 测 地 线 图 5-14 ” 环 面 内 平行 圆 的 测 地 线 : 一 个 出 现 错误 的 例子 


> plotgeo(torus,0,2*Pi,0,2*Pi,Pi,0,0,1,35, 165, [15,30] ， 

177,68) ; 

练习 5.6.2 考虑 上 述 环 面 测 地 线 ( 即 R=4, r= 二 1)， 它 从 与 顶端 平行 圆 的 夹 角 为 $ 的 平 
行 圆 开 始 到 x.， 由 克 莱 罗 关系 式 ，Rsing =c. MR CR+rcosu) sing = Rsing,. 证明 可 取 $, = 
arcsin((R 一 r)/R) 使 得 测 地 线 渐 近 于 u= r 的 测 地 线 一 一 内 平行 圆 . 再 用 Maple 绘制 测 地 线 ( 注 
意 不 要 出 现 错误 )， 提示: (1) 对 于 第 一 部 分 ，u 一 x*，# 一 x/2; (2) 对 于 第 二 部 分 ， 对 加 取 适 当 
的 Dud 和 Dv0, FA! A 加 是 切 平面 上 的 角 ， 但 是 在 uv 平面 由 Du0 Al Dvd 决定 的 向 量 
在 参数 化 的 过 程 中 产生 畸变 .用 度量 系数 计算 这 一 畸变 ， 求 出 在 uv 平面 的 正确 方向 . 

练习 5.6.3 对 练习 5. 2. 15 以 及 图 5-5 中 的 旋转 得 舌 面 ， 由 以 下 程序 绘制 测 地 线 . 

> witch:=<2*tan(u) |2*cos(u)~2*cos(v) |2*cos(u)*2*sin(v)>; 


witch := [2tan(u) ,2cos’ (u) cos(v) ,2cos’ (u) sin(v) J 


> plotgeo(witch,-1.1,1.1,0,2*Pi,Pi/3,0,0,1, 100,200, [15,30], 
92,-113); 


能 理解 克 莱 罗 关系 式 所 起 的 作用 吗 ? 

练习 5.6.4 对 于 不 同 的 起 始点 和 初始 方向 ， 利 用 球面 、 圆 柱 、 圆 锥 面 、 抛 物 面 的 标准 参 
数 方程 ， 绘 制 测 地 线 ， 并 比较 本 书 中 的 图 例 . 特别 地 ， 将 圆锥 面 和 抛物 面 的 结果 与 练习 
5. 2. 14 和 练习 5. 2. 17 作 个 比较 . 
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练习 5.6.5 对 于 不 同 的 起 始点 和 初始 方向 ， 绘 制 悬 链 面 和 单 叶 双 曲 面 的 测 地 线 . 下 面 的 
例子 会 提供 一 些 帮 助 ( 如 图 5-16、 图 5-17 和 图 5-18 FR). 分 别 以 通常 的 参数 形式 和 直 纹 曲面 


参数 形式 考虑 单 叶 双 曲面 . 


图 5-15 #5 HE AY a Hh 


图 5-17 非 直 纹 和 直 纹 的 双 曲 面 的 母线 测 地 线 图 5-18 单 叶 双 曲 面 的 测 地 线 


> ‘hyperb:=<cosh(u)*cos(v)|cosh(u)*sin(v) |sinh(u)>; 
hyperbruled:=<cos(u)-v*sin(u) |sin(u)+v*cos(u) |v>; 


hy perb := [cosh(u)cos(v) ,cosh(u)sin(v) ,sinh(x) ] 


hy perbruled := [cos(u) — vsin(u) ,sin(u) + veos(u) +v] 


> plotgeo(hyperb,-2,2,0,2*Pi,0,0,0,1,10,25, [10,30] ,47,85); 
plotgeo(hyperbruled,0,2*Pi,-4,4,0,0,1,0,10,35, [30,10], 
47,85); 


> Pplotgeo(hyperb,-2,2,0,2*Pi,0,0,1,1,3.5,25, [10,30] ,14,85); 
plotgeo(hyperbruled,0,2*Pi,-4,4,0,0,0 1,4,25, [30,10] ,14,85) ; 


> plotgeo(hyperb,-2,2,0,2*Pi,0.05,0,0,2,3,100, [10,30], 
45,45); 
plotgeo(hyperbruled,0,2*Pi,-4,4,0,0.5,1,0,5,25, [30,10], 
45,45); 
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5.6.2 圆锥 上 的 测 地 线 
现在 看 圆锥 面 z= 二 Vx +y 上 一 条 特殊 的 测 地 线 : 
利用 练习 5. 2. 14 得 到 圆锥 上 测 地 线 的 公式 为 


这 二 Csee( A= tP) 
考虑 圆锥 面 上 从 (1，0，1) 到 (0，1，1) 的 测 地 线 . 这 意味 着 从 v=0 开始 以 v= 2/2 结束 时 , u 
以 1 开始 以 1 结束 . 将 其 代入 通常 的 测 地 线 公 式 ， 得 


1 = Cseet Dy ut PS Csee(="5+D). 


求解 可 得 c=cosD, H. 
a 
D = arctan laa) P 
sin( 也) 


> dd:=evalf(arctan((cos(Pi/(2*sqrt(2)))-1)V 
sin(Pi/(2*sqrt(2))))); 


dd :=— 0. 555 360 367 0 


> cc:=cos(dd); 


cc += 0. 849 710 492 1 
用 刚刚 得 到 的 C, DREN u 的 公式 代替 圆锥 面 参数 方 ” 图 5-19 连结 (1, 0, DACO, 1, 1) 
程 中 的 “， 可 以 绘制 圆锥 面 上 的 测 地 线 . 如 图 5-19 所 示 . 的 测 地 线 和 平行 圆 
> geo:=tubeplot([cc*sec(v/sqrt(2)+dd)*cos(v), 


cc*sec(v/sqrt (2)+dd)*sin(v) ,cc*sec(v/sqrt (2)+dd)], 
v=0. .Pi/2,radius=0.03,color=black) : 


> cone:=plot3d([u*cos(v) ,u*sin(v),u] ,u=0..1.8,v=0..2*Pi, 
grid=[6,24] ,shading=xy, lightmodel=light2) : 


> circ:=tubeplot([cos(v),sin(v) ,1],v=0..Pi/2,radius=0.025, 
color=blue): 


> display ({geo,cone,circ},scaling=constrained,orientation= 

[40 ,84] ) ; 

在 图 5-19 中 ， 可 以 看 出 存在 过 给 定点 的 测 地 线 和 平行 圆 ， 计算 从 (1，0，1) 到 (0，1，1) 
的 测 地 线 的 弧 长 ， 并 比较 连结 这 两 点 参数 形式 为 (cosv，sinv，1) 的 圆 弧 长 . 显然 该 圆 半径 为 
1， 因 为 相应 的 圆心 角 为 x/2， 故 (1，0，1) 到 (0，1，1) 的 弧 长 为 x/2z*1.570796 327; 以 下 计 
算 从 (1，0，1) 到 (0，1，1) 的 测 地 线 的 弧 长 . 


> alpha:=<cc/cos(v/sqrt (2)+dd)*cos(v) |cc/cos(v/sqrt (2)+dd)* 
sin(v) |cc/cos(v/sqrt (2)+dd)>; 


263 
l 
266 
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0. 849 710 492 lcos(v) 0. 849 710 492 lsin(v) 0. 849 710 492 1 


kd 


cos( 2X2 — o. 555 360 367 0) cos( 22 — o. 555 360 367 0) cos( 22 — o. 555 360 367 0) 


取 其 速度 向 量 ， 计 算 弧 长 积分 . 


> alphap:=map(diff,alpha,v): 

> evalf(Int(sqrt((alphap[1]“2+alphap[2] “2+alphap[3] “2)), 

v=0..Pi/2)); 

1. 491 286 907 

PCH Ht R AY OM K A F IL. 

练习 5.6.6 在 练习 5.5.5 中 ,分 别 取 1=0, 40.25, t=0. 5,t 二 0.75,.1 二 1], 绘制 圆 锥 
展开 中 相同 初 值 条 件 的 测 地 线 ， 这 说 明 等 距 的 展开 映射 把 圆锥 上 的 测 地 线 映 为 平面 上 的 直线 ， 
这 和 定理 5. 5. 8 得 到 的 结论 一 致 ， 下 述 命令 以 动画 的 形式 展示 了 等 距 的 展开 映射 如 何 把 圆锥 的 
测 地 线 映 为 平面 直线 . 


> Yt:=(u,v,t,a)-><utsqrt (1+t*a72) *cos(v/sqrt (1+t*a*2)) | 
utsqrt (1+t*a°2)*sin(v/sqrt (1+t*a*2)) |axu*sqrt (1-t)>: 


> display (seq(plotgeo(Yt(u,v,i/20,1.5),0,3,0,2*Pi,3,0, -1, 
0.25,5,25, [5,20] ,163,67) ,i=0..20), scaling=constrained, 
insequence=true) ; 


5.6.3 圆柱 上 的 测 地 线 

练习 5. 5. 7 给 出 了 圆柱 面 的 展开 映射 ， 这 里 将 用 这 个 映射 阐述 定理 5. 5. 8. 特别 地 ， 将 展 
开 带 有 螺旋 测 地 线 的 圆柱 ， 可 以 看 出 螺旋 测 地 线 最 终 展 为 平面 直线 . 

这 一 展开 圆柱 的 想法 是 假设 圆柱 的 每 条 边线 是 绕 其 中 心 旋转 的 轮子 ， 在 此 意义 下 ， 由 类 似 
摆 线 的 讨论 ( 见 练习 1. 1. 13) 可 获得 相应 的 圆柱 的 展开 了 映射， 不 同 在 于 当 圆 柱 的 点 触 地 时 ， 它 
将 停留 不 动 而 不 是 接着 滚动 . 这 意味 着 我 们 要 将 仍然 移动 的 部 分 和 固定 不 动 的 部 分 有 效 地 连结 
在 一 起 ，Maple 的 “piecewise” 命 令 可 以 实现 这 个 想法 .因为 圆柱 沿 不 同 的 方向 展开 ， 必 须 分 别 
处 理 左 边 和 右边 的 情形 ， 这 是 Maple WITH. AM RGR, Be wu- 参数 代入 图 中 . 根据 
练习 5. 5.7 的 公式 ， 有 如 下 平行 圆 的 渐 开 线 ( 对 右 侧 和 左 侧 )， 注 意 这 里 分 别处 理 第 二 个 坐标 和 
第 三 个 坐标 (用 “fleft”“gleft” 和 “fright”“gright”). 

> fright:=(v,t)->piecewise(t<=v,t+sin(v-t) ,t>v,v); 

fright += (v,t) — piecewise(t < v,t + sin(u—t),u < t,v) 
> fleft:=(v,t)->piecewise(t<=v,-t-sin(v-t) ,t>v,-v); 
fleft := (u,t) > piecewise(t < v, — t — sin(u—1t),vu < t, — v) 
> gright:=(v,t)->piecewise(t<=v,1-cos(v-t),t>v,0); 


gright += (v,t) 一 piecewise(t < v, 1 — cos(v—t),v < t,0) 
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> gleft:=(v,t)->piecewise(t<=v,1-cos(v-t) ,t>v,0); 


gleft ‘= (v,t) — piecewise(t < v,l — cos(u—t),u< t,0) 
考虑 参数 u BNE BE EA ERS) KNR, KEWAA EA ot RT. 注意，Maple 
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> Ytright:=(t,u,v)->[u,fright(v,t) ,gright(v,t)]; 
Ytright := (t,u,v) > (Cu, fright(v,t),gright(v,t) | 
> Ytleft:=(t,u,v)->{u,fleft(v,t),gleft(v,t)]; 


Yileft += (t,u,v) > [us fleft(w,t) , gleft(5,t)] 
当然 要 描述 展开 的 过 程 需要 建立 两 个 动画 一 一 一 个 左边 的 ， 一 个 右边 的 一 一 旦 同时 演示 它们 . 
因此 ， 我 们 将 其 命名 保存 (回忆 为 了 压缩 画图 结构 信息 ， 用 冒号 而 不 用 分 号 )， 再 使 用 “display” 
命令 . . a 


ate 


> right :=display(seq(plot3d(Ytright (i/20*Pi,u,v) ,u=-3..3, 
v=0..Pi,grid=[8,20]),i=0..20), insequence=true) : = 


> left:=display(seq(plot3d(Ytleft(i/20*Pi,u,v),u=-3..3, 
v=0. .Pi,grid=[8,20]),i=0..20) ,insequence=true) : 


> display({left,right},scaling=constrained,orientation 
=[18,76]); 


我 们 知道 圆柱 上 的 测 地 线 是 母线 、 平 行 圆 或 螺旋 线 ， 显然 前 两 个 展 为 平面 直线 ， 螺 旋 线 也 


展开 为 平面 直线 ， 根 据 展开 映射 ，( 因 圆柱 位 于 xy 平 面 , 例 (uw，sinu，1 一 cosu)) 一 条 螺旋 线 
的 展开 过 程 如 图 5-20 所 示 . 


> helixevolveright :=(t,s)->(s,fright(s,t),gright(s,t)]: 


> helright :=display(seq(tubeplot (helixevolveright (i/20#Pi, 
8) ,s=0..Pi,radius=0.05,color=black) ,i=0..20) , insequence=true) : 


> helixevolveleft:=(t,s)->[-s,fleft(s,t) ,gleft(s,t)]: 


> helleft:=display(seq(tubeplot (helixevolveleft (i/20*Pi,s), 
s=0..Pi,radius=0.05,color=black) ,i=0. .20) ,insequence=true) : 


> display ({left,right ,helright ,helleft},scaling=constrained, 
orientation=[8,75]); i 


通过 计算 每 一 情况 下 的 度量 , 说明 展 开 映 射 是 等 距 的 . 


> cylR:=<ult+sin(v-t) |1-cos(v-t)>; 


cylR := (u,t+sin(v—12),1—cos(v t) | 
> EFG(cy1R); 
[1,0,1] 


练习 5.6.7 由 练习 5. 5. 1 知 螺旋 面 与 悬 链 面 等 距 ， 绘 制 有 相同 初 值 条 件 的 测 地 线 ， 其 中 
=n/2, t=2r/3, t=5r/6, t=n. - 
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图 5-20 展开 圆柱 上 的 测 地 线 


5.6.4 波状 体 曲面 上 的 测 地 线 

定理 3.7.7 给 出 了 波状 体 曲面 的 参数 形式 ， 因 此 也 可 以 绘制 它 的 测 地 线 ( 如 [MO03b]). 
回忆 波状 体 曲 面 参数 化 的 度量 系数 为 

E = 4a’dn’?(u), F=0, G=a?(1+e)?dn?(u). 
这 些 仅 依赖 于 u 参数 (因为 波状 体 是 旋转 曲面 ),， 故 为 克 莱 罗 参数 化 . Aut, AERES % 
Ax: 
VGsing = a(1+e)dn(u)sing = c. 

波状 体 曲 面 上 的 测 地 线 满足 克 莱 罗 关系 式 ， 故 可 预测 它 的 走向 。 而 且 因 为 波状 体 曲 面 是 u 克 莱 
罗 参 数 化 的 ， 故 测 地 线 可 由 积分 刻画 为 


itf 
ae 
2dn(uy ) f“ du 

(lie) Vdn Ga) = dn Ci) 
+ nto) |" du f 
这 里 uv 是 测 地 线 的 初始 点 ， 且 在 克 莱 罗 关系 式 中 取 $= x/2 得 c= 二 a(1 十 e)dn(w)， 并 把 这 个 式 
子 带 和 一般 的 积分 公式 . 注意 "连续 且 关 于 v 单调 递增 .这 解释 了 为 什么 所 得 的 测 地 线 总 是 持 
续 “ 向 前 ”的 . 

下 面 这 几 步 决定 了 波状 体 曲面 上 的 闭 测 地 线 . 
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1) 编 写 一 个 Maple 程序 ， 它 输入 s( 确 定 波状 体 曲面 ) 和 u ( 测 地 线 的 起 始点 ， 该 测 地 线 起 
始 平 行 于 波状 体 曲 面 上 的 平行 圆 )， 输 出 测 地 线 的 旋转 变量 v 等 于 x 时 对 应 的 fE. 

2) 找 等 于 0 的 输出 wu， 因 为 我 们 用 测 地 线 方程 的 数值 解 计算 终 点 ， 所 以 不 能 希望 得 到 u=0. 
相反 地 ， 因 为 v 连续 单 增 ， 为 保证 对 于 起 始点 u, WE v= 二 x 时 二 0， 要 寻找 正 的 或 负 的 
输出 . 

3) 上 述 过 程 确定 了 波状 体 曲 面 上 的 闭 测 地 线 因为 在 波状 体 参 数 方 程 中 = 二 0 对 应 于 “赤道 ” 
测 地 线 ， 它 是 波状 体 曲面 驼峰 顶端 的 平行 圆 ， 因 为 波状 体 曲面 是 关于 赤道 对 称 的 ， 所 以 如 果 知 
道 测 地 线 uo 旋转 x 到 达 x 一 0， 那 么 由 对 称 性 ， 它 到 达 波 状 体 曲 面 上 对 应 于 一 xm 的 点 ， 需 要 再 
旋转 x*。 即 它 将 跳出 一 zx 的 平行 圆 ， 且 旋转 2x 后 返回 初始 平行 圆 ， 再 者 ， 由 对 称 性 知 测 地 线 
必然 为 闭 . 注意 测 地 线 满足 克 菜 罗 关 系 式 ， 且 根据 [dC76，4-7 节 ，302 页 ]( 见 练习 4. 2. 18) 测 
地 线 永 远 不 会 渐 近 于 非 测 地 线 的 平行 圆 ， 这样 测 地 线 必然 一 直 跳 跃 . 

注 记 5.6.8 注意 一 般 的 情况 下 测 地 线 的 终点 不 都 是 连续 地 依赖 于 初 值 条 件 ， 这 里 之 所 以 
如 此 是 因为 它 的 参数 方程 是 xx PHP SRE. 

利用 “dsolve” 求 测 地 线 方程 的 数值 解 ， 并 将 其 代 和 人 参数 方程 可 以 得 到 波状 体 曲面 的 测 地 
线 . 这 就 是 下 面 这 段 程序 的 内 容 ( 对 波状 体 曲 面 用 了 “plotgeo”)， 输 入 包括 参数 e、 初 始点 及 导 
数 、 运 行 时间 “T”、 绘 制 测 地 线 的 点 的 个 数 “N”、 构 成 区 间 [a， 引 的 格子 、 用 “theta” 和 “phi” 给 
出 的 绘制 时 的 方向 以 及 测 地 线 的 颜色 . 


> undugeo:=proc(eps,u0,vO,Du0,DvO,T,N, gr,theta,phi,col) 
local kk2,del,del0,ulim,desys,ul,vi,geo,plotX,equator; 
kk2:=evalf (2*sqrt (eps)/(iteps)); 

ulim:=fsolve (JacobiSN(u,kk2)=1,u); 

del:=subs (a=1, [-a*(1-eps)*(EllipticK(kk2)+ 
EllipticF(JacobiSN(u,kk2) ,kk2))- a*(1+eps)*(EllipticE(kk2) 
+ EllipticE(JacobiSN(u,kk2) ,kk2)) ， 

ax (1+eps) *JacobiDN(u,kk2) *cos(v) ,a*(1+eps)* 
JacobiDN(u,kk2)*sin(v)]); 

de10:=subs ({a=1,u=0}, [~a*(1-eps) *(EllipticK(kk2) + 
EllipticF (JacobiSN(u,kk2) ,kk2)) - a*(i+eps)*(EllipticE(kk2)+ 
Elliptick (JacobiSN(u,kk2) ,kk2)) ,a*(1teps) *JacobiDN(u, kk2) * 
cos(v) ,a*(1+eps) *JacobiDN(u,kk2)*sin(v)J); 

desys :=dsolve({geoeq(del) ,u(0)=u0,v(0)=v0,D(u) (0) =Du0, 
D(v) (0)=Dv0}, {u(t) ,v(t)},type=numeric, output= 
listprocedure) ; 

ul:=subs(desys,u(t)); vil:=subs(desys,v(t)); 

geo:=tubeplot (subs (u=’ul’ (t) ,v=’vi’ (t) ,del) ,t=0..T, 
radius=0.02,color=col,numpoints=N): 

equator: =tubeplot (del0,v=0..2*Pi, radius=0.015,color=black) ; 
plotX:=plot3d (subs ({u=u(t) , v=v(t)},del) ,u=-ulim. .ulim, 
v=0..2*Pi,grid=[gr[1] ,gr[2]] ,shading=xy) : 

display ({geo, plotX, equator}, style=wireframe,scaling= 
constrained, orientation=[theta, phi]); 

end: 


当然 主要 关心 e 隆 0 的 情形 。 此 时 测 地 线 ( 我 们 希望 它 是 闭 的 ) 在 平行 圆 之 间 跳 跃 . 下 面 程序 确 
定 了 测 地 线 在 波状 体 曲 面 上 前 进 x 时 对 应 的 4 值 ， 车 w= 二 0， 由 对 称 性 知 测 地 线 是 闭 的， 因为 


270 


188 第 5 章 


数值 解 不 是 100% 精 确 ， 要 用 单调 性 和 连续 性 保证 测 地 线 是 闭 的 .关于 程序 “halfbouncepoint”， 
需要 注意 几 件 事情 .第 一 ， 这 个 程序 能 够 激 起 试验 的 兴趣 ， 也 就 是 通过 不 断 的 修正 错误 才能 找 
到 闭 测 地 线 ， 第 二 ， 通 过 取 “D(v) C0) 一 1” 和 “D(Cu) (C0) 二 0”， 找 到 起 始点 平行 于 平行 圆 (在 w 
处 ) 的 测 地 线 ， 第 三 ， 用 “fsolve” 命 令 解 出 测 地 线 在 波状 体 曲 面 上 绕 行 x 的 时 间 “tti”"， 再 将 这 个 
“代入 %uuu” 求 出 对 应 的 刀 值 一 一 “wuu0” 一 一 或 者 输出 这 个 值 ， 或 者 对 于 特殊 的 时 间 ， 由 于 
“fsolve” 求 不 出 数值 解 而 输出 错误 信息 . 


> halfbouncepoint:=proc(u0,eps) 

local kk2,del, geosystem, uuu, vvv,ttt,uuu0; 
kk2:=2*sqrt (eps) /(1+eps) ; 

del:=subs (a=1, [-a*(1-eps) *(EllipticK (kk2)+ 

EllipticF (JacobiSN(u,kk2) ,kk2)) 
~a*(1+eps)*(EllipticE(kk2)+ EllipticE(JacobiSN(u,kk2) ,kk2)), 
a*(1+eps) *JacobiDN(u,kk2)*cos(v) ,a*(1+eps) * 
JacobiDN(u,kk2)*sin(v)]); 

geosystem: =dsolve({geoeq(del) ,u(0)=u0,v(0)=0,D(u) (0) =0, 
D(v) (0)=1},{u(t) ,v(t)}, type=numeric, output= 
listprocedure,range=0..25); 

uuu :=subs (geosystem,u(t)); vvv:=subs(geosystem,v(t)); 
ttt :=timelimit (30, fsolve(vvv(t)=evalf (Pi) ,t)); 

if type(ttt,float) then 

uuu0 :=eval (uuu(t) ,t=ttt); 

uuud; 

else print(‘time error‘); 

end if; 

end: 


下 面 e 二 0. 3 的 例子 演示 了 我 们 的 方法 . “halfbouncepoint” 的 第 一 个 应 用 说 明 闭 测 地 线 的 
存在 性 ， 也 就 是 说 ， 负 值 到 正 值 的 转变 及 中 值 定理 保证 了 存在 w 等 于 0 一 一 即 测 地 线 为 闭 的 . 
进一步 的 应 用 可 以 得 到 zw 的 校正 值 ， 由 此 绘制 闭 测 地 线 ( 见 图 5-21). 

> for jj from -2 to 2 do 

print (0.99+jj*0.005,halfbouncepoint (0.99+jj*0.005,0.3)); od; 

0. 980, — 0. 003 546 013 760 909 293 26 
0. 985, — 0. 001 555 371 628 761 785 32 
0. 99,0. 000 478 130 347 751 062 978 
0. 995,0. 002 555 046 572 975 481 80 
1. 000,0. 004 675 935 360 170 027 48 


> for jj from -2 to 2 do 

print (0.9888+jj*0.0001,halfbouncepoint (0. 9888+ jj*0.0001, 

0.3)); 

od; 
0. 9886, — 0. 000 095 602 422 856 255 8400 
0. 9887, — 0. 000 054 733 909 208 473 2186 
0. 9888, — 0. 000 013 848 294 186 654 7530 

0. 9889,0. 000 027 054 461 518 872 4781 


0. 9890 ,0. 000 067 974 626 220 328 789 8 
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> for jj from -2 to 2 do 
print (0.9888338613+jj*0.0000000001,halfbouncepoint ( 
0.9888338613+j j+*0.0000000001,0.3)); od; 
0. 988 833 861 1, — 0. 215 471 528 640 376 330 10° 
0. 988 833 861 2, — 0. 131 270 777 451 245 047 10° 
0. 988 833 861 3, — 0. 470 980 841 132 950 801 10°” 
0. 988 833 861 4,0. 371 504 261 815 341 908 107" 
0. 988 833 861 5,0. 121 351 873 428 460 211 10° 
可 以 绘制 起 始 于 uo =0. 988 833 8614 的 闭 测 地 线 近 似 图 像 ， 结果 如 图 5-21 所 示 . 


> undugeo(0.3,0.9888338614,0,0,1,100,200，[20,20] ,-90 ,68， 
blue); . 


图 5-21 e=0. 3 的 波状 体 曲 面 的 闭 测 地 线 的 两 个 视图 


练习 5. 6.9 ”上述 用 于 波状 体 曲面 的 关于 “驼峰 ?对 称 的 方法 也 适用 于 任意 wu- 克 莱 罗 参数 形式 
的 曲面 ， 特 别 地 ， 也 适用 于 旋转 簧 舌 线 ( 见 练习 5. 2. 15) 这 样 的 旋转 曲面 ， 可 编写 <halfbouncepoint> 
程序 求 它 的 闭 测 地 线 . 


5.6.5 非 R 中 曲面 的 测 地 线 


最 后 对 于 非 R’ 中 的 曲面 ， 只 要 它 是 具有 共 形 度量 的 平面 区 域 ， 就 可 以 编写 Maple 程序 计 
算 它 的 测 地 线 方程 ， 首 先 需 要 的 是 度量 ， 现 在 输入 参数 形式 X MEARS g. 


> EFGconf := proc(X,g) 

local Xu,Xv,E,F,G; 

Xu := <diff(X[1] ,u) ,diff(Xf2] ,u) ,diff (X[3] ,u)>; 
Xv := <diff (X{1] ,v) ,diff(X[2] ,v) ,diff(x(3],v)>; 
E DotProduct (Xu, Xu, conjugate=false) /g~2; 

F DotProduct (Xu, Xv, conjugate=false)/g°2; 

G DotProduct (Xv, Xv, conjugate=false)/g*2; 
simplify({E,F,G]); uo i 

end: 


下 面 程序 给 出 了 共 形 度量 的 测 地 线 方程 


> geoeqconf:=proc(X,g) 

local M,eqi,eq2; 

M:=EFGconf (X,g); 

eqi:=diff (u(t) ,t$2)+subs({u=u(t) ,vev(t)}, diff (M[1] ,u)/ 

(24M [1] )) *diff (u(t) ,t)“2+subs ({u=u(t) ,v=v(t)}, diff (M[1] ,v)/ 
(M[1])) *diff (u(t) ,t)*diff (v(t) ,t)-subs({u=u(t) ,vev(t)}, 
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diff (M[3] ,u)/ (2*M[1]))*diff (v(t) ,t)~2=0 

eq2: =diff (v(t) ,t$2)-subs({u=u(t), vére}; diff (M[1] ,v)/ 
(2*M[3]))*diff (u(t), t)? 2+subs ({u=u (t); vet (&)}, diff (M[3), u)/ 
(M[3] )) *diff (u(t), t) *dift (v(t), t)+aubs (uut). v=v(t)}, 

diff (M[3] ,v) /(24M(3])) *dift (v(t) ,t) “2=0; 

eqi,eq2; 

end: 


最 后 可 以 编写 由 共 形 度量 定义 的 曲面 上 测 地 线 的 绘制 程序 . 


> plotgeoconf:=proc(X,g,ustart ,uend,vstart,vend,u0,v0,Du0, 
Dv0O,T,N,gr,theta, phi) 

local sys,desys,ui1,vi,listp,geo,plotx; 

sys :=geoeqconf (X, g); 

desys: Sdsolve( tl u(0)=u0; v(0)=v0, D (u) (0)=Du0， D(v) (0)=Dv0}, 
{u(t),v(t)},type=numeric, output=listprocedure) ; 
ul:=subs(desys,u(t)); vi:=subs(desys,v(t)); 

geo:=tubeplot (convert (subs (u=’ul’ (t) ,v=’vi? (t) ,X), list), 
t=0..T,radius=0.025,color=black, thickness=2,numpoints=N) : 
plotX:=plot3d(X,u=ustart..uend,v=vstart..vend,grid=[gr[1], 
gr[2]] ,shading=XY, lightmodel=light3) : 

display ({geo, plotX} , shading=XY, lightmodel=light2,scaling= 
constrained, orientation=[theta, phi] ) ; 

end: 


先 看 练习 5. 4. 20 中 定义 的 球 极 平面 . 它 的 测 地 线 可 能 为 径 向 线 或 圆 (单位 圆 为 特殊 情形 ). 


如 图 5-22 及 图 5-23 所 示 . 


> polarplane:=<u*cos(v) |u*sin(v)|0>; 
polar plane := [ucos(v) ,usin(v) ,0 ] 
> plotgeoconf (polarplane, (1+u~2)/2,0,4,0,2*Pi,1,0,0,1,8,30, 


[10,30] ,0,0) ; 


> plotgeoconf(polarplane, (1+u^ 2)/2, 0,4,0,2*Pi,0.5,0,1,0, 
1.08,30, [10,30] ,0,0); 


> plotgeoconf (polarplane, (1+tu~2)/2,0,4,0,2*Pi,2,0,1,1,8,50, 
[10,30] ,0,0) ; 


> plotgeoconf (polarplane, (i+u72)/2,0,13,0,2*Pi,8,0,4,1,35, 
200, [10,30] ,0,0); 


ey Ihe n 
LLN i j 


图 5-22 球 极 平面 上 的 单位 圆 和 径 向 测 地 线 
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练习 5.6.10 试用 下 述 程序 求 球 极 球面 上 的 测 地 线 ( 如 图 5-24 所 示 ). 
> sphere:=<cos(u)*cos(v)|sin(u)*cos(v)|sin(v)>; 
sphere := [cos(u)cos(v) ,sin(u)cos(v) ,sin(v) ] 


> plotgeoconf(sphere,1-sin(v) ,0,2*Pi,-Pi/2,Pi/2,0,1,1,-2, 
15,650, [25,25] ,60,66); 275 


图 5-23 球 极 平面 的 圆 测 地 线 图 5-24 球 极 球面 的 测 地 线 


练习 5.6.11 绘制 图 5-7 中 庞 加 莱 平 面 的 测 地 线 . 换言之 ， 只 需 修 改 plotgeo BF. Hm: 


> uphalf:=<u|v|0>; 


uphalf := [u,v,0] 


> plotgeoconf (uphalf,v,-5,5,0.1,7,-4,0.2,1,20,2.5,800， 
[11,20] ,-90,-16); 


5.6.6 球 极 平面 及 墨 卡 托 投射 


可 以 用 Maple 实现 球 极 平面 及 墨 卡 托 投 射 . 下 面 程 序 用 的 是 笛 卡 儿 坐 标 下 的 球 极 平 面 投射 
AK: Stl, y, z)=(2/1—z), y/A—z), 0). 


> Stereo:=proc(alpha,a,b,viewx1,viewx2,viewy1,viewy2) 

local sqleng,curv,sph,projcurv; 

sqleng:=VectorNorm(alpha, Euclidean, conjugate=false) “2; 276 
curv :=<alpha [1] /(1-alpha[3] ) |alpha[2] /(1-alpha[3])>; 
projcurv:=plot([curv[1] ,curv[2] ,t=a..b],color=black, 

thickness=2,numpoints=200) ; 

display ({projcurv},scaling=constrained, view=[viewx1..viewx2, 

viewy1..viewy2]) ; 

end: 


在 图 5-25 中 可 以 看 到 一 些 投射 曲线 . 第 二 个 是 纬度 圆 的 投射 . 


> Stereo(<cos(t)*2,sin(t)*cos(t) ,sin(t)>,-Pi,Pi,-0.5,2, 
~-1 .6,1.6).: 


> Stereo(<cos(t)*cos(Pi/4) ,sin(t)*cos(Pi/4) ,sin(Pi/4)>,0, 
2*Pi ,-3,3,-3,3); 
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图 5-25“ 球 极 平面 映射 投射 球面 曲线 


还 可 以 做 “ 北 球 极 平 面 映射 ”的 程序 ， 也 就 是 把 平面 上 的 曲线 拉 回 到 球面 上 ( 球 极 平面 投射 的 原 
像 )， 如 图 5-26 所 示 . 


> InvStereo:=proc(alpha,a,b,theta,phi) 

local sqieng,curv,sph,plcurv,sphcurv; 

sqleng :=VectorNorm(alpha, Euclidean, conjugate=false) “2; 
curv: =<2*alpha[1]/(1+sqleng) ,2*alpha[2]/(i+sqleng) , 
(sqleng-1)/(1+sqleng)>; 

sphcurv: =tubeplot (convert (curv, list) ,t=a..b,radius=0.015, 
color«black ,numpoints#200) ; 

sph: =plot3d( [cos (u)*cos(v) ,sin(u)*cos(v) ,sin(v)],u=0.. 
2*Pi,v=-Pi/2..Pi/2): 

display ({sph, sphcurv},scaling=constrained, shading=zhue, 
orientation=[theta,phi],style=wireframe); 

end: 


> InvStereo(<t+1,2+#t+3,0>,-8,8,60,52); 
> InvStereo(<cos(t)°3,sin(t)“3,0>,-8,8,15,117); . 


PD . 


图 5-26 F E Hh éR Ay at BR AG SE E RA 


练习 5. 5. 13 引入 了 墨 卡 托 投射 ， 它 是 共 形 的 ， 特 别 地 ， SEHRHARAR. OFM 
海 极为 重要 . 它 最 重要 的 用 途 是 在 平面 地 图 上 以 与 竖 直 线 成 定 角 的 直线 绘制 航海 路 线 ， 在 航海 
TEP, USAR Bb) REA. $3 (loxodromic) 442 Wn A 5-28 所 示 . 
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> Merc:=proc(alpha,a,b,viewx1,viewx2,viewy1,viewy2) 

local curv,projcurv; 

curv: =<arctan(alpha[2] /alpha[1]) ,1/2*1n((1+alpha[3]})/ 
(1-alpha[3]))>; ` 
projcurv:=plot( [curv [1] , curv [2] ,t=a..b] ,color=blaek, 
thickness=2); 

display ({projcurv},scaling=constrained,view=[viewx1. .viewx2, 
viewyl. .viewy2]); 

end: 


下 述 命令 得 到 纬 线 和 经 线 的 投射 ， 如 图 5-27 所 示 . 
> Merc(<cos(t)*cos(Pi/4) ,sin(t) *cos(Pi/4) ,sin(Pi/4)>,0,2#Pi, 
-2,2,-2,2); 


> Merc(<cos(t)*cos(Pi/4) ,cos(t)*sin(Pi/4) ,sin(t)>,-Pi/2, 
Pi/2,-2,2,-2,2) ; 


2 2 
1 
H 1 
-2 AT 可 1 23 -2 2 0 1 > 
] 
-1] -1 
1 
_21 一 2 


图 5-27 墨 卡 托 投射 将 纬 线 映 为 水 平 线 ， 经 线 映 为 竖 直 线 
在 下 一 程序 中 ， 用 道 墨 卡 托 投射 将 平面 曲线 拉 回 到 球面 上 ， 如 图 5-28 及 图 5-29 所 示 . 


> InvMerc:=proc(alpha,a,b) 

local sqleng,curv,sph,plcurv,sphcurv, invlogalpha; 
invlogalpha: =<exp (alpha [2] )*cos(alpha[1]) ,exp(alpha([2])* 
sin(alpha[1]) ,0>; 


sqleng : =VectorNorm(invlogalpha, Euclidean, conjugate=false)~2; 
curv: =<2*invlogalpha[1]/(1+sqleng) ,2*invlogalpha[2]/ 
(1+sqleng) , (sqleng-1) /(1+sqleng)>; - 

sphcurv:=tubeplot (convert (curv, list) ,t=a..b,radius=0.015, 
color=black ,numpoints=200) ; 

sph: =plot3d([cos(u)*cos(v) ,sin(u)*cos(v),sin(v)] ,u=0..2#Pi, 
v=-Pi/2..Pi/2): 

display ({sph,sphcurv}, scaling=constrained, shading=zhue, 
style=wireframe) ; 

end: 


现在 我 们 展示 逆 墨 卡 托 投射 如 何 把 平面 直线 拉 回 为 斜 驶 线 ( 如 图 5-28 所 示 )， 在 这 一 路 径 
上 船 将 与 “北极 ”保持 固定 角 . 

> InvMerc (<5*t+3,t+1,0>,-5,5); 

Wh Oy Be 7 EC PF ORES — ARN RMR LAA. 

> InvMerc(<t*2,t,0>,-5,5); ` 
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图 5-28 WR RRA BARR eR 图 5-29 逆 墨 卡 托 投 射 把 抛物 线 映 为 有 趣 的 曲线 


练习 5.6.12 运行 下 列 Maple 命令 ， 了 解 图 形 的 含义 . 
InvMerc(<3,t,0>,-5,5); l 
InvMerc(<t,0.5,0>,-5,5); 
InvMerc(<t,t^°2,0>,-5,5); 
InvMerc(<t+1,sin(t),0>,-5,5); 
InvMerc(<sin(t),cos(t),0>,-5,5); 
InvMerc(<cos(t)^3,sin(t)^3,0>,-5,5); 


作 图 总 有 一 个 致命 的 缺陷 ， 就 是 不 能 同时 保持 角度 和 面积 ， 这 是 高 斯 绝 好 定理 的 必然 结果 
(定理 3.4.1). 下 面 计算 墨 卡 托 参 数 形式 的 面积 元 . 


> mercproj:=<ul1n(tan(v/2+Pi/4)) |0>; 


V Vv Vv Vv Vv Vv 


mercpro; := [ usin (tan (> + 7) ) 0 | 


4 
“7 | 参数 曲面 的 面积 元 是 /EG 一 FF， 比较 平面 和 球 的 黑 卡 托 参 数 形式 的 面积 元 . 


280 > mercmet:=EFG(mercproj); 


mercmet := |1,0, 4 
(E+) 
面积 元 是 
> simplify (sqrt (mercmet [1] *mercmet [3] -mercmet [2] “2), 
symbolic); 
1 Itta ($+) 
2 
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> simplify(1/(2*expand(sin(1/2*v+1/4*Pi) *cos(1/2*v+1/4*Pi)), 
symbolic)); 


1 
2cos’ (7)! 
化 简 为 1/cos(v)， 球 的 面积 元 如 下 : 
> sphmet:=EFG(sphere); 


sphmet := [cos’(v),0,1] 
显然 为 cos(v). 若 我 们 定义 映射 的 扭曲 为 


Mercator 的 面积 元 _ 1/cos(v) _ 1 
球 的 面积 元 cos(v) cos? Cv)’ 


HER AE ER TERRE TH. TERK) RAE v 的 取 值 ， 即 当 o 趋 近 
于 土 x/2， 扭曲 增加 .这 意味 着 高 纬度 区 域 在 墨 卡 托 投射 下 的 面积 比 实际 的 面积 大 ， 有 些 人 认 
为 这 是 欧洲 人 在 探索 更 大 的 世界 的 时 候 ， 喜 欢 利用 墨 卡 托 投射 的 原因 之 一 ， 关 于 更 详细 的 地 图 
几何 见 LFee02].， 用 Maple 方法 做 地 图 见 [TBO01]. 


5.7 工业 上 的 应 用 


本 节 给 出 微分 几何 在 一 个 工业 问题 上 的 应 用 .在 [BM95] 中 描述 了 这 个 应 用 ， 且 包含 这 里 
删除 的 细节 .因为 不 能 包含 所 有 计算 的 细节 ， 所 以 本 节 可 以 作为 拓展 练习 . 

在 工业 上 一 个 普遍 的 问题 是 为 包装 生产 项 目 创造 一 个 顺利 的 运行 程序 ， 典 型 地 包装 材料 
〈 例 如 塑料 包 ) 从 水 平方 向 解 开 ， 然 后 放 在 弯曲 的 曲面 ( 移 为 侧 辟 ) 上 面 ， 用 来 引导 材料 进入 一 个 
垂直 的 圆 简 ， 在 这 里 面 沿 圆柱 形 墙壁 完成 铸造 ， 并 且 沿 前 面 边 缘 和 底部 密封 ， 形 成 某 种 类 型 的 
“袋子 ”， 产 品 投入 袋子 ， 上 面 密封 ， 袋 子 从 圆 简 中 脱落 . 这 一 过 程 的 问题 是 ， 除 非 侧枝 有 适当 
的 形状 ， 否 则 包装 材料 可 能 会 出 现 波纹 ， 导 致 材料 堵塞 ， 从 而 过 程 停止 ， 这 里 出 现 的 几何 问题 
是 确定 侧 辟 的 形状 ， 使 得 整个 过 程 能 够 顺利 地 完成 ， 因 为 侧 辟 曲面 是 辅助 平面 (展开 的 塑料 ) 无 伸 
缩 地 变 为 圆柱 面 的 一 个 过 渡 曲 面 ， 直 观 上 它 显然 与 平面 等 距 (显然 也 与 圆 简 等 距 )， 这 意味 着 侧翼 
为 可 展 曲面 ， 为 使 后 面 的 讨论 更 有 意义 ， 读 者 可 以 提前 看 看 图 5-30， 这 是 一 个 可 能 的 侧 辟 形状 . 

实际 上 ， 可 如 下 得 到 可 展 性 ， 取 冲 的 左右 对 称 的 平面 曲线 x(u) ， 且 在 对 称 轴 上 有 单一 极 
大 值 ， 在 某 特定 高 度 下 a 在 水 平 轴 上 的 宽 是 2xR， 将 平面 沿 半径 为 R 的 竖 直 的 圆柱 卷 起 ， 宽 为 
2rR 的 a 上 的 点 给 出 了 竖 直 圆柱 上 的 一 条 闭 曲 线 <， 高度 以 下 的 平面 就 成 为 圆柱 ，# 以 上 的 部 
Si Bia KE MR. 曲线 a 就 成 为 弯曲 线 (bending curve). 最 后 为 了 使 平面 到 圆柱 的 变换 尽 可 


能 地 光滑 ， 需 要 侧 波 的 部 分 也 为 平面 ， 问 题 是 , x 是 什么 样 的 ? 怎样 折 善 ? 这 就 是 需要 微分 几 


何 的 地 方 . 
Wale) =u, x(v)),. ~xRSv<aR, Hp z(v) 是 上 面 提 到 的 某 种 函数 (例如 偶 函 数 )， 利 
用 半径 尺 的 竖 直 圆柱 的 标准 参数 方程 得 到 的 参数 方程 a Cv) = (Reos(v/R), Rsin(v/R), 


O 5 与 "的 关系 如 下 ， 首先 ， 若 5 是 弧 长 参数 * HARDE WA s= | |a’~do| 且 
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由 一 2 a du _ 1 
dv lte 或 ds [T+ 


由 定理 1. 4. 5 的 曲率 公式 ,分 别 得 到 a 和 a 的 曲率 : 
(R’ 22, +23 +1)” 


一 Lay 

“Gye 和 «RGF a” 

Mao) AM, |a Xa’ | 二 一 zs， 也 就 是 zw 过 0， 比 较 公 式 ， 可见 
eC = +e 


FaF 
Aikee 过 x， 类 似 地 ，4a 的 挠 率 r 为 
= — Rt Fee 
RR? za +2 +1) 
有 了 这 些 准备 知识 ， 可 以 看 与 xc 和 a 相关 的 可 展 曲面 . 
x(s,u) =a(s)+ud(s), x(s,u) = als) tud(s) 

是 直 纹 曲面 ， 其 中 * 是 z 的 弧 长 参数 (因为 要 求 等 距 ， 所 以 也 是 a 的 弧 长 )， 向 量 函 数 4(s) 和 
d(s) 分 别 表示 曲面 和 x 的 母线 方向 ， 在 平面 和 3 ESS a HUET), NOS}, (TCs), 
NCG), BCs) } 描述 这 些 向 量 ， 而 且 平面 到 侧 辟 的 弯曲 等 距 把 TCs) BRB T(s)， 且 必须 保持 所 有 的 
MERE. Ai 六 Cs) 必须 是 垂直 于 T(s) 的 单位 向 量 ， 可 记 为 cos($(5)) N(s)+sin((s)) BCs). WY 

d(s)= cos(6(s)) TCs) — sin(a(s)) N(s) 

d(s)= cos(d(s)) T(s) — sin(d(s)) (cos($(s)) N(s) + sin($(s))) BCs), 
其 中 因为 等 距 保持 角度 ， 所 以 5(s) 不 变 ，(d (s) 取 负 号 是 因为 4 位 于 由 工 和 本 确定 的 象限 外 
部 . ) 注 意 3(s) 即 为 母线 和 曲线 a HRA. Ld- d 一 1， 可 得 # .了 二 4 . 3, 一 0， 经 过 简单 计 
算 ， 可 得 度量 系数 (例如 玉 二 x,，x,) 为 

E=(T+ud,)+(T+ud,), F=T+d=cos®, G=d-d=1; 

E = (T+ud,)+-(T+ud,.), F= T -d= cosl), G=d-d=1., 
He, F=F, G 一 G， 因 此 要 得 到 平面 与 侧翼 的 等 距 只 需 E=E. 展开 点 积 并 比较 u hE, 14 
到 以 下 条 件 : 


T 


Ted,=T+d, 和 d,d, =d,» d, 
再 用 Frenet 公式 表示 d, Md,: 
d, =(— sin(d)6, + sin(x) T + (cos( DR — cos(d8,)N, 
d, =(— sin(d) 6, + sin(d) cos($) «) T 
+ Ccos(d) « — cos(d) d,cos($) + sin(d) sin() $, + sin(® sin(4) r) N 
+ (— cos(6) 6,sin($) — sin(d)cos(¢) r — sin(d)cos(¢) $,) B. 
RE $, =dg/ds, d,=dd/ds. HER AW d 在 3 ASAH, BRUSSEL em r. 
练习 5.7.1 利用 Frenet 公式 验证 上 面 给 出 的 4 和 d 公式 . 
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下 面 考虑 等 距 的 条 件 ， 计算 
T .4d,=— sin(6) 6, + sin(6) x 
d, » d, = 8+ k? — 28, 
T+ d, =— sin(®)ð, + sin(6) cos($)«. 
AA d, d, 形式 比较 零乱 ， 所 以 讨论 4.… d.=d.-d, 时 再 给 出 表达 式 . Hh 了. 4, 二 T。d, 得 
K — Rz,, 
Ra, be bp 
AN O<¢<2n, PU o GRP BT AR. — PP cost} =x /e, sind, >0 对 应 ， 另 一 种 是 与 
cost, =x /x, sing, <0 Xt. PRB, 0<(46,)<n/2 M4 =—4,. 


经 过 多 次 代数 运算 ，d,，d, 一 d,。d, 可 化 简 为 
r’ — 26, = (sin? (8)cos’ ($) + cos’ (8) x? 一 2cos(g) a, + (2cos(8) sin(d) sin() «eg, 
+ (2cos(d)sin(d) sin() Jer + sin’ (0) ($, + 7)?. 
练习 5.7.2 验证 这 一 计算 结果 . | 
因为 x 二 xcos$， 所 以 ?一 26.& =x’ cos:$ 一 26, xcos$， 因 此 替换 上 述 方程 的 左边 ， 化 简 得 
0 =(sin’ (6)cos’ ($) — cos’ ($) + cos? (8) a? + (2cos(8) sin(d) sin($) x4, +r) 
+ sin’ (6) (4, +o)? 
= (cos’ (8) sin’ ($) x? + (2cos(8) sin(d) sin($) Jelp, +r) + sin? (8) (4, + r)?. 
这 是 一 个 关于 $$. 十 tc 的 二 次 方程 ， 用 二 次 方程 求 根 公式 得 


— ESO 
rn 


cos(g) = © = 
K 


sin(¢) x. 


可 写成 
tan(6) =— «sin($)/(¢, + 7) 
或 者 
$, 一 一 rz 一 ksin(g)cos(6) /sin(6). 
由 cos(¢$) =—Rz„/ (R° z +22+1)!? HS ¢,. 由 sin*$ 十 cos:$ 二 1， 首 先 得 到 


C+ 22)!” 
CR? z? Teepe te = 4, 


(1+ 22)!” 加 
CR? 22, +z +1) Xİ $ = ¢, 
R cosg Xf s 的 微分 (利用 链 式 法 则 并 回忆 dv/ds= (O +z2)72), 解 出 g.. 


— sin($) $ d cosl) _ ~— Rew (Rê z +22 +1) Reol R zuzun Ea) 
| ds (1+ 20)? (R22 + 22 +193? 
$ =+ Rz om 1+ 22) — Rza’ 
“(1+ 2) (Ret +22 +1)’ 
其 中 十 分 别 与 轴 和 和 相对 应 .将 和 的 表达 式 代 入 tans 的 表达 式 ， 可 得 


sin(¢) = 


284 
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a Re te24] 
tanti? =~ OR zm +2,) + 22) — Riz ’ 


tan(d, ) 一 L, 


Zy 


通常 情况 下 Òi 对 应 于 角 fis de 对 应 于 角 $z. 进而 将 $, = —r—«sin¢cosé/ sind RAd, 的 表达 式 ， 
得 到 一 个 很 好 的 表达 式 : 


= (« — 6,)(sin(d) T + cos(d) cos($) N + cos(8) sin($) B). 
练习 5.7.3 验证 上 述 计算 . 
现在 可 用 xed, x, = Tod, 计算 曲面 x(w，s) 的 单位 法 向 量 U. 
x, X x, =— sin($) (sin(d) + ule —6.)) N+ cos($) (sind) + ule — 5.))B, 
| x, Xx, [= sin(d) + ule — 6,), | | 
U=— sin($)N + cos(¢)B. 


285 因为 最 终 我 们 想 要 利用 坐标 系 作 详 细 的 计算 ， 所 以 需要 T，N，B 的 坐标 表达 形式 . 利用 
清晰 的 坐标 形式 a 二 (Rcos(v/R)，Rsin(v/R)，z(v))， 得 


=% = aral- sin( $ ) +cos(p) +z)» 


_1 dT do 
N= kx dv ds 
Rz% 


O AFAR Fe? (- sin( rcos(¥ } 12») 
十 G + z)” 


marr cos (让 )， — sin(ġ Rew)» 
B=TXN 


—” 


= RTT pt (Recos $ )+ z,sin(z } ， 一 z,cos(p )+Rewsin( $ ) 1). 


利用 这 些 表 达 式 及 cosh 和 sing 的 表达 式 ， 可 以 得 到 U 的 坐标 表达 式 ， 有 两 种 情况 ，# 一 直 ， 
$ 一 加， Rph, W sing=—(1 +22)? R HeH, Ree 


U, = (一 cos( $) ， 一 sin( $) 0). 
这 是 指向 圆柱 内 部 的 法 向 量 ， 当 =p A, sing= (1 +22)? /CR e tti), U, 的 第 三 个 
坐标 是 一 Rz。/(R?z 十 z? 十 1) 汪 >0， 这 是 侧翼 的 单位 法 向 量 . 
通过 点 积 可 以 求 出 外 法 向 量 U 和 一 U, 的 夹 角 0. 
cos(#) = U, + (—U,) 
= (— sin(¢,)N + cos(¢,)B) » (sin(¢,) N — cos(¢,)B) 
— sin(¢, ) sin€¢,) — cos($, roost te) 
一 一 cos(¢, — $2) 
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二 一 cos(2¢, ) 因 为 $z 一 一 $i 
=— cos’ (¢,) + sin’ (4, ) 
= 1— 2cos’ (¢,) 


1-2(£). 


一 Riz 十 z2 十 1 

Revi t+’ 

利用 cos$, sing, T, N, Bz 表达 式 ， 可 以 写 出 方向 向 量 d 的 z KKK. 这 对 任意 ad 方向 
的 向 量 都 适合 ， 故 我 们 可 取 任 意 数 与 dR. 设 4 = (X(CI 十 z2)22/sing)d， 其 中 和 一 R2zz2 十 
2+1. 有 


I 


用 坐标 表示 为 


cos(@) = 


x VA (一 sin(e) cos(z) 92 »)+ | Reetz, — (1 + zi)2,)sin( = ) 


= 2Re. 1 + z? cos( $ ) + — (Rehr, — A+ 28)2,)c08( $ ) 


—2Re n 2)sin(Z), Reet, — (1 +22) 上 


作 代 换 


cos(6) _ 1 (2R:zw Fz) A+ 22) — R zz 
sin(6) tan(6) X , 


化 简 ， 
5 2 . 2 2 . v 2 Vv 
d =(((2R*z,, tz, d+22)—-(d + 2i)2,)sin( = )— 2Rz, (1 + 24)cos( pe). 


一 ((2Rzz。 +z, d+2)—-C + 2i)2,)c08(% )— 2Rew (1 +2i)sin(p): 


— QR zz HA H z) HRA Hz) aH e). 
除 以 (1 十 z;)， 得 到 一 个 简单 的 方向 向 量 . (实际 上 ， 在 下 面 程序 中 用 Maple 的 计算 功能 得 到 单 
位 向 量 是 为 了 更 好 地 控制 母线 的 长 度 . ) 


d= (2R zun sin( y )— 2Rewcos( $), — 2R? zw cos ( $ )— 2Rz。 sin( 
= R28, — 22 HR —1), (5.7.1) 


现在 已 经 有 了 建立 适当 侧翼 的 很 多 个 组 成 部 分 ， 最 后 的 难题 就 是 怎样 建立 侧翼 上 的 平面 三 
角形 ， 使 得 从 打开 的 平面 包装 材料 到 圆柱 形 袋子 存在 光滑 的 变换 .平面 三 角形 的 一 个 顶点 位 于 
v 一 0, 而 且 为 了 保证 关于 直立 轴 对 称 ， 取 z(v) 是 偶 函 数 ( 即 z( 一 v) 二 z(v))， 假 设 z 在 v=0 取 
得 最 大 值 ( 即 zx,(0) = 二 0). 

我 们 知道 OS) RR MURR He a( 的 切线 ) 的 夹 角 .因为 三 角形 位 于 侧翼 的 顶端 ， 所 
以 863) 在 :一 0( 即 "一 0) 处 不 连续 .这 是 因为 母线 沿 曲 线 a 移动， 在 *=0 处 有 两 条 母线 : 2H 
点 2 一 0 的 三 角形 的 左右 两 边 ， 记 左 极限 角 为 6 ” ， 右 极限 角 为 6+， 由 对 称 性 ，6- 一 x 一 8+， 当 


as 
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然 ， 母 线 间 三 角形 的 顶 角 是 : 
B=8 — ô = n— 2t. 
为 确定 W 
d» d'= d» dt 
= cos(s )cos(8*) + sin(d~ )sin(dt ) 
= cos(é 一 8 ) 
= cos(r — 28t). 
SBS 6, (5) H tand (Cs)) 决 定 ， 而 tand RMF xm。， 因 此， 为 使 2 (Cs) 在 s=0 RE, 
取 zi 在 v= 二 0 Rix. Wz, (0°) =— 2, (07 <0. 
利用 oz, (0) =0 和 tans 的 公式 ， 得 到 
tan($)— tan(>—0*) 
-1 
tan(6+) 
2R2:z (01 ) 
R?22,(0) +1’ 
其 中 zw (0')<0 这 样 就 可 以 确定 8 AN z, (0) 一 0， 所 以 平面 三 角形 和 圆柱 在 
《(R，0，xz(0)) 的 切 平面 的 夹 角 9% 由 以 下 公式 确定 : 
cos(@) = — Riz. (0) +1 
R’22,(0) +1 
将 所 有 这 些 信 息 集 合 起 来 ， 可 以 求 出 符合 某 些 特定 几何 条 件 的 弯曲 曲线 <。 例 如 ， 可 以 指 
定 侧 辟 的 高 上 、 圆 柱 的 半径 尺 、 圆 柱 和 侧翼 在 a 最 高 点 的 夹 角 0。、 圆 柱 和 侧翼 在 a 最 低 点 的 夹 
AO 及 在 a 的 最 高 点 处 平面 三 角形 的 项 角 p. : 
M4, 取 z=Rf(&), &=v/R, —n<é<n, H 


FED 一 co +o tes |El? +e (coste)—14+ £)+6, since) — e+ E ， 


FOME f(x) 二 0， 在 [BM95] 中 ， 由 二 次 曲线 侧翼 的 分 析 可 以 得 到 如 此 形式 的 f, ià 
里 略 去 (这 里 使 用 [LBM95] 中 的 概念 是 为 了 帮助 那些 有 兴趣 检验 全 部 文章 的 读者 )， 事 实 上 ， 给 
出 这 样 一 个 地 的 精确 定义 使 用 的 是 逐步 尝试 法 一 -第 一 类 科学 方法 ， 为 确定 适当 的 侧翼 ， 必 须 
求 出 满足 上 述 几 何 条 件 的 系数 Cos Cos C39 CC5。 
指定 侧翼 高 =(0) 一 A， 得 f(O)=h/R, Mo=h/R. WR, 
一 及 2z2 (0) 十 1 
R?z22 (0) 十 1 
_ —(f'))? +1 
(O +1 
—~—434+1 
43 +1 ~ 
解 得 cz (因为 f'(0) =20,<0, FUR AB) EF 


cos(@) = 
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~- (Epee) (9) 


C2 


2 2 2 
FOE eo WZINI IARE: O= teco. 由 此 得 到 一 个 平面 三 角形 ， 其 顶 角 B 
满足 


tan($)=— 2R’ xm (OT) _ 27°"(0+) O la 
2 R?z2,(0) +1 (f’(o))? +1 43 417° 
因此 ， 由 B86 可 以 得 到 c;. HH f(a) =0, 8 
2 
co teen ten ta(-2+5)ta(—x+%)=0. (5.7.2) 


要 求 在 弯曲 曲线 的 最 低 点 ( 即 E= d= 0,, RA 


— (fF mvt @y +1 


cosd) = PO FF FI 


这 等 价 于 
Cf GO? = CFG)? + Dtan ($) = 0, 
利用 f(&) 的 公式 ， 计 算得 到 方程 
(2cs + 6c + 2c, + ncs)? 一 ((2ar 3er? +erntes(—2+%)) +1)tan®(4)= 0 

(5.7.3) 

由 方程 (5. 7.2)、(5. 7.3) 以 及 前 面 确定 的 Cos C29 C3 的 值 ， 就 得 到 C49 Cs 的 值 . 因此 几何 条 件 

ERT /6) 要 满足 的 条 件 ， 从 而 得 到 特殊 的 弯曲 曲线 ， 当然， 希望 给 出 侧翼 的 参数 方程 ， 这 

也 需要 方向 向 量 ， 为 此 ， 在 公式 (5.7.1) 中 ， 做 下 述 简 单 代 换 . 


E= Eo SRAD, z= fd w= ZI Or zu 一 ah. 
得 到 一 个 方向 向量 为 
d = (f(sin(® — f’cos(é), — f” E cosl) — f’(é)sin(é), 


7 2 d 2 
-roro -EL £O — +). (5.7. 4) 


例 5.7.4 SF h/R=6=cy, &=90°, M =10", B=90", M cz 一 一 方 tan( 的 /2) 一 一 二 tan(45) = 
1 o 
T7 WH, tan(45°)=(—12c3)/2, Be cs =—1/6. 利用 Maple 的 “fsolve” 命 令 ( 见 下 述 Maple 


程序 ) 解 方程 (5.7.2) 和 (5.7.3)， 其 中 9, 一 10°. 得 c, 0. 986, c,~0.596, BA 
fE = 6— 3 -4 |l? +0. 986 (cos(é) -1+ )+o. 596 


sin(é) — £+ £ 。 


可 以 编写 Maple 程序 绘制 最 终 的 侧 咽 ， 其 中 输入 变量 包括 RR，h，0,，0, ，B 及 网 格 的 大 小 
和 定向 ， 注 意 这 里 用 Maple 的 “unapply” 命 令 创建 函数 ， 这 个 函数 仅仅 是 为 了 描述 可 供 选 择 的 
第 状 结构 ， 利 用 “assign” 命 令 指定 由 “fsolve” 决 定 的 cx, cs 的 值 ， 使 得 程序 的 后 半 部 分 可 以 利 
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用 这 些 值 . 最 终 除 以 自身 长 度 得 到 单位 方向 向 量 “direction . 
> with(plots) :with(LinearAlgebra) : 


> shoulder:=proc(R,h,highangle,lowangle,gapangle,gr,ori) 
local c_0,c_2,c_3,c_4,c_5,f,fp,fpp,fppp,direction,sh, 
bendcurveplot,should,cyl,theta_0,theta_1,beta; 
theta_0:=Pi/180*highangle; 

theta_1:=Pi/180*lowangle; 

beta:=Pi/180*gapangle; 

c_0:=h/R; 

c_2:=-0.5¥*evalf (tan(theta_0/2)); 
c_3:=-(4*c_2°2+1) *evalf (tan (beta/2)/12); 

f:=unapply (c_0+c_2#xi~2+c_3*abs (xi) *3+c_4* (cos (xi)- 
1+xi°2/2)+c_5*abs(sin(xi)-xi+xi73/6) ,xi); 
fp:=unapply (diff (f (xi) ,xi),xi); 
fpp:=unapply (diff (f (xi) ,xi$2) ,xi); 
fppp:=unapply (diff (f (xi) ,xi$3) ,xi); 

assign (fsolve({f(Pi)=0,fpp(Pi) *2-(fp(Pi) *2+1) * 

tan (theta_1/2)*2=0},{c_4,c_5})); 

print (‘coeffs are‘ ,c_0,c_2,c_3,c_4,c_5); 
direction:=ScalarMultiply (<-fpp (xi) *cos (xi) +fppp (xi) * 
sin(xi) |~fpp (xi) *sin(xi)-fppp (xi) *cos (xi) |-fp(xi)*fppp(xi)+ 
(fpp (xi) *2-fp(xi)*2-1)/2>, 1/(sqrt ((-fpp(xi)*cos(xi)+ 
fppp(xi)*sin(xi))°2 +(-fpp(xi)*sin(xi)-fppp (xi) *cos(xi)) 2+ 
(-f£p (xi) *fppp (xi) +(fpp (xi) °2-fp (xi) *2-1)/2)°2))); 
sh:=<R*cos (xi) |R*sin(xi) |R*f (xi)>+ 
ScalarMultiply(direction,w) ; 

bendcurveplot :=tubeplot ([R+*cos(v) ,R*sin(v) ,R*f(v)], 
v=-Pi..Pi,radius=0.03,color=black) : 
should:=plot3d(sh,xi=-Pi..Pi,u=0..3#R,grid=gr): 

cyl :=plot3d((R*cos(v) ,R*sin(v) ,ul ,v=-Pi. .Pi,u=-h/2..R«*f(v), 
grid=[30,10]): 

display ({bendcurveplot ,cyl,should} , style=patch, orientation 
=ori,scaling=constrained) ; 

end: 


FA BA 5. 7. 4 中 的 初始 值 运行 这 个 程序 ， 注 意 依次 输出 cos czs Ca Ca» cs. 在 图 5-30 中 给 
出 了 两 个 图 第 一 个 图 显示 了 平面 三 角形 ， 第 二 个 图 展示 了 角 o HMO. 


> shoulder(1,6,90,10,90, [30,10] , [161,63]); 
coef fs are,6, — 0.5, — 0. 166 666 666 7,0. 986 142 435 5,0. 596 401 9490 
> shoulder(1,6,90,10,90, [30,10], [88,87] ) ; 


coef fs are,6, — 0. 5, — 0. 166 666 666 7,0. 986 142 435 5,0. 596 401 949 0 
取 R=2, 6 =110°, 6, =0°, 结果 如 图 5-31 所 示 . 


> shoulder(2,13,110,0,60, [30,10] , [161,63] ) ; 


coef fs are, tÈ, — 0. 714 074 004 0, — 0. 146 243 147 2,1. 448 802 757,0. 409 716 031 8 


> shoulder(2,13,110,0,60, [30,10] , [86,88]) ; 
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coef fs ares — 0. 714 074 004 0, — 0. 146 243 147 2,1. 448 802.757 ,0. 409 716 031 8 291 


图 5-30 带 有 平面 三 角形 及 一 90 的 侧翼 图 5-31 带 有 平面 三 角形 及 如 一 110 HMR 


本 节 说 明 微 分 几何 不 仅仅 是 抽象 的 物理 学 的 数学 工具 ， 也 是 日 常 工业 的 数学 工具 . 同时 也 
指出 了 日 常 实践 的 方向 .当然 已 经 看 出 将 日 常 工业 问题 化 为 数学 问题 非常 复杂 . 最后， 如 果 不 
能 看 到 最 终 的 结果 ， 那 么 所 有 的 假设 、 计 算 和 近似 都 毫 无 意义 一 一 这 就 是 用 计算 机 和 Maple 这 
样 的 软件 做 数学 问题 的 意义 所 在 . 293 


第 6 章 完整 性 及 高 斯 - 博 内 定理 


6.1 引言 


欧 儿 里 得 平行 公理 的 内 容 是 通过 已 知 直 线 外 的 任 一 点 存在 唯一 的 “条 平生 78. .由 下 面 的 练 
习 ， 我 们 可 以 明白 平行 公理 在 推导 几何 性 质 时 的 作用 . 

练习 6.1.1 利用 平行 公理 证 明 三 角形 的 内 角 和 是 x. fem: 这 三 角形 的 一 个 顶点 作 平行 
于 另 一 边 的 直线 . 

曾 有 一 个 时 期 ， 和信 们 认为 平行 公理 可 以 由 欧 几 里 得 几何 的 其 他 几 条 公理 推导 得 到 通过 
19 世纪 罗 巴 切 夫 斯 基 、 高 斯 、 鲍 耶 等 人 的 工作 ， 数 学 家 才 发 现 这 其 实 是 一 个 误区 ， BMRB 
没有 平行 公理 这 种 假设 的 必要 . 他 对 于 曲面 几何 性 质 的 研究 不 仅仅 引出 了 关于 高 斯 曲率 (事实 
上 ， 之 前 O. Rodrigues 曾经 给 过 定义 ) 的 绝 好 定理 ， 而 且 得 到 了 关于 曲面 上 不 同 基本 几何 量 的 
理解 .特别 地 ， 可 以 认为 曲面 上 的 直线 是 曲面 的 测 地 线 ， 而 且 高 斯 发 现 测 地 线 不 再 满足 平行 
公理 . 

练习 6.1.2 讨论 球面 及 双 曲 平面 上 的 平行 公理 的 合理 性 ， 这 里 “直线 ? 指 的 是 测 地 线 . 

像 前 面 阐述 的 那样 ， 平 行 公理 可 能 在 两 种 情形 下 不 成 立 ， 而 在 此 之 前 ， 我 们 曾经 利用 平行 
公理 计算 三 角形 的 内 角 和 ， 那么 ， 既 然 平行 公理 可 能 不 成 立 ， 自然 可 能 导致 出 现 不 同 的 计算 结 
F. 事实 上 ， 三 角形 的 内 角 和 有 三 种 可 能 性 . 


(1) 欧 几 里 得 : 欧 几 里 得 平面 上 三 角形 的 内 角 和 > =n. 
(2) 双 曲 (高 斯 - 罗 巴 切 夫 斯 基 - 鲍 耶 )， 双 曲 平面 上 三 角形 的 内 角 和 >)$ < x. 


(3) ABS): 球面 上 三 角形 的 内 角 和 > >r. 


在 这 一 章 可 以 看 出 高 斯 曲率 如 何 影响 像 三 角形 内 角 和 这 样 最 基本 的 几何 性 质 而 且 ， 可 以 
看 出 甚至 在 两 个 向 量 平行 这 样 最 基本 的 概念 中 ， 高 斯 
曲率 都 起 了 作用 . 

开始 之 前 回忆 曲面 上 的 积分 ， 学 过 第 4 章 的 读者 可 
以 跳 过 以 下 重复 的 讨论 ， 首 先 考 虑 如 何 计算 曲面 的 面 
Bl. 例如 半径 为 R 的 球面 的 面积 是 4xR*， 得 到 这 个 结 
果 的 直观 方法 是 : 令 M 是 曲面 ,x 是 其 坐标 补 片 ， 为 Xu 
了 计算 坐标 补 片 的 面积 ， 可 以 先 计算 图 6-1 所 示 的 平行 图 6-1 面积 的 无 穷 小 部 分 
四 边 形 的 面积 ， 然 后 求 和 . 

当然 ， 数 学 中 通常 的 作法 是 对 所 得 数值 取 极限 来 接近 确切 的 面积 ， 取 极限 可 以 得 到 一 个 连 
续 和 即 积分 ， 定 义 这 个 积分 是 很 重要 的 .当然 对 那些 不 满足 光滑 性 的 充分 复杂 的 曲面 ， 就 不 能 
定义 积分 ， 由 练习 1. 3. 8 可 以 得 到 上 面 平 行 四 边 形 的 面积 ， 也 就 是 面积 = | x, Xx | .因此 ， 
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可 得 
坐标 补 片 的 面积 一 | | ”1 xxx, | dude. 
例 6. 1.3( 半 径 为 R 的 球面 ) 回忆 | x, Xx, | 二 Ricosv， 其 中 0<u<2r, —F<v<F, [B96 
则 半径 为 R 的 球面 的 面积 为 
面积 一 | | R cosvdudu = 三 | Rrsinvdu 


2n 2x 
= | 2R’du 一 | 2R’u = 4xR:. 
0 o 


注意 : 由 拉 格 朗 日 恒等式 (练习 1.3.5), | x, Xx, | =VEG- F., 
练习 6.1.4 证 明 环 面 的 面积 是 4x?rR. 
练习 6.1.5 有 两 个 用 来 计算 曲面 面积 的 常用 积分 . 


D 旋转 曲面 ;SA = | 2af JTF FF az, 


(2) 函数 = = f(z,y) 的 图 像 :SA = | | JTF AF Fldedy, 


证 明 这 两 个 公式 可 以 由 上 面 给 出 的 曲面 面积 的 定义 推导 出 来 . 

现在 的 问题 是 如 何 求 曲面 上 函数 的 积分 呢 ? 一 个 函数 仅仅 给 出 了 区 域内 点 的 不 同 的 权 值 ， 
然后 将 加 权 的 面积 加 起 来 . 因此 可 以 积分 函数 与 | x, Xx, | HRR. 

定义 6.1.6 M 上 辑 数 的 积分 由 如 下 公式 给 出 : 


[AE [ff lexan | dude 


= | | f VEG — F dudv. 
我 们 对 一 个 特殊 的 函数 一 一 高 斯 曲率 K 的 积分 很 感 兴趣 . 积分 | x FRA M 的 (或 坐标 补 


Fr x 的 ) 全 高 斯 曲率 . 
例 6.1.7 关于 全 高 斯 曲率 有 两 个 例子 . 
(1) 半径 为 RR 的 球面 高 斯 曲率 为 常数 K=1/R. ik 


1 1 
„K= l| lx l dudv = 去。 球 的 面积 


一 zi 。 47R? = 4x. 507 
(2) 伪 球面 : 高 斯 曲率 K=—1/c? 也 是 常数 ， 因 此 
[KB mit L re = 2m 
练习 6.1.8 求 伪 球面 的 曲面 面积 . 
练习 6.1.9 求 环 面 及 悬 链 面 的 全 高 斯 曲率 . 
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6.2 修正 的 共 变 微 商 


在 前 面 研究 Rs 中 曲面 的 几何 性 质 的 时 候 ， 用 共 变 微 商定 义 形 状 算 子 ， 并 由 此 得 到 多 个 各 
种 基本 的 曲率 不 变量 ， 后 来 以 一 个 特殊 的 曲率 公式 作为 非 Rs 的 曲面 的 高 斯 曲率 的 定义 ;用 这 
种 方法 避免 定义 这 种 抽象 曲面 的 共 变 微 商 .本 节 中 将 看 到 和 了 解 更 抽象 定义 的 共 变 微 商 . 

首先 ， 取 坐标 补 片 x， 且 此 坐标 补 片 ( 同 往常 一 样 ) 满 足下 二 0，a(t) 二 x(a(t)，6(t)) 是 一 条 
闭 曲线 (假设 是 单位 速度 ,或 者 至 少 是 常 速度 的 ). 令 &= 二 x/VE, & 二 x,/VG， 注 意 &@ * a 二 1， 
ea.e 一 1] 且 eve 一 0 沿 着 曲线 的 向 量 场 ea e 构成 了 x(x，z) 任 一 点 处 的 切 空间 的 标准 正 交 
SE. 因此， 向 量 场 {e ，e2) 构 成 的 基 也 称 为 坐标 补 片上 的 移动 标 架 (即使 在 非 正 交 的 坐标 补 片 
上 ， 也 存在 这 样 一 组 基 )， WH. a, e, U 是 Rs 的 标准 正 交 基 ， 利 用 以 上 知识 以 及 关于 共 变 
微 商 的 研究 分 析 向 量 场 s ，e; 沿 a 是 如 何 变化 的 . 

首先 ， 研 究 3 维 空间 中 曲面 的 共 变 微 商 ， 它 揭示 了 3 维 空间 的 共 变 微 商 和 曲面 本 身 之 间 的 
联系 ， 事 实 上 ， 后 者 可 由 前 者 定义 .一 旦 我 们 将 共 变 微 商 研究 清楚 ， 就 可 以 去 掉 3 维 空间 这 一 
限制 条 件 ， 将 共 变 微 商 的 性 质 推广 到 其 他 曲面 上 . 

以 VR 表示 R 上 的 共 变 微 商 (或 雅 可 比 矩 阵 )，V 表示 
V 到 曲面 的 切 平面 上 的 投影 ， 或 者 表示 非 3 维 空间 曲面 M 
的 共 变 微 商 . 令 Z=, 2, oO) HRM e's PREM 
的 RY 上 的 向 量 场 ， 根 据 2.2 节 中 的 知识 ，R 的 共 变 微 商 
VÈ Z 就 是 方向 导数 的 坐标 版 本 ， 对 于 MCR’, VEZ 在 切 平 
面 T,CM) 上 的 投影 即 是 由 VE Z 减 去 它 的 法 向 量 方向 的 分 
量 ， 即 

V.Z = VRZ— (VEZ .UU. 

这 就 是 曲面 内 蕴 的 共 变 微 商 的 定义 (如 图 6-2 R). 类 
WF 2. 2 节 ， 利用 向 量 场 到 包含 M 的 开 集 上 的 扩张 ， 可 以 
定义 在 M 的 向 量 场 上 的 共 变 微 商 ， 以 下 假定 经 过 以 上 技术 
处 理 ， 可 以 取 所 有 向 量 场 的 共 变 微 商 . 


练习 6.2.1 WHV a =d. WE, Vra 二 0， 则 a 是 测 地 线 ， 提 示 : 把 党 作 为 三 个 变 


6-2 V。Z2 的 定义 


fia’ a, a 的 函数 来 处 理 ， 对 a 人 [让 一 人 全 应 用 链 式 法 则 ， 其 中 /二 时， 具体 的 计算 参 
见 第 2 章 . 
WV &=onrEton& +s, VË E= oE ton&tsU; 其 中 心 是 参数 为 的 曲线 a 的 
函数 ， 由 乘法 法 则 以 及 R; 上 的 共 变 微 商 的 定义 ， 可 得 
0 =a' [£> 6] = 209%: & =a: 
更 一 般 地 , a (Ve WJS Ve WV o Ew, RHP V HC, # ow = 
(w! ，w*，w’ ) 是 向 量 场 ， 具 体 的 计算 如 下 (3 引 理 2. 4.1 的 证 明 的 回顾 ): 
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a[V-eWl= a | >} vw] 
= Sa’ Lv wi + via’ [u] 
= SDP Vw +v (VË W) 
= V. W+V. VW., 
类 似 地 ， 因 为 Sad [E e &I=VP + BHE + VE, WA wr 一 一 wi. 
练习 6.2.2 iA ss =Sle’)* G&A s=Sle’)*&, 其 中 So MBBRATE o' MME, s 
BV & 的 表达 式 中 UU 的 系数 .最 终 可 得 
VÈ E= wn Et (Sla’) e &)U 
ve E =— wai E+ (Sla) bd &)U. 
由 于 V 表示 Yr 到 曲面 切 平面 的 投影 ， 得 
Vo f= wi Eos Ve E = Wai &. 
根据 Rs 内 坐标 方向 的 方向 导数 (也 就 是 V* )， 共 变 微 商 了 ?具有 以 下 性 质 . 
练习 6.2.3 证 明 共 变 微 商 V 具有 以 下 性 质 : 
D RAEM: Var+w2Z=v.Z 二 gV7Z. 


2) REBRE: V fZ= E224 fvz. 
3) 交换 法 则 : Exu, VEERE, W 


Vi Xs = Va Xue 
4) 相 容 性 准则 : NEF U tw, E=x,+x,, F=0MG=x,-+x,, A 
WCE] = 2 Vp x, ex, wiG]=2V,x,°x,. 
以 上 性 质 可 以 由 Rs 中 的 曲面 M 推广 到 一 般 曲 面 ， 特别 地 ， 最 后 两 条 给 出 了 与 黎 曼 联络 相 
关 的 共 变 微 商 ， 在 讨论 高 斯 曲率 对 双 曲 平面 这 样 的 曲面 的 影响 时 需要 用 到 这 些 性 质 . 


6.3 平行 向 量 场 及 完整 性 


假设 V。 是 M 在 a(t) 处 的 单位 切 向 量 ， 古 典 微分 几何 中 一 个 基本 问题 是 : 沿 着 曲线 a，M 
的 哪些 切 向 量 与 V。 平行 ? 毕竟 向 量 或 直线 的 平行 是 几何 的 基础 ， 所 以 在 微分 几何 中 提出 平行 
的 问题 也 不 值得 大 惊 小 怪 ， 因 为 共 变 微 商 VeV 描述 了 切 向 量 V Bo 如 何 变 化 ， 所 以 满足 
YY 一 0 这 个 条 件 的 向 量 场 由 包含 V 的 相互 平行 的 向 量 构 成 ， 换 句 话说 ， 零 共 变 微 商 意 指 V 仅 
仅 在 曲面 的 法 向 量 方向 上 变化 ， 所 以 从 曲面 的 定居 者 的 角度 来 看 ， 它 是 不 变 的 ， 因 此 ， 如 果 
VeV=0, WAV 是 沿 a 的 平行 向 量 场 . 

例 6.3.1 证 明 平 行 向 量 场 的 长 度 固定 ， 提 示 : WV > V 应 用 莱 布 尼 芯 法 则 . 

当然 需要 证 明 平行 向 量 场 的 存在 性 ， 事 实 上 ， 仅 由 曲线 的 起 始 数据 ， 可 以 唯一 确定 沿 此 曲 
线 的 平行 向 量 场 . 

定理 6.3.2 又 表示 曲面 M 的 共 变 微 商 , a: 1>M 是 M 上 的 曲线 .对 于 a(0) 点 处 的 任意 
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切 向 量 Ve， 存 在 沿 a 的 平行 向 量 场 ， 使 得 Vo, Vo. 

证 明 不 失 一 般 性 ， 取 V。 是 单位 长 度 的 向 量 .。 因 为 平行 向 量 场 的 长 度 固定 ， 所 以 向 量 场 
的 每 个 向 量 都 是 单位 长 度 的 向 量 . E V= cosh E tsin 6， 其 中 0 是 V 与 6 之 间 的 夹 角 ， 由 
VeV 二 0 可 得 (由 乘积 及 链 式 法 则 ) 


0 =— sinf g4 E+ cos@V, E+ cosh d Gt sinf Vy Ed! 
利用 上 节 沿 a 的 6& AE, OSE MBAR, 4 


Ple cosg| wa + Pla, 


0 一 一 sing| wn 十 di dt 


ALA sing, cosd KARAR, 故 有 学 一 一 wa 或 


g(t) = 00) — fn de. 


这 个 式 子 决定 了 0， 从 而 决定 了 平行 向 量 场 V. a 
由 起 始 向 量 Y,。， 沿 a 的 平行 向 量 场 V 的 构造 ， 可 以 说 是 V, Bo 的 平行 移动 .也 就 是 说 ， 
由 Vo 沿 a 到 点 ai) 的 平行 移动 (唯一 决定 ) 得 到 Vi、 旋转 的 角度 ( 仅 依赖 于 a 和 9060)) 一 Joon dt 

RAB a 的 完整 性 . 

练习 6.3.3 证 明 沿 测 地 线 a 的 平行 向 量 场 V 与 “的 夹 角 固定 .更 一 般 地 ， 若 六 是 沿 w 的 
平行 向 量 场 ，W 是 沿 a 的 固定 长 度 的 向 量 场 . 证 明 W 是 平行 的 当 且 仪 当 V 与 W 的 夹 角 是 定 
值 ， 由 此 证 明 沿 曲线 的 完整 性 与 沿 曲 线 的 平行 向 量 场 没有 关系 . 

练习 6.3.4 证 明 测 地 曲率 公式 ( 见 定理 5. 4. 12) 


Kg 一 tan, 


其 中 0 是 a He, 的 夹 角 . Him: (1) 类 似 于 定理 6.3.2 中 的 表达 式 ， 记 a’ = cosh E +siné £, 
类 似 于 定理 的 证 明 得 
Vea! = [f+ on Ji sind E,+ cos & ]. | 
(2) 注意 wo 二 Vea ， 比 较 此 公式 与 定理 5.4. 12 的 测 地 曲率 公式 ; (3) 为 什么 UX 工 = 
— sinf E +cosé E? 
练习 6. 3. 4 揭示 了 测 地 曲率 与 完整 性 的 关系 .由 定理 5. 1. 5 知 测 地 曲率 仅 依赖 于 度量 进 
一 步 等 距 保持 角度 不 变 ， 故 ks 及 db/d 也 是 等 距 不 变 的 ， 因 此 ， wo; 也 是 等 距 不 变 的 .下面 的 
定理 对 于 6. 9 节 中 完整 性 的 理解 有 帮助 . 
定理 6.3.5 等 距 保持 完整 性 不 变 . i i 
练习 6.3.6 a: [a, b] >M 是 曲面 上 单位 速度 的 曲线 ，{T,，V=UXT， U} 是 沿 此 曲线 的 
标 架 ， 其 中 U 是 M 的 单位 法 向 量 ， 证 明 此 标 架 的 “Frenet” 公 式 是 
T = kV 十 AU 
V= kT +U 
U' = kT — teV 
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Hh, eM 上 了 的 法 曲率 ，cs 是 a 的 测 地 曲率 .而 z= 二 一 U，V= 二 VV。U， 称 为 a 的 测 
地 挠 率 ， 如 果 工 是 M 的 形状 算 子 的 特征 向 量 ， 则 a 是 M 的 曲率 线 ， 由 上 述 方程 知 zs 二 0 当 且 
仅 当 a 是 曲率 线 ， 用 此 观点 重 做 练习 5. 1. 11. 302 

练习 6.3.7 $U» N=cos0, HPN 是 单位 速度 曲线 a 的 主 法 向 量 ，r 表示 a WRF, N 
测 地 曲率 公式 为 a 

Tg 一 一 (r+ %8), 

证 明 若 是 测 地 线 ， 则 rr AAR. 这 是 因为 对 于 球面 的 任意 纬 线 
圆 ， 均 有 do/dt=0. BAKA 5. 1. 10. 

注意 定理 6. 3. 2 及 练习 6. 3. 3 描述 的 都 是 单位 速度 的 w- 参 数 曲 线 的 特殊 情形 .在 这 种 情形 
F. a 二 6. 有 两 种 情形 ， 第 一 ，% 一 9(0)， 此 时 曲线 是 测 地 线 ; 第 二 ， 初 始 向 量 V。 沿 曲线 移 

动 时 旋转 OG 维 空间 的 观点 )， 此 时 参数 曲线 不 是 测 地 线 ， 下 面 举 一 些 基本 的 例子 . 
例 6.3.8 考虑 半径 为 R 的 球面 ， 其 坐标 补 片 为 
x(u,v) = (Reosucosv, Rsinucosv, Rsinv). 
x,=(—Rsinucosv, Reosucosv, 0), x,=(—Rceosusinv, —Rsinusinv, Rcosv) 是 参数 曲线 切 
向 量 ， 单 位 法 向 量 U 二 (cosucosu，sinucosvu，sinv)， 切 平面 的 标准 正 交 基 是 
E = (— sinu,cosu,0), & = (— cosusinv, — sinusinv,cosv). 
取 球 面 在 纬度 w 处 的 纬 线 圆 
alu) = (Reosucosy ,Rsinucosv »Rsinv ). 

$E la | 二 Reosv。 是 定 值 ， 故 与 ao 相关 的 6 ，6 的 共 变 微 商 准确 地 描述 了 6 与 6 沿 a 的 变化 . 
进而 ， 由 于 a 的 参数 化 与 沿 a WE, LRH a Sx AR 中 的 共 变 微 商 即 是 对 的 导数 ， 则 


R3 - 
Vig & = (— cosu, — sinu, 0), 


ve E = Csinusiny, , — cosusiny ,0). 
nT EV E 一 oz 名 ， 需 要 分 解 VE E = an & +s, U CK PLB & =— on 6 十 wsU)， 由 上 述 公 
式 ， 可 得 l 

(— cosu, 一 sinu,0) = (— wz cosusinyy » — wel SINUSINVy ,zl COSU) ) 
十 《sicosztcoszo » S) SINUCOSUy » S1 SINVy ) ， 
因此 
wzi = SÍNU, $s; 一 一 cosy. 303 
练习 6.3.9 对 于 VF E= wE sU, WEA s: =0. 

Ve & = sinw &, Vy &=—sinwy &. 

由 上 面 定 理 的 证 明知 ， 沿 a 的 完整 性 为 


2n 2n 
-| wz du=— | sinzo du 
0 0 


=— 2xsinu. 
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例如 ， 若 mw 王 x*/6， 则 完整 性 是 一 r. 图 6-3 证 实 了 这 二 点 ,图 6-3 由 6. 9 节 中 的 Maple 程序 


绘制 . 


6-3 um 一 /6 纬 线 圆 的 完整 性 


练习 6.3. 10 计算 半径 为 R 的 球面 在 纬度 vo 的 全 高 斯 曲率 ， 并 与 沿 w= 纬 线 圆 的 完整 性 
相 比 较 . FER 2x 的 意义 下 ， 能 得 到 什么 结论 ? 

从 球面 外 看 ， 完 整 性 的 计算 表明 当 平行 切 向 量 沿 纬 线 圆 移动 时 ， 这 些 向 量 也 在 旋转 . 当 
然 ， 在 球面 上 二 维 的 定居 者 看 来 ， 这 些 向 量 是 平行 的 ， 并 没有 旋转 . 

练习 6.3.11 赤道 上 是 什么 情形 呢 ? 在 所 有 的 纬 线 圆 中 ， 为 什么 赤道 特殊 呢 ? 

练习 6.3.12 EM 2 =a? (zx? 十 y’) 的 参数 方程 为 


x(u,v) = (usin $) eos (gy ) using)sin (gy ) sucos(#) ), 
其 中 $ 是 锥 面 的 顶 角 .sing 二 1/V1 十 a? ，cosg 一 a 人 MT 于 于。 MEFR 
) uecos#) )， 


alv) = (wo sin(#) cos (= 7 ) »Uo sin(¢) sin 


其 中 0 过 vv 过 2x. 同 上 例 ,证 明 沿 a 的 完整 性 等 于 2xsing. 见 6.9 
a. 提示 :定义 & = Bf VG,&= x. (右手 系 ). 证 明 wn 一 一 ]， 完 


2rsing 


整 性 等 于 -| 一 1dv = 2xsing. 


0 


练习 6.3.13 将 球面 放 在 锥 面 里 使 得 纬 线 圆 v= 一 $， 就 是 
锥 面 上 的 a( 见 图 6-4)， 来 解释 上 述 两 例 中 的 结果 . 证明 球面 与 
锥 面 的 单位 法 向 量 ( 进 而 切 平 面 ) 沿 曲线 是 一 致 的 ， 因 此 ， 锥 面 
和 球面 沿 a 的 共 变 微 商 相同 .提示 : 对 于 顶点 是 原点 顶 角 为 $ 的 
锥 面 ， 球 面 的 中 心 与 半径 分 别 是 (0，0，zwo/cosg) ，zosing/cosg. 
6. 9 节 给 出 了 此 练习 的 Maple 程序 . 图 6-4 球面 上 沿 纬 线 圆 的 锥 面 


6.4 fe 


大 自然 只 不 过 使 用 最 长 的 线 来 编织 图 案 ， 因 此 每 一 小 块 织物 都 揭示 了 整个 织锦 的 构造 . 
Richard P. Feynman 
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1951 年 ， 傅 科 (1819 一 1868) 用 一 个 重 铁 球 以 及 200 英尺 长 的 线 建 成 了 一 个 摆 ， 用 来 描述 
地 球 的 旋转 , 〈 傅 科 对 于 光 在 不 同 介质 中 的 速度 的 测量 也 有 贡献 . 特别 地 ， 他 测量 了 光 在 空气 


以 及 水 中 的 速度 ， 而 且 证 明 速 度 与 折射 指数 成 反比 (也 就 是 斯 涅 尔 折 射 定律 ). ) 傅 科 发 现 摆动 平 . 


面 按 岁 差 向 前 运行 或 者 随 着 时 间 旋 转 ， 直 到 一 个 周期 = -2 _ 小 时 后 回 到 起 始 的 方向 ， 其 中 


Sinvo 
vo 是 健 科 摆 所 在 的 纬度 .对 于 这 个 按 岁 差 向 前 运行 的 现象 ， 通常 的 解释 是 旋转 参考 标 架 ， 由 
此 产生 一 个 水 平 的 特 里 奥 利 “ 力 ”， 使 得 摆动 平面 产生 位 移 ( 见 [Sym7?71] 及 [Arn78]).， 本 书 将 在 
几何 图 像 及 完整 性 的 框架 下 研究 这 个 摆 ( 见 [LWS89，Mar92，Opr95]). 

为 了 从 几何 的 观点 分 析 伟 科 摆 ， 假 设 地 球 不 旋转 且 传 科 摆 位 于 纬度 v 处 ， 以 摆 的 移动 来 
代替 地 球 的 旋转 ， 在 静止 的 地 球 上 使 得 摆 沿 着 纬 线 圆 在 24 小 时 内 以 固定 速度 移动 ， 傅 科 摆 最 
终 的 运动 等 价 于 标准 情形 ， 摆 的 长 绳 和 沿 着 纬 线 圆 缓慢 的 运动 有 两 种 结果 (这 是 由 物理 论证 给 
出 的 ). 

第 一 ， 长 强 为 摆 提 供 了 一 个 近似 于 平 的 小 的 振幅 ， 因此， 可 以 把 每 个 振幅 作为 球面 的 切 向 
量 来 考虑 ， 给 出 这 些 向 量 一 致 的 定向 ， 得 到 傅 科 摆 摆 平面 方向 V 的 向 量 场 ， 在 任意 时 间 e 
在 一 个 摆动 方向 向 量 V(t)， 将 给 定 的 时 刻 1 与 描述 依 科 摆 沿 a (wu) 移动 的 点 联系 起 来 ， 那 么 所 
有 的 向 量 都 可 以 认为 是 沿 着 纬 线 圆 ew. UV ORR OE HH BH. 

第 二 ， 因 为 是 沿 着 纬 线 圆 缓慢 运动 ， 摆 上 的 向 心力 可 以 忽略 不 计 . (事实 上 ， 它 近似 于 重 


力 mg 的 550. ) 这 就 是 说 ， 可 以 认为 传 科 摆 只 受 法 向 量 U 方向 上 的 重力 作用 ， 但 是 这 样 一 个 法 


向 量 方向 上 的 力 并 不 影响 摆 的 竖 直 摆 动 平面 因此， 摆动 平面 可 以 认为 是 球面 的 二 维 定居 者 ， 
即 在 切 平 面 上 的 投影 ， 


VeV = pro 


.dV(u) _ 
“Tn = 0, 


j 
根据 上 述 技术 处 理 ， 共 变 微 商 也 就 是 通常 的 导数 .由 前 面 的 讨论 ， 得 到 以 下 命题 . 

命题 6.4.1 与 传 科 摆 相 关 的 向 量 场 V 沿 纬 线 贺 是 平行 的 . 

当然 ， 沿 纬 线 圆 a 移动 传 科 摆 ， 完 整 性 使 得 平行 向 量 场 了 旋转 了 一 2xsinw 的 弧度 .特别 


地 ， 施 转 的 角速度 为 ay == SSO 各 和 /种 ， 由 几何 与 物理 的 等 价 性 得 以 下 定理 


定理 6.4.2 传 科 摆 的 运动 周期 是 
Qn 弧度 / 秒 24 


w sinvo 


小 时 . 


当然 这 与 物理 实验 得 到 的 周期 一 致 ， 但 是 傅 科 摆 的 摆动 平面 的 运动 与 沿 a 的 完整 性 有 关 ， 
而 这 是 由 地 球 的 曲率 诱导 的 ， 进 而， 因为 我 们 认为 整个 摆动 装置 相对 于 地 球 是 静止 的 ， 如 何 解 
释 上 面 发 现 的 摆动 平面 的 运动 ? 与 傅 科 讨论 的 一 样 ， 得 到 

推论 6.4.3 地 球 沿 着 纬 线圈 旋转 . 

练习 6. 4.4 假设 伟 科 摆 沿 着 环 面 的 纬 线 癌 移动 (依然 假设 傅 科 摆 只 受 环 面 的 法 向 量 方向 
的 力 )， 计 算 完 整 性 ， 这 个 实验 能 否 区 分 我 们 生活 在 球面 上 还 是 在 环 面 上 ? 
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65 角 的 剩余 定理 


现在 回 到 几何 上 来 ， 考 虑 单位 速度 的 简单 闭 曲 线 8， 其 参数 满足 O<s<2n. BHABHA 
部 区 域 ， 假 设 B 单 连 通 ， 即 8 能 够 连续 地 缩 为 B 的 一 个 点 ， 关 于 a 的 公式 和 概念 ， 对 于 8 依然 
有 效 ， 注 意 不 再 假设 曲面 存在 于 3 维 空间 中 .将 上 面 讨论 的 共 变 微 商 的 性 质 推广 到 一 般 曲 面 
( 见 练习 6.2.3)， 且 仅仅 假设 这 些 性 质 成 立 ,但 并 不 证 明 ， 例如 ，Vr 6&1 二 wn 2 ，0 表示 与 
的 夹 角 ， 因 为 6 与 6 是 标准 正 交 的 ， 所 以 可 以 用 两 种 方法 描述 on. 

第 一 ， 由 8 的 测 地 曲率 公式 ( 见 练习 6. 3. 4) 
do 
ds’ 


Sm, Ha=x/JE, &=x,/VG, tHARWAW. h p= xu 十 xov' 知 
— | (2 du {X du 
veas | (Fz) S4 (75) Ee 
_ fea VE—x, LEE, xa VE —x, LEE, 
= 2 du 十 2 
E ds E ds 


Vg E- E: = wr 一 Kg 


= (Wen ae t+ [eae a) 
利用 x ，x 的 公式 ( 见 3.4 节 ) 可 得 


xu x, = E 和 kaw x = Se, 
因此 由 上 述 计 算 及 x. x, WEZH, 4 
Xu dy — E, du G, dv 


NTE VG 2G ds” aye as 
练习 6.5.1 利用 3.4 节 中 x。，x, 的 表达 式 ， 验 证 上 述 公 式 ( 忽 略 口 分 量 ). 
练习 6.5.2 由 以 上 关于 ow 的 一 般 公式 ， 可 以 得 到 完整 性 的 另 一 种 求法 . in, SBE 
加 莱 平 面 P={(z, ER | y>0)}, WERZH xu, =u, v, REEERE 


mom = SM, RP ww ETP), Hp = uw). 


证 明 沿 水 平 线 v=1 从 (0，1) 到 (ae，1) 的 完整 性 是 一 c， 即 沿 着 v=1 从 (0，1) 移 动 到 (a，1)， 
切 向 量 旋转 了 一 ae 弧度 . 提示 : 证 明 沿 U= Vo 的 wu- 参数 曲线 ， wz = 1 /wo. 
以 下 回忆 格林 定理 (定理 1. 6.2). S C 是 简单 闭 曲 线 ， 若 可 以 连续 缩小 到 它 内 部 的 一 个 


NT ARA J 9 THER RR 
中 Pdz + Qdy = f (22 zQ JE dedy, 


站 
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两 边 同 时 对 s 积分 ， 并 由 格林 定理 ， 得 


| Bas — [ds— I E. du G de 4s 

ds £ 2/EG ds 2VEG ds 
-| Eau- G 

8 2y EG 2 VEG 


= ffi- alara) sle) Jone 
由 定理 3. 4. 1， 曲 面 上 积分 的 定义 以 及 由 F=0 得 到 的 | x, Xx, | 一 VEG 一 Fr 一 VEG， 上 式 可 
继续 计算 ， 


dv 


= | | VEEdudv 


=- | K. 
定理 6.5.3 8 是 可 缩 的 简单 闭 曲线 ， 活 8 的 完整 性 等 于 包含 于 8 的 区 域 了 上 的 全 高 斯 曲 
率 ， 进 一 步 ， 沿 曲线 8， 总 的 变化 是 
6(2n) — 00) = fkds+Í K. 
推论 6.5.4 若 B 是 测 地 线 ， 则 
. 6(2n) — 0(0) = | K. 
B 


0 是 6 与 si WIE, MAR B, O 总 的 变化 是 2x 的 整数 倍 . 
练习 6.5.5 解释 上 面 的 论述 .- 


因此 ,2x A = feds + | K RH A RER. A 到 底 等 于 多 少 呢 ? 直 观 地 想象 -下 ,如 果 缩 


为 一 个 点 ,A 等 于 几 呢 ?由 于 缩小 的 过 程 是 连续 的 且 总 的 变化 是 2x 的 整数 倍 , 故 总 的 变化 始终 保 
持 不 变 . 在 一 个 点 附近 ,可 以 将 曲线 看 作 平 面 上 的 小 圆 ,se, 看 作 一 个 固定 向 量 (例如 e = (1,0)). 
在 这 种 情形 下 , 沿 着 圆 运动 , 切 向 量 恰好 旋转 了 一 周 , 即 总 的 变化 是 2x. 由 过 各 的 连续 性 得 A 二 1. 
霍 普 夫 对 此 作 过 详细 的 讨论 ( 见 [Hsi81]). 

最 后 回 到 本 章 开始 时 提出 的 问题 ， 就 是 以 微分 
的 观点 理解 古典 微分 几何 的 一 个 基本 概念 ， 考 虑 曲 
Tal M 上 由 三 条 曲线 构成 的 可 缩 的 三 角形 (如 图 6-5 
所 示 ). fi; 称 为 内 角 ，x 一 i; RH i 的 外 角 ， 以 
给 定 的 方向 沿 三 角形 移动 ， 考 虑 切 向 量 沿 曲线 的 变 
化 ,类似 于 上 面 直观 的 讨论 知道 总 的 变化 是 2x. 
其 中 有 两 部 分 在 变化 : (1) 利 用 测 地 曲率 公式 ， 一 


部 分 为 |. 人) 十 | KOD 在 三 角形 的 顶点 处 的 变 
化 为 Cr 一) +) + He — iy). Ak, 图 6-5 M ERZAR 
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2x 一 je(A) 十 | K+ (ein) + rmi) + emis). 
定理 6.5.6 如 果 曲 面 上 三 角形 可 缩 为 一 点 ， 则 
3 
2x = |eAr+] K+ Di 
移 项 并 合并 同类 项 ， 乘 以 一 1， 得 
-je 一 | K=—2nt+ (ni) + (ri) + (is) 
a 
=n—G,+tin +i). 
推论 6.5.7 如 果 曲 面 上 的 三 角形 可 缩 为 一 点 ， 且 其 边 为 测 地 线 ， 那 么 三 角形 的 内 角 和 等 
于 加 上 或 减 去 全 高 斯 曲率 . 


推论 6.5.8 如 果 曲 面 M 的 高 斯 曲率 为 定 值 K， 八 是 推论 6.5.7 中 的 三 角形 ， 则 r 一 (十 
认 十 和) 二 一 K。 人 入 的 面积 . 


例 6.5.9 下 面 是 剩余 角 的 例子 ， 因 为 半径 为 的 球面 的 K 一 疝 ， 所 以 
_1/ qa- ANEB 
[K = gl a4 = R - 
因此 ,3)i 一 x 一 SEE pect, 
` Di = r+ AMER y, 
这 就 是 传统 平行 公理 的 一 部 分 . 
练习 6. 5. 10 证 明 双 曲 平面 H 或 庞 加 莱 平 面 P 上 的 三 角形 的 内 角 和 严格 小 于 n 
由 上 可 知 ， 曲 率 对 于 三 角形 内 角 和 这 样 基本 的 几何 性 质 都 有 重要 的 影响 、 在 这 种 意义 下 ， 


从 微分 的 观点 看 ， 高 斯 曲率 是 几何 的 基本 构成 元 ， 下 一 节 讨 论 的 高 斯 - 博 内 定理 ， 其 实 就 是 定 
BH 6. 5. 6 的 整体 描述 . 


6.6 高 斯 - 博 内 定理 


事实 上 ,任何 曲 面 都 可 三 角 齐 分 ， 也 就 是 说 ， 曲 面 可 由 曲面 上 可 缩 的 三 角形 完全 覆 和 着， 这 
些 三 角形 仅 有 公共 边 或 公共 顶点 . 进一步， 曲面 的 定 
向 也 就 给 出 了 所 有 三 角形 的 定向 ， 而 且 相 邻 三 角形 公 
共 边 的 定向 相反 (如 图 6-6 所 示 ). 
设 M 存在 一 个 三 角 剂 分 ，V，E, 下 分 别 表示 项 
点 、 边 以 及 三 角形 的 个 数 . 对 每 个 三 角形 分 别 应 用 定 
理 6. 5. 6， 然 后 把 公式 两 边 相 加 ， 得 


Wert Df KED ai= Sen. 
5 入 4 人 人 A j=l A 
M 可 能 有 边界 曲线 (假设 光滑 )， 例 如 有 限 高 的 贺 图 6-6 有 公共 边 的 定向 三 角形 
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柱 ， 以 9 M 表示 此 边界 ， 此 时 ， 顶 点 和 边 分 成 了 两 部 分 ， 一 部 分 在 边界 上 ， 另 一 部 分 在 M 的 
内 部 . V=VitVs, E=E,+Es, HP PRIAB 分 别 表示 位 于 内 部 和 边界 上 . 对 于 Vi 中 的 
项 点， 所 有 以 此 点 为 顶点 的 三 角形 在 这 个 顶点 处 的 内 角 和 是 2r。 对 于 Vs 中 的 顶点 ， 所 有 以 此 
点 为 顶点 的 三 角形 在 此 点 的 内 角 和 是 x， 也 就 是 此 顶点 处 切线 到 边界 的 角度 ， 故 


[sie +f x + 3xF—2rxVi— xVs = 2xF. 
进一步 ， 每 个 三 角形 有 三 条 边 ， 除 了 边界 上 的 边 只 属于 一 个 三 角形 外 ， 任 一 边 都 属于 两 个 三 角 
Æ. B) 3F=2E, +E. MACE, +Ep)n 代替 3Fr, HVe—Ep, WA 
f cc 十 | K + 2nE, + Eg — 21V; —xVe= 2nF, 
aM M 


f Ms +x + 2nE, + rE, + Eg — nVse — 2V; 一 Vg = 2nF. 
即 是 
ie +Í K + 2n(E; + Eg) — 2x(V; +Vg)= 2rF, 


| cc 十 | K + 2nE —2nV= 2nF, 

aM M 
| k +| K=2nV—E+F). 
aM M 


因此 ， 定 义 XCM) =V—E+F i M 的 欧 拉 示 性 数 . 
定理 6. 6.1( 高 斯 - 博 内 定理 ) M 是 紧 的 可 定向 的 曲面 ， 边 界 9 M 由 有 限 多 个 光滑 闭 曲 线 
组 成 ， 则 
| ec 十 | K = 2nX(M). 
aM M 
推论 6.6.2 车 M 是 无 边界 的 紧 的 可 定向 曲面 ， 则 
fK = 2nX(M). 


当然 我 们 忽略 了 一 点 ， 那 就 是 XCM) =V 一 E 十 F 可 能 并 不 是 M 的 特征 ， 而 是 依赖 于 三 角 
前 分 的 取 法 ， 事 实 并 非 如 此 ， 这 还 要 涉及 欧 拉 的 一 个 定理 ， 一 个 更 一 般 的 结论 ， 图 G 由 有 限 
多 个 顶点 V 二 {vw} 及 边 EE 二 {ey} 组成， 其 中 ej 表示 连结 v, y 唯一 的 边 ， 如果 任 意 两 点 都 有 由 
边 组 成 的 路 径 连 结 ， 则 称 此 图 为 连通 图 ， 以 下 只 考 虚 连 通 图 ， 如 果 存 在 映射 /，G->M 使 得 边 
的 像 只 相交 于 顶点 的 像 ， 则 称 G 是 嵌入 到 M 中 的 图 ， 如 果 由 机 入 决定 的 曲面 多 边 形 是 单 连通 
的 ， 则 称 此 嵌入 是 2 胞 腔 嵌入 (因此 看 起 来 就 像 一 个 2 维 的 圆 盘 ). 

练习 6. 6.3 把 一 个 图 做 入 到 平面 ， 并 计算 V 一 E 十 F， 确 定 包 含 无 益 大 处 的 面 ， 此 面包 含 
整个 图 像 ( 可 以 被 认为 是 球面 上 的 2 胞 腔 )， 在 球面 、 环 面 及 柱 面 上 做 2 胞 腔 嵌 入 ， 确 定 所 做 的 
HAE 2 胞 腔 的 . 

定理 6. 6. 4( 欧 拉 ) 谈 入 到 平面 的 图 像 满足 V 一 下 十 下 一 2. 

证 明 对 图 像 的 边 进 行 归纳 ,很 容易 验证 图 像 只 有 一 或 两 条 边 时 ， 命 题 成 立 ， 假 设 G 有 E 
条 边 ， 有 两 种 情形 . G 是 一 个 树 ， 即 不 包含 有 面 ， 则 E=V—-1, H F=1, &# V-E+F=V— 
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(V—-1)+1=2. 若 G 不 是 树 ， 则 G 中 存在 一 个 闭 链 ， 即 是 一 系列 的 边 构成 的 平面 目的 一 条 闭 
曲线 ， 由 车 尔 当 曲线 定理 ， 此 闭 链 有 内 部 和 外 部 ， 故 存在 一 个 边 e， 它 属于 两 个 面 . 从 GPR 
去 这 条 边 ， 注 意 因 为 e 在 一 个 闭 链 上 ， 所 以 新 的 图 像 G 依然 是 连通 的 ， 且 面 的 个 数 是 F 一 1. 
由 归纳 假设 (G 有 FE 一 1 条 边 ), V 一 (E 一 1) 十 (F 一 1)= 二 2， 此 即 是 V 一 E 十 F=2. 5 

练习 6.6.5 利用 上 面 定 理 的 证 明 方 法 ,证 明 球面 、 环 面 、 圆 盘 、 柱 面 的 欧 拉 示 性 数 xX 二 
V—E+F 43 2,0, 1,0. 对 于 圆 盘 (单位 圆 的 内 部 )， 利 用 对 于 平面 的 证 明 ， 只 需 去 掉 无 
穷 大 处 的 面 . 解释 对 2 胞 腔 垦 人， 为 什么 球面 和 平面 均 有 V 一 EF 十 FF 三 2. 提示: 球 极 平面 
投射 . 

如 果 不 考虑 几何 性 质 ， 而 只 考虑 连续 形变 下 的 形状 ， 那 么 任意 紧 的 可 定向 曲面 (无 边界 ) 都 
是 带 环 柄 的 球面 . 带 g 环 柄 的 球面 S。 是 在 球面 上 切 下 两 个 半径 是 g 的 圆 盘 ， 然 后 沿 着 边界 圆 
插入 g 圆柱 得 到 的 . TR. REE Ss MAE sS. 

练习 6.6.6 WEHE S, bk, 图像 的 2 胞 腔 角 入 满足 V 一 E 十 Ff 二 2 一 2g， 因 此 无 边 的 紧 的 可 
定向 曲面 的 欧 拉 示 性 数 是 2 一 2g. 事实 上 ， 对 于 无 边 的 紧 的 可 定向 曲面 MK. CARS 
义 下 ， 欧 拉 示 性 数 决 定 了 曲面 . 

练习 6.6.7 练习 5.4.9 给 出 了 环 面 一 个 度量 ,使 得 高 斯 曲率 K 恒 为 0， 利用 高 斯 - 博 内 定 
理 证 明 环 面 上 不 存在 度量 ， 使 得 K 二 09， 且 存在 某 一 点 ， 在 此 点 处 K 二 0. 这 表示 像 欧 拉 示 性 数 
这 样 非 几 何 的 不 变量 也 能 限制 曲面 的 几何 性 质 . 进一步 ， 证 明 任 何 正高 斯 曲率 的 曲面 能 够 形变 
为 球面 ,事实 上 ， 这些 曲面 拓扑 等 价 于 球面 . 

高 斯 - 博 内 定理 的 实质 是 什么 ? 例如 ， 球面 经 过 伸缩 和 旋转 变换 产生 了 不 同 的 妃 何 曲面 ， 
图 6-7 中 的 卷 饼 就 是 其 一 . 


即使 这 些 曲面 的 高 斯 曲率 明显 不 是 常数 ， 但 因为 这 些 曲面 是 由 球面 形变 而 来 ， 所 以 由 高 
斯 - 博 内 定理 知 全 高 斯 曲率 都 是 4x， 即 在 整体 不 变量 X 影响 下 的 形变 曲面 ， 决 定 了 一 个 整体 几 
何不 变量 一 一 全 高 斯 曲率 .由 形变 不 变量 限制 几何 性 质 的 想法 得 到 了 数学 中 很 多 很 重要 的 结 
论 ， 在 这 方面 ， 高 斯 - 博 内 定理 是 现代 微分 几何 和 代数 拓扑 大 部 分 精 骨 的 起 源 . 《LGot9 杀 中 有 
关于 高 斯 - 博 内 定理 和 欧 拉 示 性 数 的 有 趣 的 内 容 . ) 


6.7 高 斯 - 博 内 定理 的 应 用 


高 斯 - 博 内 定理 还 可 以 通过 其 他 的 方式 约束 曲面 的 几何 性 质 . 下 例 说 明 它 如 何 影 响 测 地 线 . 
练习 6.7.1( 单 叶 双 曲面 ) 考虑 单 叶 双 曲 面 M: x* 十 y 一 xz? 二 1. 旋转 曲面 M 的 参数 方 
程 为 
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x(u,v) = (coshucosv,coshusinv, sinhu). 
因为 ACu)=coshe Hh’ (0) =sinhO=0, BLL ty Bl C-AR a=x(0, v) =(cosv, sinv, 0) 
是 ( 闭 的 ) 测 地 线 ， 事 实 上 ， 利 用 高 斯 - 博 内 定理 ， 可 以 证 明 这 个 圆 是 M 上 唯一 的 闭 测 地 线 ， 为 
i, BR GEM 上 另外 一 条 闭 测 地 线 . 有 两 种 可 能 : 一 种 是 a 与 8 不 相交 ， 另 一 种 是 相交 .， 假 
RREZ., Ma, p 是 双 曲 面 M 的 一 部 分 的 光滑 边界 曲线 ， 且 这 部 分 可 形变 为 贺 柱 ， 由 上 述 练 


习 知 其 欧 拉 示 性 数 为 零 ， 而 作为 双 曲 面 的 一 部 分 ， 在 M 的 每 点 都 有 KK 过 0. 因此 , | K 一 0, 这 


与 高 斯 - 博 内 公式 | K 一 2xX(jZ) 一 0 矛盾 . (因为 4,8 为 测 地 线 ,所 以 | ,hs 一 0. ) 

假设 x，B 相交 于 两 点 ， 且 所 成 的 两 个 内 角 ( 必 须 的 ) 南 都 小 于 区 

练习 6.7.2 证 明 最 后 一 个 论述 贞 <x。 提示 : 经 过 一 点 
且 给 定 初始 切 向 量 的 测 地 线 是 唯一 的 . 

因为 内 角 为 各 的 <，8 围 成 的 区 域 R( 如 图 6-8 所 示 ) 单 连 
通 ， 所 以 可 以 形变 为 圆 盘 ， 事 实 上 ， 可 以 将 区 域 等 同一 个 顶 
点 在 B 上 内 角 为 x、 在 另 两 个 顶点 处 内 角 为 点 的 三 角形 ， 又 


因为 R 是 双 曲 面 的 一 部 分 ， 所 以 [ 氏 一 0， 由 局 部 高 斯 - 博 内 
定理 ， 得 
[K+ (ew) $B) + eh) = 2a, 


图 6-8 一 条 可 能 的 闭 测 地 线 ? 


[ K=h +h, 


| k>0, 
R 


矛盾 .因此 不 存在 其 他 的 闭 测 地 线 . 
练习 6.7.3 WEHE K< 的 曲面 上 不 存在 所 围 区 域 是 单 连通 区 域 的 闭 测 地 线 ( 即 区 域 可 形 
变 为 圆 盘 ). 
为 了 理解 高 斯 - 博 内 定理 的 下 一 个 应 用 ， 需 要 一 些 背 景 ， 主 要 采用 [Sol96] 中 的 方法 ， 假设 
a(s) 是 单位 球面 SCR’ 上 的 单位 速度 曲线 ， 球 的 单位 法 向 量 是 U。 和 5.1 节 一 样 ， 记 
a’ = «,U X T+ (a .WU 
=«,UxT-U, 
这 是 因为 RR 球 上 的 形状 算 子 S(a ) 一 一 a /R( 见 练习 2,2.13), H 
a” U= a + Sa’) 由 引 理 2. 4. 1 
一 a . R 
一 一 1. 因为 ww =1,HR=1 
注意 由 练习 5. 1.1 A AE, RU BAS. 同时， 因为 a 位 于 单位 
球 上 ， 所 以 对 任意 35， a(s) 二 Ui,， Wit d 二 kva XT 一 a. 
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练习 6.7.4 记号 如 上 ， 证明 (UXT)'= 一 keT， 提 示 : 利用 微分 的 莱 布 尼 芯 法 则 、 叉 积 性 
MARAR d = 二 ksa XT 一 a. 

a’ (s) 二 TCs) 也 是 单位 球面 S 上 的 曲线 ， 称 为 a 的 tantrix. “tantrix” 是 在 [Sol96] 中 提出 
的 ， 它 与 传统 的 切 指标 线 相对 立 . 注意 ， 因 为 由 定义 |T(s)|==x,。， 所 以 T(s) 不 必 是 单位 速度 
的 . 设 t 是 T(s) 的 弧 长 参数 ， 则 


wd = | IT Cu) | dus # IT (s)|= 6, >1 
0 S 
因为 总 有 dt/ds>0, PRU FEFE RR PR s=s0), H 

ds 1 


取 a 对 上 的 导数 得 


dt dsd `° det 
由 Vro SaD ELH TOKAR., H Vro © TO=) THO =U oo’ 0) 二 0， 因 此 
a (2) 是 沿 T(4) 与 球面 相 切 的 向 量 场 ， 事 实 上 ，a(z) 是 沿 (2) 的 平行 向 量 场 ， 注 意 T(2) 是 S: 上 
的 曲线 ， 所 以 


da _ dads _ yds ri. 
Ka 


一 一 一 人 一 1U ny. 
a Ka 


因此 da/di 在 法 方向 上 ， 在 切 平面 上 的 投影 为 零 ， 即 a 是 沿 T(4) 的 平行 向 量 场 . 

类 似 于 定理 6. 3. 2 的 讨论 ， 只 不 过 目前 的 情形 是 对 于 S 上 沿 曲 线 8 的 向 量 场 V=cos¢T+ 
singU XT， 其 中 % 是 YY 和 了 的 夹 角 .平行 向 量 场 有 固定 长 度 ， 可 以 将 其 单位 化 ， 由 上 述 计 
算 ， 得 

T =f =n,UXT-U, UXT)’ =—«,T, 
其 中 we 是 表示 有 的 测 地 曲率 . V 的 导数 为 
V’=— sin($)¢’T + cos($) T’ + cos($)¢'U X T + sin(d)(U X TY 
=— (P +«,)sin($)T + (P + «,)cos($) CU X T) — cos(#)U. 
显然 ， 当 Y 在 切 平面 上 的 投影 为 零 时 ，YVY 是 平行 向 量 场 ， 因 为 sing 和 cosh 不 能 同时 为 0， 所 
以 V 是 平行 向 量 场 当 且 仅 当 #$ 二 一 x,. 

定理 6.7.5 若 a(s) 是 S* 上 单位 速度 的 闭 曲 线 ，T(s) 是 闭 的 ， 则 (5) 的 全 测 地 曲率 是 零 ， 
而 且 ， 若 了 (5s) 是 简单 的 ( 即 自身 不 相交 )， 则 T(s) 围 出 的 区 域 面积 为 2n. 

证 明 和 上 述 讨论 一 样 ， 将 a(t) 看 成 是 沿 (4) 的 平行 向 量 场 . WL a(t) ABC 
aCO)=a(L)), he T(z) 的 周期 ，T(2) 的 测 地 曲率 满足 xs = 一， 因为 a 是 闭 的 ， 所 以 全 测 地 
曲率 为 


| ec =- | wd: = $(0) — KL) = 0， 
若 工 是 简单 的 ， 则 由 若 尔 当 曲率 定理 知 工 围 出 的 区 域 尺 是 圆 盘 . 由 练习 6. 6.5， 欧 拉 示 性 数 


，X( 入 ) 一 1. 由 高 斯 - 博 内 定理 ， | = 0 且 S 的 高 斯 曲率 为 K = 1, 则 
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| ee + |[kaa= 2xX(R) 
T 
R 


o+ [fida = 2n 
R 


及 的 面积 = 2r. 
关于 Rs 中 闭 曲 线 的 著名 的 优美 的 雅 可 比 定理 可 以 作为 定理 6. 7. 5 的 推论 . a 
推论 6. 7. 6( 雅 可 比分 半 定 理 ) a(S AR 中 的 单位 速度 闭 曲 线 ， 且 在 we best n>. 
NCO) a 的 主 法 向 量 ， 且 视 a 为 S: 的 闭 曲线 ， # N(s) 是 简单 曲线 ， 则 NC) HR 区 域 面积 
An. ROER, NOFA S 的 面积 . 
”证 明 设 T(s) 表 示 a 的 tantrix, 将 T(z) 再 次 参数 化 使 其 有 单位 速度 ， 则 T(z) 是 S 的 单 
位 速度 闭 曲 线 且 其 tantrix 为 


To = SP = E = NC) $= eNO) 2 = NO). | 
国 为 工 的 tantrix 是 a 的 主 法 向 量 N， 所 以 由 定理 6.7.5 知 ， 雅 可 比分 半 定 理 成 立 . ， a 


高 斯 - 博 内 定理 在 本 书 中 最 后 的 应 用 是 阿达 马 定 理 . 由 带 有 拓扑 特征 的 曲率 条 件 得 出 很 强 
的 几何 结论 ， 下 面 紧 接 [Che67] 中 的 讨论 ， 称 曲面 是 凸 的， 如 果 它 位 于 每 个 切 平 面 的 同一 便 : 
曲面 是 闭 的 ， 如 果 若 它 是 紧 的 且 没 有 边界 ， 

定理 6.7.7( 阿 达 马 定理 ) 若 M 是 Rs: 中 闭 的 可 定向 的 曲面 ， 且 开 >>0， 则 M 是 西 的 ， 


证 明 ”由 高 斯 - 博 内 定理 ， o<| K dA = 2nX(M). BI X(M) > 0. 由 练习 6.6.6,XCM) 一 2 且 
| KdA = 4x. i 


考虑 高 斯 映射 G，M-~S: ， 回 忆 负 的 形状 控制 函数 一 S, 等 同 于 在 p 点 的 导出 映射 G，( 见 
2. 3 节 )， 因 为 高 斯 曲率 是 S, 的 行列 式 ， 所 以 K>O 意味 着 对 所 有 PCM, det(S,)>0, BIA 
THp, G. 是 可 逆 的 线性 变换 ， 根 据 定理 2. 3. 8， 存 在 p 点 的 开 邻 域 O,， 使 得 G: O,-G(O,)C 
S 是 到 开 集 G(O,) 上 的 一 一 对 应 ， 且 存在 光滑 的 反 函 数 . RAZ ORDA FE GCO). ) 这 对 
任意 的 PE M 都 是 对 的 ， 故 GU SPATE. CBE GCM) 中 的 每 个 点 都 包含 在 某 个 S 
的 开 集 中 ， 而 这 个 开 集 完全 由 GM) 中 的 点 构成 )， 而 M 是 紧 的 ， 所 以 由 命题 2.1.4 知 
GCM) 也 是 紧 的 ， 因 此 是 闭 的 、 所 以 GCCM) 是 连通 集 S 上 的 既 开 又 闭 的 集合 ， 由 练习 2. 1.2， 
GCCAM) 一 S? 

现在 要 证 明 G: M>S 不 仅 是 到 上 的 还 是 一 一 的 ， 假 设 不 是 ， 则 存在 M 上 的 *，y 满足 
GCO 一 G(O)， 设 O.，O, 是 由 反 函 数 定理 给 出 的 两 个 小 邻 域 ， 可 以 假设 它们 不 相交 。 因为 
GD=GO), 所 以 得 到 一 个 非 空 的 交集 V 一 G(O.) NGO). 设 W 一 G|。 V, AA 
G(G|, V) =V. GMW) =S. 因为 G(M 一 W)=S* H G(M— W) 可 能 是 ,1 的 多 重 覆 
盖 ， 所 以 由 命题 3. 1.8， 有 i 


| ,KdA = GM- W) WER > 4r. | 


因为 在 页 CM 上 天 之 0， 所 以 f Kaa >0,H 
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[Kaa = | KdA+| KdA > 4r, 
M w M-W 


这 和 前 面 计 算 的 结果 f Kaa = 4n HFA. Alt, 是 一 一 的 且 是 到 上 的 映射 .由 反 函 数 定 


理 ， 局 部 的 反 函 数 ( 整 体 的 反 函 数 的 限制 )G-! 是 光滑 的 ， 即 G: M>S 是 微分 同 胚 . 

RJ, KAH G: MS 是 一 一 的 到 上 的 如 何 得 到 ME. A GSU), p 
U EM 的 单位 法 向 量 ， 又 G: MS? 是 微分 同 胚 ， 所 以 对 R 中 的 每 个 方向 w， 仅 存在 M 上 的 
一 个 的 点 pp， 使 在 这 点 U(p) 指 向 vw. 故 选择 一 个 方向 w © S: 并 找 出 唯一 的 满足 U(p) =0 的 点 
PEM. 取 pp 点 的 切 平面 T,(M)， 并 沿 v 方 向 移 离 M， ELKA S: M>R ， 其 中 f(g) 等 于 g 沿 . 
z 方 向 到 TCM) 的 距离 ， 因 此 f 是 连续 的 .又 M 是 紧 的 ， 由 命题 2.1.4 知 f 在 M 上 有 最 小 值 
m. 反 向 移动 T,(M), A M 接触 的 第 一 个 点 就 是 取 到 最 小 值 m 的 点 ， 由 此 看 出 , Ucn) =0 = 
U(p). 这 和 法 向 量 的 唯一 性 相 矛 盾 ， 除 非 m= p. AW p 是 距离 移动 后 的 T,(M) 最 小 的 点 ， 所 
以 将 T, MEE p 点 的 时 候 ，M 的 所 有 其 他 点 位 于 TT,《MD) 的 一 边 ， 因 为 p 是 任意 的 ， 所 以 M 
是 凸 的. E 


6.8 测 地 极 坐标 


最 后 ， 对 于 推论 6. 5. 8 的 内 角 和 定理 ， 可 以 选择 另外 一 种 标 架 . 虽然 在 前 面 第 5 章 提 到 测 
地 极 坐标 的 概念 ， 但 并 没有 描述 它 的 结构 ， 下 面 要 给 出 它 的 结构 .现在 我 们 关注 的 是 在 研究 内 
角 和 定理 以 及 曲率 对 于 整体 几何 性 质 影响 的 其 他 例子 时 ， 利 用 测 地 极 坐 标 给 出 的 另 外 所 种 方 
法 .对 于 测 地 极 坐标 完全 的 ( 且 严 格 的 ) 讨 论 相 当 有 技巧 性 ， 在 这 里 就 不 详细 叙述 ， 一 个 很 好 的 
〈 且 相当 基本 的 ?讨论 见 LO7N66]. 本 节 许 多 工作 也 和 它 相似 .细节 问题 留 给 读者 自己 去 验证 . 

固定 点 PEM, 设 x(u，v) 表 示 部 分 平面 的 映射 ， 
其 中 表示 pb 点 的 单位 切 向 量 w 与 固定 单位 切 向 量 e, 
WA. u 表示 沿 着 满足 a(0)= 二 pbp，a’(0) =w 的 单位 速 
度 测 地 线 a 的 “距离 ”" 更 具体 地 ， 设 ef ，e: 是 在 pp 点 
互相 垂直 的 单位 切 向 量 . 记 w= cosvei 十 sinve. 
Xx(u，v) 二 a,(u)， 其 中 ， 下 标 表示 a 是 由 w 决定 的 ， 而 
w 又 由 参数 v 决定 . 当然 必须 限制 使 得 x (u,v) 有 定 
X. 故 x(u，v) 映 到 (一 般 很 小 )p 的 邻 域 ， 下面 的 关键 
结果 由 反 函 数 定理 推 得 ， 这 里 不 予 证 明 . 

定理 6.8.1 当 wu>0 时 ， 映射 x(u，v) 是 坐标 补 片 ， 即 x(u， VRA KAR BB Hy k ke 
射 ， 且 是 从 平面 上 的 开 集 到 PCM 的 开 邻 域 上 的 映射 ， 当 zx 之 0 时 ， 它 是 一 一 映射 . 

注意 这 里 不 包含 pA. 不 包含 的 原因 是 因为 通常 的 极 坐 标 不 包含 平面 上 的 原点 .正如 我 们 
所 说 ， 这 个 坐标 补 片 被 称 为 测 地 极 坐 标 补 片 . 

练习 6. 8.2 利用 直线 是 平面 的 测 地 线 ( 通 常 的 欧 几 里 得 度量 ) ， 证 明 关于 原点 的 测 地 极 坐 
标 正 是 通常 意义 下 的 极 坐标 . 

练习 6.8.3 设 e 一 (1，0)，e 一 (0，1)， 对 于 单位 球面 上 的 通常 的 坐标 补 片 ， 恋 换 风 ,局 


图 6-9 “ 极 坐标 片上 的 测 地 线 
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的 角色 . 证明 由 此 坐标 补 片 可 得 北极 点 N=x(n/2, v HMR Bi. 注意 不 必 从 测 地 参数 
一 0 开始 .这 个 坐标 补 片 覆盖 了 球面 的 哪些 部 分 ? 

练习 6.8.4 通常 的 极 坐 标 不 能 给 出 双 有 曲 平 面 x(wuw，wv) 二 (wucosv，usinv) 经 过 (0，0) 的 单 
位 速度 径 向 线 . 证 明 径 向 线 的 弧 长 s(u) = 二 2arctanh(u/2)， 且 对 固定 的 v。， 具 有 单位 速度 的 参 
数 方程 为 


Bs) = (2tanh 方 cosw ,2tanh 方 sinw ). 


这 里 使 用 了 双 曲 度量 . 给 出 x 的 另外 的 一 种 参数 方程 ， 并 证 明 可 以 得 到 关于 0 点 的 测 地 极 
坐标 . 
下 面 的 引 理 是 利用 测 地 极 坐 标的 关键 . 
引 理 6. 8. S( 高 斯 引 理 ) BAH xu, vš æ E=1, F=0, GOO. 
证 明 ESx, x, 51 EAX -BAHR an (ORRERI. Alt, x[E]J=E,=0. H 
乘积 法 则 (利用 交换 法 则 以 及 练习 6.2.3), 
0 一 E, 
= V, (x, * x.) 
= 2 Vy Xut Xu 
= 2 Ve Xe ° X 
因为 -参数 曲线 是 测 地 线 且 Vx 一 0， 所 以 
0 一 2 Vi Xo . x, + 2x, + Ve Xu 
0= 2 Vy (x, + x.) 
= 2F,. 
因此 下 仅 依赖 于 wv， 注意 v- BRR xu, vd TE u=0 时 ，x(0， v)=p 是 定 值 ， 因 此 在 pp 点， 
SHER v, x00, v) =0 且 ( 对 固定 的 v) 


limF = 一 lime, (up su) © xX, Cu sv) = 0. 


因为 不 依赖 于 ww， 所 以 沿 定 值 的 曲线 F= 0， 由 的 任意 性 ， 在 这 个 坐标 补 片上 下 ==0 恒 成 
立 ， 因 此 ww- 参数 曲线 是 (从 p 点 ) 径 向 测 地 线 ， 而 -参数 曲线 是 这 些 径 向 测 地 线 的 正 交 轨 道 . 
最 后 ， 因 为 x 是 坐标 补 片 ， 所 以 G=EG 一 F*>0. = 

注 记 6.8.6 注意 上 述 证 明 包含 这 样 一 个 事实 : VGO, v)=([x,00, v)|=0. EF RB 
论 中 将 它 作为 一 个 特殊 的 微分 方程 的 初 值 条 件 . 

练习 6.8.7 利用 第 5 章 的 讨论 ， 证 明 对 于 测 地 极 坐标 补 片上 的 任意 点 gq， 从 p 到 4g 的 径 
向 测 地 线 ( 即 -参数 曲线 ) 给 出 连结 p Bg 的 任意 曲线 的 最 短 弧 长 ， 而 且 由 讨论 知 不 存在 其 他 
的 过 此 两 点 的 曲线 ， 使 得 在 此 曲线 上 这 两 点 的 距离 最 短 . 

因为 点 p( 称 为 极 ) 对 坐标 补 片 来 说 是 一 个 比较 棘手 的 点 ， 所 以 在 考虑 它 附近 点 的 几何 性 质 
时 必须 小 心 。 为 了 和 弄 清 极 点 附近 的 几何 性 质 ， 习 惯 上 ， 构 造 测 地 极 坐 标 补 片 的 标 架 


x 
Ej = xX,’ & = 
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定 的 夹 角 x/2， 所 以 (由 练习 6. 3. 3) 它 也 沿 径 向 测 地 线 平行 ， 即 V, &=0. 设 
E (0) = cosvetsinve, &(0) 一 一 sinvoel 十 cosvoes, 
Epe, e 是 pp 点 固定 的 单位 切 向 量 . 令 we(a) 一 x(，vw)， 考 虑 沿 2- 人 参数 曲线 的 共 变 微 商 
Ve X= Vy, VG &) 
= (VG), &t+ VG Vs, &. 
HE Ho 平行， 所 以 V.。 &=0. Alt 
Vi Xa = Ve Xo 
= WVG), &. 
od, CBU p 点 ， 
Xu (0,v0) = lim (VG), (Cu, 09 )) & (0). 
也 可 以 利用 x= atA. 因为 (0) =cosme, +sinvye,=x,(0, vw), x, (0, v)=cosve,;+ 
sinve, , 所 以 Ve x, CO, v) = — sinve, +cosve;; Vx Xa C0, vo) = — sinwe, + cosvoes = E (0). 
因此 
lim(VG) Cu, vo)) E& 0) = & (0) 
县 
limCVG)， (u,v0)) = 1. 
注意 这 一 计算 结果 描述 了 点 附近 的 度量 . 前 面 我 们 知道 该 坐标 补 片 处 处 有 =1，F=0， 故 
G 在 p RAB u’ RW p 的 度量 趋 近 欧 几 里 得 度量 (在 极 坐 标 下 ) 一 一 至 少 趋 近 于 一 阶 导 数 . 
这 也 表明 曲率 应 该 由 VG 的 二 阶 导 数 给 出 ， 下 面 的 重要 练习 验证 了 这 一 点 . 
练习 6.8.8 证 明 开 一 一 (1/VG)(CVG)。。 首先 对 (YC) 的 表达 式 利用 链 式 法 则 ， 并 比较 
E E=1 RACH 3. 4. 1 中 所 得 的 结果 ， 可 得 沿 径 向 测 地 线 的 雅 可 比方 程 (VG)。 十 K YG==0. 
为 了 从 测 地 极 坐标 的 角度 考虑 角 的 剩余 定理 ， 必须 考虑 由 非 径 向 测 地 线 和 径 向 测 地 线 构 成 
的 三 角形 . By Em Ty HR a (Cu) = xu, ASE AA ES MRR, HELORI OOF 


VOD). 因为 是 单位 速度 的 ， 所 以 y =x, uty 9 T, H(du/dt)? +G(dv/de)?=1. URE, 7 和 
a 在 交点 处 的 夹 角 $ 可 以 用 它们 的 切 向 量 的 内 积 ( 用 。 表 示 ) 表 出 ， 即 


cosg = x, o y = —, 


因此 ， G(dv/ dt)? =1— (du/dt)? 一 sin?$， 也 就 是 sing—VG G(dv/ de). Hv cosP=x, © Ly, 得 - 
一 sing 全 一 Vyx,° Y +x, VYY’ 
= VyXu ° y 


= V, a wx, y 


Xu dt ye 


LERREM BALL 223 


dv\? 
= (F) WO. VG. 
FAVS HR sing, Æ 


d¢=— (/G),dv. 

上 述 的 计算 给 出 了 测 地 线 的 交角 和 VC( 沿 径 向 测 地 线 ) 的 变化 
率 之 间 的 关系 . 把 上 述 结果 应 用 到 由 两 条 径 向 测 地 线 和 一 条 
非 径 向 测 地 线 构成 的 三 角形 ， 得 到 角 剩 余 定理 的 另外 一 种 证 
明 ( 推 论 6. 5. 8). 

练习 6. 8. 9( 参 考 [Cox69]) alu)=xlu, w), Blu) 一 
x(u，v1) 是 M 的 两 条 径 向 测 地 线 ，y(t) 二 x(u(z),， w(t)) 是 M 
的 单位 速度 测 地 线 ， 如 图 6-10 所 示 . 证 明 


| x =A+BIC x 
ER: (1) 利用 测 地 极 坐 标 ; (2) 由 全 高 斯 曲率 公式 开始 ， 并 验证 下 述 结果 ， 
| K= [[KvEG — Frdudv 


= ffx VG dudv 
=|| — WO. dude 
= [a = Wd 


= f"av+ |" ag 
=A+B4+C—xd. 

从 一 开始 ， 仅 在 PE M 的 邻 域 上 建立 测 地 极 坐 标 补 片 ， 如 果 延 展 坐 标 补 片 一 一 即使 到 它 的 
边界 上 一 一 也 有 可 能 会 丢掉 了 坐标 补 片 的 性 质 ， 也 就 是 说 ， 可 能 丢掉 了 一 一 的 性 质 ， 或 者 存在 
一 点 x(u。，v) 使 得 GCu。，wv) 二 0， 此 时 就 不 能 保证 坐标 补 片 的 正则 性 . 我 们 可 以 分 析 这 一 情 
况 ， 且 由 此 将 再 一 次 看 到 曲率 对 于 几何 性 质 的 重要 影响 . 

设 x(w， 切 是 MERAH p 的 测 地 极 坐标 补 片 ， 若 GCu。，) 二 0 ME P=x(u, vd uk 


6-10 测 地 三 角形 
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定 的 ( 径 向 ) 测 地 线 与 pte. 因为 可 取 任 意 点 pEM 的 测 地 极 坐 标 ， 所 以 当 需 要 且 仅 需要 考虑 
WER WAH, REHABIL A. FR eR eR. A Am eK 
之 间 关 系 的 关键 . 证明 的 第 一 步 和 上 面 练习 6. 8. 9( 也 同 第 5 章 ) 本 质 上 是 一 样 的 .第 二 步 的 证 
明 较 有 技巧 且 困 难 一 些 , 但 从 上 面 的 讨论 看 是 合理 的 . 第 三 步 是 第 5 章 提 到 的 霍 普 夫 - 瑞 诺 定 
理 . (下 面 ， 若 a(t) 和 8(#) 距 离 总 是 小 于 某 一 固定 的 极 小 的 数 ， 则 称 曲线 pF a.) 

定理 6. 8.10 关于 最 短 距 离 的 结论 如 下 ， 

(1) 若 a 是 连结 pEM 和 gEIM 的 测 地 线 ， 并 且 在 a 上 pp 和 9g 之 间 不 存在 pp MERA, WH 
任意 连结 pp，g 县 通 近 a 的 曲线 中 ，aw L p>q 两 点 则 的 弧 长 最 短 . 

(2) 若 Pp 二 al(to) 是 测 地 线 a kK p=alO HHA, WHHEBH >On, a 上 连结 PP 和 g= 
alti) h EREE p 和 gq 一 a(t1) 的 曲线 (其 至 通 近 a) 的 最 短 弧 长 . 

(3) 若 M 是 测 地 完备 的 ， 则 M 的 任意 两 点 都 可 由 测 地 线 连结 ， 且 此 测 地 线 是 所 有 连结 两 
点 的 曲线 中 最 短 的 . 

例 6. 8. 11( 球 面 ) 转换 通常 球 极 参 数 化 中 u, v 的 角色 ， 
得 到 单位 球 的 参数 方程 G=cosu. WRA xx=x/2 是 一 个 零点 ， 
u=—n/2 是 另外 一 个 零点 ， 北 极点 的 共 忽 点 即 南极 点 S， 显 
然 ， 经 线 是 测 地 线 ( 即 x- 人 参数 曲线 ) ， 它 给 出 了 NAS 之 间 的 最 
短 距 离 。 但 是 一 旦 大 贺 上 经 过 S 到 达 点 9， 则 球面 另 一 侧 的 测 
地 线 给 出 了 N 到 g HORSE. 

共 轿 点 可 以 由 曲率 确定 .练习 6. 8. 8 证 明了 在 测 地 线 上 VG 
满足 雅 可 比 微分 方程 

WG)u + K VG = 0, 

初 值 条 件 为 : 对 任意 的 v, 


图 6-11 非 最 小 弧 长 测 地 线 


MG(0,v)= 0, 
(/G),(0,v) = 1. 
由 微分 方程 理论 的 唯一 性 定理 ， 该 方程 的 解 存在 且 唯 一 ， 因 此 ， 为 求 测 地 线 上 G 的 零点 ( 即 p 
的 共 斩 点 )， 只 需 得 到 此 微分 方程 的 抽象 解 ， 进 而 求 此 解 的 零点 即 可 ， 特 别 地 ， 解 微分 方程 (也 
称 为 雅 可 比方 程 ) 
f' +Kf =0, 
初 值 条 件 为 
f(O)= 0, 
f (0)= 1, 
其 中 f 是 函数 ， 然 后 求 满足 flwo)= 二 0 的 w. | 
例 6. 8. 12( 球 面 ) 参数 方程 如 练习 6. 8. 3( 和 例 6. 8. 11) 中 的 单位 球面 KK 二 1 APEA 
是 fCn/2)=0, f'Cn/2=1. W f+ f=0 HERE fu) 一 Acosu 十 Bsinu， 再 由 初 值 条 件 得 
号 一 0，4 一 一 1 t flu) =—cosu 且 x 一 xz/2 之 后 了 的 另 一 个 零点 是 一 一 x/2， 也 就 是 南极 . 
注意 过 北极 N 的 径 向 测 地 线 是 单位 速度 的 ， 故 它 到 南极 的 弧 长 为 i 
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一 /2 , 
Lla) 一 f la’ | dr 
n/2 


—x/2 
f 1a 
a/2 


一 K. 

练习 6.8.13 考虑 下 述 关于 雅 可 比方 程 的 问题 . 

1) 对 平面 而 言 ， 何 时 何 地 测 地 线 给 出 最 短 弧 长 ? K=O ET OR SEH. 

2) 对 双 曲 平面 而 言 ， 何 时 何 地 测 地 线 给 出 最 短 弧 长 ? 解 开 = 一 1 的 雅 可 比方 程 ， 求 出 共 
ti. 326 

3) 前 两 种 情况 归纳 如 下 : WOR Ma K<O, WER HR LRA ARR. 
此 ， 每 条 测 地 线 都 是 给 出 最 短 弧 长 的 曲线 . 提示 : 利用 初 值 条 件 /(0)= 二 0，/(0) 二 1 和 由 雅 可 
EDERREI f ODl, TEA fQdSu. 因此 SDA, RAEI. 

最 后 给 出 本 节 的 主要 结果 . 为 了 证 明 这 一 结论 ， 需 要 微分 方程 中 的 一 个 比较 结果 . (同时 ， 
同上 面 球面 的 例子 一 样 ， 因 为 测 地 线 是 单位 速度 的 ， 所 以 测 地 线 的 参数 恰好 是 它 的 弧 长 
参数 . ) 

定理 6.8. 14( 施 图 姆 - 刘 维 尔 ) oy" (2) + g(t) y(t) =0 是 初 值 条 件 为 y(0)=0, y'(0) 0 的 
二 阶 线性 微分 方程 。 若 对 任意 的 1 CKO, L> y(t)= 二 0 的 第 一 个 正解 ， 则 


广安 性 委 革 . 
a 


如 果 高 斯 曲率 为 正 且 有 非 零 的 界 ， 我 们 可 以 对 雅 可 比方 程 应 用 斯 图 席 - 刘 维尔 比较 定理 . 
(为 保证 测 地 线 的 定义 域 ， 需 要 用 到 第 5 章 中 涉及 的 “完备 ”的 概念 . ) 

引 理 6.8.15 假设 M 是 完备 的 ， 且 KSa’>0, MEERA a: [0，co) 一 M 在 区 间 (0， 
n/a) PRK. 

证 明 因为 雅 可 比方 程 /十 Kf 二 0 HEM RMA KRMR EH, HUB PIA 
(f 的 零点 )wuo 志 x/a. E 

通过 考虑 曲率 条 件 K> 下 M 本 身 的 大 小 ， 可 以 这 个 将 局 部 的 结论 整体 化 ， 由 上面 的 
定理 6. 8. 10 知 ， 如 果 M 完备 ， 则 过 任意 两 点 bp，qgEM， 存 在 一 条 测 地 线 ， 且 这 条 测 地 线 给 出 
这 两 点 间 的 最 短 弧 长 .因此 可 以 定义 M 的 直径 ， 它 是 连结 M 上 任意 两 点 的 给 出 最 短 弧 长 的 测 
地 线 的 长 度 的 最 大 值 ， 实 际 上 ， 因 为 无 法 取得 最 大 值 ， 所 以 必须 取 这 些 长 度 的 上 确 界 ， 形 式 
E, EX pAg 的 距离 4(p，g)， 即 是 连结 p 和 g 的 最 短 测 地 线 的 弧 长 ， 则 


def 


Diam(M) = sup{d(p,q) |p 和 g E€ M}. 
注意 如 果 MCR 的 直径 是 有 限 长 ,那么 M 有 界 ， 而 Rs 的 闭 有 界 子 集 是 紧 致 集 ， 当 然 ， 紧 致 集 是 
一 个 更 一 般 的 概念 ， 但 是 如 果 读 者 不 是 很 熟悉 ， 可 以 只 考虑 R 的 情形 ， 由 引 理 6. 8. 15， 得 到 以 
下 定理 . 
定理 6.8.16( 博 内 ) M 完备 且 K 之 a: 汪 >0， 则 Diam(M)<x/a. 因此 MM 紧 . 
证 明 取 任意 的 点 p，gE€E M， 因 为 M 完 备 ， 所 以 存在 连结 这 两 点 的 最 短 弧 长 测 地 线 ， 由 
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引 理 6.8.15, B—DHH A ura ANWAR. MEB-TPHAA SEARS. Hr 


Lim Ra K<n/a. He, qE MBER, Diam(M)<r/a. AU MAR. 又 因 M 完备 ， 
所 以 M 紧 . | 

这 里 再 次 显示 了 高 斯 曲率 的 重要 作用 .第 3 章 给 出 了 紧 的 局 部 结论 ， 即 曲面 上 至 少 存在 一 
个 曲率 为 正 的 点 . 如 时 出 面 上 任意 点 的 曲率 都 是 正 值 (有 界 但 不 是 零 )， 则 曲面 是 紧 的 .下面 练 
习 指 出 了 假设 和 结论 的 局 限 性 . 

练习 6.8.17 WH MH +y — z =l 和 抛物 面 z= 二 xz? 十 的 高 斯 曲率 都 非 负 ， 且 因 
为 它们 是 R* 中 闭 集 ， 所 以 完备 .但 它们 无 界 ， 所 以 不 是 紧 的 .问题 出 在 哪里 呢 ? 

练习 6. 8.18 博 内 定理 的 逆 命 题 是 否 正确 ? 即 若 M 紧 ( 即 Ri 中 的 闭 有 界 集 ) 且 Diam(M< 
r/a， 则 Ka’ >0? 提示 : 估计 环 的 直径 ， 再 比较 高 斯 曲率 . 

练习 6. 8. 19 在 例 6. 8. 12 和 练习 6. 8. 13 中 ， 分 别 解 了 K=1, K=0, K=—1 时 的 雅 可 
比方 程 了 十 Kf 二 0， 利 用 它们 的 解说 明 测 地 线 怎样 从 同一 点 开始 ， 然 后 汇聚 或 发 散 . Xit, $ 
意 对 于 特定 的 测 地 极 坐 标 补 片 ，( 由 解 的 唯一 性 ) 解 必 为 YG， 而 且 VG=|x, | 给 出 了 径 向 测 地 线 
在 v 方 向 的 瞬时 变化 率 ， 第 5 章 将 测 地 线 看 成 是 无 外 力作 用 下 粒子 的 运动 轨迹 .特别 地 ， 上 面 
的 解释 说 明 在 负 高 斯 曲率 的 曲面 上 ， 粒 子 的 平衡 位 置 表现 了 指数 的 不 稳定 性 ( 见 [Arn?8， 
Appendix 1 IJK]). 


6.9 Maple 和 完整 性 


平行 以 及 由 它 衍 生 的 完整 性 是 很 难 理解 的 概念 .从 3 维 空间 来 看 ， 沿 曲线 平行 的 向 量 看 起 
来 怎么 都 不 平行 ， 那 么 怎样 才能 够 简单 合理 地 理解 平行 和 完整 性 呢 ? 利用 定理 6. 3. 5 可 以 将 完 
整 性 从 简单 易 懂 转化 到 复杂 (上 且 不 直观 )， 以 这 种 方法 来 看 ， 完整 性 就 是 把 简单 的 局 部 的 几何 性 
质 拼 成 一 个 整体 的 结构 的 自然 反映 ， 从 而 也 就 变 得 复杂 了 . 

首先 来 看 Maple 怎样 表示 球面 的 完整 性 ， 想 法 如 下 : 国定 球 上 的 一 个 切 向 量 以 及 该 点 的 标 
RE, E 通过 定义 的 环 并 取 ek: =subs({u=2 + Pixi/n, v=v0}, ER) MWA My 
fA Se. 标 架 向 量 乘 以 系数 ， 即 完整 性 一 2xsin(w) 实 现 标 架 的 旋转 (为 了 得 更 小 的 向 量 ， 
再 乘 以 3/4)， 用 “arrow” 命 令 表示 一 个 切 向 量 ， 这 个 切 向 量 从 纬度 圆 上 开始 ， 沿 旋转 向 量 的 方 
MBS). 最 后 利用 “display” 命 令 同 时 绘制 这 些 向 量 以 及 球面 . 程序 需要 输 人 纬度 v, ABH 
数 以 及 定向 角 . 


> with(plots):with(LinearAlgebra): 


> holosph:=proc(vO,n,orii,ori2) 

local sph,E1,E2,e1,e2,lat,holovec,i,vec,vecc,sphere,VV; 
sph: =<cos(u) *cos(v) |sin(u)*cos(v) |sin(v)>; 
E1:=map(diff,sph,u)/VectorNorm(map(diff ,sph,u) ,Euclidean, 
conjugate=false) ; 

E2:=map(diff,sph,v); 

lat :=subs (v=v0, sph); 

holovec:=<0/110>; 

for i from 0 to n do 

e1:=subs ({u=2*Pi+i/n,v=v0},E1); 
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e2:=subs ({u=2*Pi*i/n, v=v0},E2); 

vec [i] :=arrow(subs (u=2*Pi*i/n, lat) ,ScalarMultiply(ei, 
3*cos(-2#Pi*i/n*sin(v0))/4)+ScalarMultiply(e2, 
3*sin(-2*Pi*i/n*sin(v0))/4) ,color=blue ,width=[0.04] ， 
head_length=[0.2]); 

od; 

vecc:=convert (vec,set): 

sphere :=plot3d(sph,u=0. .2*Pi,v=-Pi/2..Pi/2,shading=XY, 
grid=(25,25]): 

VV:= vecc union {sphere}: 

display (VV, scaling=constrained, orientation=[orii,ori2]); 
end: ` 


下 面 两 条 命令 得 到 图 6-3， 唯 一 不 同 的 是 观察 方向 . 
> holosph(Pi/6,15,0,-21); 
> holosph(Pi/6,15,82, 28) ; 
根据 练习 6.3.12 和 练习 6. 3. 13， 对 于 球面 上 特定 的 纬度 圆 ， 可 以 得 到 一 个 圆锥 ， 使 得 它 
在 这 个 平行 加 上 和 球面 在 这 个 纬度 圆 上 有 相同 的 完整 性 .看 Maple 如 何 得 到 这 样 的 圆锥 ， 首 
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> sinphi:=1/sqrt(ita*2); 
cosphi :=simplify (sqrt (1-sinphi~2) , symbolic) ; 


sinphi: = 1 
1l+a’ 

cosphi: = 2 
V1 +a’ 


圆锥 的 参数 方程 如 练习 6. 3.12. 


> cone_a:=<u*sinphi*cos(v/sinphi) |u*sinphi*sin(v/sinphi)| 
u*cosphi>; 


| Ta sino] +a’) ua | 
Ji+a Vita Via 
“EFG” 度 量程 序 验证 度量 不 依赖 a 的 选择 , “UN” 程 序 求 单位 法 向 量 . 


> EFG(cone_a); 


cone _ai= 


[1,0,u? ] 


> U:=UN(cone_a); 


Urs | acos(vV1 +a") ， asin(v/1 +a") ， 1 | 
若 取经 过 圆锥 平行 圆 上 一 点 的 一 条 直线 ， 使 得 它 的 方向 恰好 是 此 点 单位 法 向 量 的 方向 ， 则 这 条 
直线 必 经 过 球 心 . 直线 的 参数 方程 是 cone.(x ，m) 十 1U(uw ，m)， 因 为 球 心 在 z 轴 上 ， 所 以 
我 们 可 以 找到 适当 的 工 ， 使 得 上 式 成 立 ， 利 用 Maple 的 “solve” 命 令 求 x 坐标 为 0 的 点 . 
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> T:=so0lve(cone_a[i]+t+*U(1]=0,t); 


Tin & 


a 
将 工 的 值 带 人 直线 方程 的 第 三 个 坐标 中 ， 求 出 球面 的 球 心 . 
> z_coord:=simplify(cone_a[3]+T+*U[3]) ; 


us 1 +a’ 


a 


z_æœord :一 


显然 这 就 是 u/cosp， 而 球面 的 半径 就 是 贺 锥 平行 加 上 的 点 到 中 心 的 欧 氏 距离 . 


> rad:=simplify(VectorNorm(cone_a-<0/0|u*sqrt (it+a*2)/a>, 
Euclidean, conjugate=false) ,symbolic); 


u 
rad :一 一 
a 


当然 这 就 是 using/cost. 正面 程 序 绘制 了 圆锥 和 球面 ， 如 图 6-4 所 示 . 
> coneplot :=plot3d(eval (cone_a,a=1) ,u=0..2, 
v=0..2*Pi*eval (sinphi ,a=1) , grid=[5,25] ,shading=zhue) : 


> sphereplot :=plot3d(<eval (rad, {a=1,u=2}) *cos(u) *cos(v) | 
eval (rad, {a=1,u=2}) *sin(u) *cos(v) |eval (rad, {a=1,u=2}) *sin(v)+ 
eval (z_coord, {a=1,u=2})>,u=0..2*Pi,v=-Pi/2..Pi/2,style=patch, 
shading=XY): 


> display ({coneplot ,sphereplot},scaling=constrained, 

orientation=[0,90] ,lightmodel=light3) ; 

下 面 考虑 本 节 的 主要 问题 ， 即 用 Maple 理解 完整 性 ， 已 经 知道 ， 沿 球面 的 纬度 圆 的 完整 性 
等 同 于 某 个 适当 的 圆锥 的 平行 图 的 完整 性 ， 因 此 如 果 理解 了 圆锥 的 完整 性 ， 那 么 原则 上 也 就 理 
解 了 球面 的 完整 性 ， 定理 6. 3. 5 证 明 等 距 保持 完整 性 不 变 ， 而 且 练习 5. 5. 5 表明 圆锥 可 以 等 距 
地 展 为 平面 上 的 扇形 ， 因此, 平面 上 的 平行 向 量 必然 由 圆锥 展开 过 程 中 的 平行 切 向 量变 化 而 
X. Maple 极 好 地 演示 了 这 些 切 向 量 的 演变 过 程 . 


> with(plots) :with(LinearAlgebra): 


首先 证 明 对 于 任意 的 上， 展开 映射 都 是 等 距 ， 即 验证 度量 系数 不 变 . 


> EFG(<u/sqrt (1+t*a°2) *cos(v*sqrt (1+t*a~2)) | 

u/sqrt (1+t*a*2)*sin(v*sqrt (1+t*a*2)) | 

atu/sqrt (1+t*a*2)*sqrt(t)>); 

[1,0,u? ] 

下 面 程 序 等 距 地 展开 圆锥 ， 且 此 圆锥 带 有 沿边 界 曲线 的 切 向 量 ， 输 入 变量 ， 展开 的 阶段 i、 
圆锥 参数 a、 切 向 量 的 个 数 n、 初 始 向 量 坐 标 v1] ，w2 以 及 定向 角 . 想法 如 下 : 输入 切 向 量 ， 因 
为 x，x,( 沿 边界 曲线 ) 是 切 平面 的 基 ， 所 以 切 向 量 是 x, 和 x, 的 线性 组 合 ， 故 

holovec = Ax, + Bx., 
RAA, BE 
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x, * holovec x, * holovec 
A= =, B=. 
X, ° X, Xy * Xy . 


事实 上 ， 可 以 取 一 系列 平行 于 初始 向 量 的 向 量 ， 然 后 求 出 相对 于 x,，x。 的 系数 ， 而 等 距 
保持 长 度 和 角度 ， 又 因为 每 一 个 阶段 的 参数 切 向 量 ( 表 示 为 zut，zvt) 由 最 初 的 x。，x。,( 表 示 为 
Xu0，Zxv0) 生 成 ， 所 以 系数 A，B 都 保持 不 变 。 因 此 ， 可 以 用 它们 和 cut, rot 来 建立 生成 的 切 
向 量 .， 因 为 等 距 保 持 完整 性 ， 所 以 生成 的 向 量 的 作用 与 初始 向 量 一 样 。 下 面 的 程序 绘制 了 生成 
的 锥 夯 和 切 向 量 . 


> holounroll:=proc(t,a,n,vi,v2,ori1,ori2) 

local ys,yt,boundary_circle,i,tani,vec,y0,xu0,xv0,xu0i,xv0i, 
xut,xvt,A,B,holovec,newholovec,cone,vecc, VV; 

ys: =s-><u/sqrt (1+s*a*2) *cos(vesqrt (1+8*a~2)) |u/sqrt (i+s*a*2) 
*sin(v*sqrt (1+s*a~2)) |atu/sqrt (1+s*a*2)*sqrt(s)>: 

yt:=ys(t); 

boundary_circle:=subs({u=3},yt): 

yO:=ys(0): 

xu0:=subs (u=3,map(diff,y0,u)); 

xv0:=subs (u=3,map(diff,y0,v)); 

xut :=subs(u=3,map(diff,yt,u)); 

xvt:=subs(u=3 ,map(diff,yt,v)); 

holovec:=<vilv2|0>; 

for i from 0 to n do 

xu0i :=subs (v=2*Pi/sqrt (1+a*2)*i/n,xu0); 

xv0i:=subs (v=2*Pi/sqrt (1+a~2)*i/n,xv0) ; 

A:=DotProduct (xu0i, holovec ,conjugate=false) /VectorNorm(xu0i, 
Euclidean, conjugate=false) “2; 

B:=DotProduct (xv0i ,holovec, conjugate=false) /VectorNorm(xv0i, 
Euclidean, conjugate=false)~2; 
newholovec:=ScalarMultip]ly (subs (v=2*Pi/sqrt (1+a*2)*i/n,xut) ， 
A)+ScalarMultiply (subs (v=2*Pi/sqrt (1+a*2)*i/n,xvt) ,B); 

vec [i] :=arrow (subs (v=2*Pi/sqrt (1+a*2)*i/n,boundary circle), 
newholovec,color=blue,width=[0.08], head_length=[0.2]); 

od: 

vecc:=convert (vec,set): 
cone:=plot3d(yt ,u=0..3,v=0. .2*Pi/sqrt (it+a*2) ,shading=XY, 
grid=(5,25]): 

VV:=vecc union {cone}: 

display (VV, scaling=constrained, orientation=[orii,ori2]); 
end: 


以 下 命令 的 运行 结果 如 图 6-12 Be. 过程 从 左 往 右 ， 然 后 从 上 往 下 . 


holounroll(0, sqrt (3) ,15,1,1,~89,0): 
holounroll(.2,sqrt(3),15,1,1,-118,70); 
holounroll(.4,sqrt(3),15,1,1,-80,73); 
holounroll(.6,sqrt(3),15,1,1,-56,76); 
holounroll(.8,sqrt(3),15,1,1,-56,78); 
holounroll(1,sqrt (3) ,15,1,1,-4,62); 


下 面 程序 以 动画 形式 演示 了 平行 向 量 的 展开 过 程 . 


MYMVVVVWV 
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> display(seq(holounroll(i/20,sqrt(3),15,1,1,-15,50), 
i=0. .20) ,insequence=true) ; 


333 图 6-12 平行 向 量 的 展开 


由 图 6-12 知 ， 切 向 量 旋转 了 n :这 是 为 什么 呢 ? 由 练习 6. 3. 12 知 沿 圆锥 的 边界 曲线 的 完 
整 性 等 于 2rsing， 其 中 sing=1//1 +a’. 上述 命令 中 取 a 二 V3， 故 sing=1/2.. 即 $==x /6， 则 
完整 性 恰好 就 是 x. 即 上 面 圆 锥 的 边界 曲线 恰好 是 球面 上 一 x/6 的 纬 线 圆 . 
练习 6.9.1 考虑 图 6-12 中 扇形 的 边界 . 证 明 完 整 性 等 于 2xsing.， 提示 : 比较 切 向 量 与 
334) ”uw- 参 数 曲 线 (子午 线 ) 的 夹 角 . 


B/S DANG 


7.1 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 


在 以 前 的 章节 中 ， 我 们 看 到 了 一 些 使 得 某 些 量 趋向 于 极 小 化 的 几何 量 ， 例如 ， 测 地 线 试图 
给 出 最 短 弧 长 ， 而 极 小 曲面 (包括 其 物理 模型 肥皂 泡 ) 是 试图 给 出 具有 最 小 面积 的 曲面 .当然 我 
们 也 看 到 有 的 测 地 线 不 是 最 短 弧 长 的 曲线 ， 极 小 曲面 也 不 一 定 是 具有 最 小 面积 的 曲面 ， 本 章 中 
我 们 利用 变 分 法 研究 这 些 现 象 ， 变 分 法 的 原则 体现 了 几何 的 (和 物理 的 ) 极 小 化 的 趋向 ， 介 绍 这 
一 方法 的 书 有 [Sag92，Wei74，Pin93] 等 等 ， 因 为 变 分 法 的 基本 技巧 是 很 流行 的 ， 所 以 我 们 将 
研究 这 些 被 变 分 学 家 称 为 朴素 的 理论 ， 无论 如 何 ， 我 们 将 看 到 变 分 原理 和 方法 跟 几 何 性 质 的 密 
切 关 系 . 

以 下 是 变 分 法 常用 的 结构 : 设 + 二 x(t) 表 示 t 的 函数 且 有 固定 端点 x (6) 二 zo，x(t1) 二 zi. 
如 图 7-1 所 示 . 由 此 我 们 通常 把 z( 妇 看 成 是 连结 端点 的 曲线 、 实际 上 ， 因 为 函数 zx 可 以 是 ” 维 
空间 的 曲线 ， 所 以 要 注意 这 个 可 能 性 ， 特 别 地 ， 我 们 可 以 认为 曲线 x= a), =, za) 
是 粒子 相对 于 时 间 : 的 轨迹 ， 这 是 力学 的 观点 ， 需 要 立刻 指出 一 个 可 能 出 现 的 混淆 .上 面 使 用 
的 是 标准 的 力学 记号 x 一 x(2) 二 (x1 (tf)，…，x"(1))， 而 当 处 理 几 何 问题 时 ， 我 们 大 部 人 更 习 
惯 于 使 用 坐标 。 即 我 们 以 z 表示 独立 的 变量 ， 以 y=y(z) 表 示 问 题 中 的 函数 ， 这 样 就 不 会 出 现 


符号 的 混淆 . 
x(10) WIA pr 


Pel 7-1 固定 端点 曲线 


连结 给 定 端 点 有 很 多 可 选择 的 曲线 ， 车 我 们 加 上 某 些 约束 条 件 ， 就 可 以 从 中 选 出 特殊 的 
X(t)， 例 如 ， 有 以 下 定义 ， 

定义 7.1.1( 固 定 端点 问题 ) RRR o) r, (=z, 的 曲线 二 z(t)， 且 使 得 下 列 
积分 取得 最 小 值 ; 
J= CORTON 


其 中 ft, xz, Rt, x 和 二 dx/di 的 函数 ， 且 后 两 个 是 线性 无 关 的 变量 

例 7.1.2 T=1/2m a? 表示 粒子 沿 x 轴 运 动 的 动能 . 因为 势能 依赖 于 粒子 相对 于 具体 点 
zo 的 距离 ， 所 以 可 记 V==V(|zx 一 xo。1)， 以 后 我 们 将 看 到 ， 由 哈密 顿 原理 ， 粒 子 z= 二 x(t) 的 运 
动 轨迹 是 使 得 积分 


J= [T= va: = [1/2m2 —V(| x— z, |)dt 
取得 极 小 值 的 曲线 . (实际 上 ， 下 面 我 们 会 看 到 ， 这 并 不 十 分 准确 .哈密 顿 原 理 只 要 求 这 个 积 
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分 取得 极 值 . ) 因 为 这 个 例子 很 重要 ， 所 以 在 一 般 情形 下 也 沿用 传统 的 记号 表示 微分 . 

例 7.1.3 前 面 我 们 利用 直线 获得 平面 上 两 点 间 的 最 短 距离 . BRA r, y 坐标 ， 确 定 最 
得 长 度 的 曲线 问题 简单 来 说 就 是 

Minimize| Vi+y dz, 

其 中 fla, y, ) 一 V1 十 六 .注意 这 里 使 用 的 是 微分 的 通常 记号 . 

为 研究 固定 端点 问题 ， 首 先 要 认识 到 ， 正 如 普通 微 积分 一 样 ， 我 们 找到 的 是 局 部 极 小 而 不 
是 整体 极 小 .就 像 通 常 那样 ， 为 了 认识 极 小 曲线 x(:)， 取 本 相对 于 e 的 导数 ， 同时 注意 ， 因 为 
根据 假设 xz(z) 是 极 小 的 ， 所 以 s=0 时 该 导数 为 零 . 关键 是 由 下 面 的 结论 我 们 可 以 在 积分 符号 


内 取 导 数 . 
引 理 7.1.4 若 f(e，y) 和 9f(e，y)/9e LER DH, A 


cd o 
EH AC) 一 | f.(z,y)dy. 我 们 需要 证 明 这 个 积分 关于 的 导数 就 是 h(e). 因为 在 二 重 
积分 中 可 以 改变 积分 的 顺序 ( 即 富 比 尼 定理 ) ,所 以 得 到 
[Ce) dz= [| fzs9y) dydz 


=[ ‘f(z,y) dzdy 
A) 


= fresas- | fe, way. 
因为 第 二 项 不 依赖 于 e， 所 以 由 微 积分 基本 定理 得 
hle)= 4f h(zdz 


d b 
= Af feydy— Af resay 


= Efed. 
这 正 是 我 们 想 要 的 结论 . | | 
利用 这 一 引 理 ， 我 们 分 析 刚 刚 提 及 的 问题 ， 假 设 oC eH J = | faa, d 
取 到 极 小 值 的 曲线 ， 令 x* (D=O beg SE 2 的 变 分 ， 也 就 是 说 ， 认 为 。 逐 渐变 小 且 Ci) 一 0， 


X41) 二 0。 因 此 曲线 x" (依然 连结 ey, or, MBE r. RZ 二 Zz 十 e 7 ， 可 以 把 积分 了 看 
成 是 参数 e 的 函数 


It) = f FC,x" ,z*)dt =|" fa,x test +en)dt. 
HAER x(t), WJ Xe 的 导数 . 因为 由 链 式 法 则 ， 


g- (1 (2f az” 二 af ag" 
de o \dx" Ge gyr de 


Jae, 
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J m/f ah， 
don (rt it 
MAW c=0kb, c* =x), MUA 
o= Glew f Getz Hee 
对 上 面积 分 的 第 二 项 使 用 分 部 积分 . 设 
u= £, dv = yd, 
Ox 
du = 2 (yee, v=y 
计算 得 
ia aL S a (a 
=- f'y glit 


最 后 一 个 等 号 成 立 是 因为 1505 所 以 第 一 项 为 零 . 代 人 和 人 上面 的 方程 有 


f e-f nila 
0 ac [aS (a 


-p-a o 


此 方程 对 每 一 个 满足 y(to) =0= 9, ) RRA 7 RR. RA AO? F AT 
一 个 解答 . 

练习 7.1.5 假设 连续 函数 y= 二 f(x) 在 点 z 为 正 ， 证 明 可 以 找到 函数 7(Cz) 使 在 某 区 间 
La, bl KAS 


[n(x fade > 0. 


提示 ;1) 画 出 f(z) 在 zo 点 附近 的 图 ， 对 于 z 附近 的 点 z， 说明 f(x) 的 情况 ;，(2) 作 一 个 保 
证 上 面积 分 为 正 的 “ 凸 ”函数 po), 方法 是 画 出 在 相同 坐标 系 下 它 与 f(x) 在 z 点 附近 的 图 ; 
(3) 回 忆 正 被 积 函数 的 积分 为 正 . 
这 个 练习 告诉 我 们 只 有 一 种 可 能 使 得 方程 ( x ) 对 任意 的 7 成 立 ， 即 必须 
9 9 
(8)=0 
这 个 方程 称 为 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ， 它 给 出 了 z(2) 为 极 小 曲线 的 必要 条 件 ，- 
定理 7.1.6 若 X 二 z(t) 是 固定 端点 问题 的 极 小 曲线 ， 则 x 满足 欧 拉 - 拉 格 庆 日 方程 . 
注意 这 并 不 是 说 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 解 就 是 固定 端点 问题 的 解 。 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 是 解 
决 固定 端点 问题 的 第 一 步 ， 类 似 于 找 微 积分 中 的 临界 点 ， 然 而 ， 因 为 固定 端点 问题 的 可 能 的 解 
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集 大 得 让 我 们 无 法 想象 ， 所 以 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 是 一 个 必 不 可 少 的 有 利 工具 . 实际 上 ， 某 些 


时 候 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 解 加 上 很 少 的 条 件 或 者 不 需要 其 他 的 信息 ， 就 得 到 固定 端点 问题 的 
解 。 因 此 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 解 有 一 个 特别 的 名 字 一 一 极 值 曲 线 ， 例 如 固定 端点 问题 的 解 曲 
线 x(z) 通 常 被 描述 为 连结 固定 端点 使 得 积分 J 取得 极 值 的 曲线 ， 此 时 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 解 
就 是 所 求 的 曲线 . 
练习 7.1.7 假设 J 依赖 于 两 个 消 数 z(t) 和 ya), B 
J= f KOROR ORION 
证 明 由 变 分 x' = rten y = yter 可 得 


de | .=0 


ofa af 8x , If a 9 y 
=|’ (学 至 + Fy oF LD eR, 
az Pe gog Ay Oe ay Fe 


=- (ser Se at et i)a 


= 


TH ARTE RE p rt 方程 都 成 立 当 且 仅 当下 面 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 成 立 : 
af aff a ar _ dlfafy 
ax AEFT ay al) 
练习 7.1.8 假设 I KREFAEE:. s + 


J = [fissret s) sz) r2, Ct,5)deds, 
R 
证 明 由 满足 ?|c 一 0 的 变 分 x* Gt, =z, 5) 十 en(t，s) 可 得 


0 一 ary = (a+. + Ly, atas, 


其 中 C 是 积分 区 域 尺 的 边界 .进而 回忆 格林 定理 ， [Part ods = |laq/ae-+aP/asdeds,4 Q = 
7T9f/3z1),P = y(9f/9x,) ， 利 用 qlo =0, eee 后 两 项 ， 得 


Ve Ly + Ay, ) deds =- (2 (E5 fy oo) atds. 


代 人 原始 的 积分 ， 有 
ff fF of 
o= alse aziat ax.as 55; ) dds. 
最 后 ， 论 证 由 此 可 得 两 个 独立 变量 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 为 
af a/af af 
aE- 
练习 7.1.9 假设 了 (t,x,z) = fla, i) GRA, MAaf/ae=0. ERER x(t) Yi ERR 


IL: 
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拉 - 拉 格 朗 日 方程 当 且 仅 当 、 
pif =c, 
ax 
其 中 c ABR. Bm: 左边 求 关 于 :上 的 导数 ， 不 要 忘记 利用 链 式 法 则 . 
练习 7.1.10 假设 f(t， Hs Ys Xs y=fla, yY» T, y) 与 上 无 关 ， BA a f/at=0. 证 明 
非常 数 的 z(z)，y(2) 满 足 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 当 且 仅 当 
.9f .9f 
j 一 工 一 一 一 = Cs 
Ox 3 y 
其 中 c 是 常数 .提示 : 左边 求 关 于 上 的 导数 ， 不 要 忘记 利用 链 式 法 则 . 
练习 7.1.11 证 明 若 3f/3zx 一 0， 则 z(z) 满 足 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 当 且 仅 当 3f/9z 二 ce， 其 
中 c 为 常数 . 
练习 7.1.12 证 明 积 分 


(GER 和 [ferz + EDD ay 


的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 相同 ， 特 别 地 ， 当 g(t，z) =at 时， 其 中 是 常数 ,| 7d 和 | (f+ 的 区 所 


- 拉 格 郎 日 方程 相同 .在 讨论 雅 可 比 定理 7. 7. 6 时 要 用 到 这 一 事实 . 
练习 7.1.13 求 固定 端点 问题 


J= | (xsine + 4 2? Jat 
的 极 值 曲线 ra), FHP r00, r) =n. 
练习 7.1.14 求 固 定 端点 问题 


J = | Gr + 32)de 
的 极 值 曲线 x(z)， 其 中 z(0) 王 1，z(1) 一 4. 
练习 7.1.1S 求 固定 端点 问题 
1=[ (ed 
的 极 值 曲线 z(t)， 其 中 x(0)=0, x(n/2)=1. 
练习 7.1.16 下 面 有 一 类 问题 ， 求 出 的 极 值 曲线 是 极 小 化 曲线 (同时 给 出 计算 JL A 
方法 )， 考 虑 满足 z(to) 一 zx。，x(t1) 一 zi 的 固定 端点 问题 
J = [i P +ga ) dt 
的 极 小 值 曲线 ， 其 中 p= p(t), q= O BRIO BK. 
OERE rsr J 的 极 值 曲 线 ， 则 J= pied |" pria pri), BEALL 


求 出 极 值 曲线 的 J A. 
DERE c=c Oz] HRA. H = 9) W E (to) =0= (ts WI 
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T = [ 人 ea) 和 一 0 
(3) 由 (1)、(2) 证 明 J 的 极 值 曲线 zx (4) 是 固定 端点 问题 的 解 ， 即 zx(0) 是 J 取 到 极 小 值 的 
曲线 . 
提示 ， 对 (1D 利 用 乘积 法 则 ， 求 zp 过 关于 :的 微分 ， 记 住 x 是 极 值 曲线 ， 对 (2) 分 部 积分 | oP th de 
记 住 x 是 极 值 曲线 或 复习 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 导数 ， 对 (3) 将 zx 变 成 x 十 wn( 这 里 通常 的 。 包含 
在 中)， 展 开 j 的 被 积 函 数 ， 注 意 ] 二 J 十 T， 人 又 是 怎样 的 呢 ? 
j= | rtp telat pas, 
练习 7.1.17 在 固定 端点 问题 中 ， 假 设 时 间 4 固定 ，(z 和 z(z) 也 是 一 样 ) ， 而 终点 位 置 
z(t1) 不 定 ， 由 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 导数 ， 证 明 它 不 仅仅 满足 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ， 而 且 满足 
af 
7h) = 0. 
ax 
提示 :分 部 积分 后 ， 除 了 第 一 项 不 为 零 以 外 ， 所 有 的 项 都 不 变 ， 论 证 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 成 立 
是 因为 最 终 的 极 值 曲线 可 以 看 作 是 固定 端点 问题 的 极 值 曲线 ， 使 得 极 值 曲线 在 =n 时 恰好 是 
x(t). 
注 记 7.1.18 前 面 的 练习 暗示 我 们 不 是 所 有 的 变 分 问题 都 是 固定 端点 的 ， 实 际 上 ， 很 多 
时 候 最 终 的 时 间 二 和 状态 zx(4 ) 都 是 不 确定 的 ， 同 这 一 练习 -一样 ， 此 时 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 依 
然 成 立 ， 同 时 满足 一 个 附加 条 件 ( 有 时 被 称 为 横 截 性 条 件 )， 而 这 就 是 下 一 节 要 研究 的 对 象 


7.2 横 截 性 和 自然 边界 条 件 


很 多 变 分 法 问题 不 能 用 固定 端点 问题 的 方法 解决 ， 简 单 妇 纳 如 下 . 
定义 7. 2. 1( 端 点 曲线 问题 ) RER =r), 使 得 zx(bo) 一 xo，x(4i) 位 于 曲线 a L, A 
下 面 的 积分 取得 极 小 值 ， 
J 一 | fazd 


这 是 证 :不 确定 的 情形 . 

实际 上 ， 上 述 定义 中 的 情形 如 此 频繁 出 现 ， 使 得 我 们 给 它 特定 的 定义 和 名 字 . 

定义 7.2.2( 不 定时 间 题 ) 求 满足 x(t) 二 xo， rh J=2, kh hR rS ra), 使 得 下 面 的 积 
分 取得 极 小 值 : | 


F=f" fsx) i) dt. 


其 中 二 不 确定 . 

我 们 考虑 端点 曲线 问题 ， 并 取 特 殊 情 形 回答 定义 7. 2. 2 中 的 间 题 . 和 以 往 一 样 ， 设 z(z) 表 
示 问 题 的 解 ，x* (t) = x(t) +en(t) Ee x(t) ABS}. 现在 只 要 求 7 WR 7) =0, Abbe’ (= 
zo HRBET r (2? ) 位 于 曲线 a 上， 其 中 =t Hee), 这 是 因为 ( 它 是 解 z(z) 的 终点 时 
HDi 可 以 改变 ， WTR 
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ty Hee . 
J = | SfCt,xz,x) dt 


的 微分 ， 我们 必须 知道 怎样 计算 积分 的 上 下 限 微分 ， 以 下 是 引 理 7.1. 4 的 另 一 种 陈述 . 
引 理 7.2.3 Æ f(e，y) 和 9f(e，y)/9e £$, g) Tk, N] 


o (e) 9 ， 
aj /Ge,y)dy = gO fege + |" BLED yy 
EJ a , a 


证 明 Whew) = f(e,y)dy 是 e，w 的 函数 ， 根 据 引 理 7. 1. 4 MARIEKE, h 
的 偏 导数 为 
he =| filesydy, hy = flew). 
HEREN, hI e 的 全 微分 为 


dh _ 
= =h +h, 
因为 w=gle), PRU dw/de=g (e). PEAR w= gle), 就 得 到 想 要 的 结论 . [| 


一 旦 我 们 知道 怎样 微分 上 限 为 e 的 函数 的 积分 ， 就 可 以 修正 之 前 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 
微分 . 因为 s 一 0， x (t)=zx(t), 所 以 


dT" Of ax", Of az" ypy dit 
de ,Iz Oe to 8 oe + def ) 
o ft af af. B 
I az TT ge MTS): 


其 中 


= 学 9 二 站 je + eFC). 


to ax! 


因为 Xp 一 0， 所 以 积分 里 的 第 二 项 通过 分 部 积分 计算 可 得 


I Li EEE 4 


sag 
9 
-Yo 一 EEE La, 


jdt = 


"a 
t 


ee 


代入 上 面 的 积分 ， 有 
o= f A- fg (art gta) Few ter) 


=f' (2-42 £) Jat Ean tefa. 


ox 


E z(t) 是 满足 终点 在 曲线 a 上 使 得 三 取 极 值 的 广义 问题 的 解 ， 则 z( 蚊 也 是 终点 为 z(z) 的 固定 
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端点 问题 的 解 . 因此 ro 自然 满足 欧 拉 - 拉 格 翩 日 方程 .上 面 方程 的 第 一 项 为 零 ， 且 有 
nets) Lan + ef Cy) = 0. . 
Ox ` 


利用 对 任意 总 =h tel, x* OEHR a LER y 和 # 之 间 的 关系 . 
a 为 水 平 集合 g (1:，x) 一 c 确定 的 曲线 ， 两 边 同时 对 微分 
dg (好 x“) 
1 de B 
= gE +g, (Et y+e ne)) 
= gÊ + 2,(2&+ Att, )) 9 
其 中 最 后 一 行 是 在 s=0 的 取 值 ， 解 ?二 ) 并 代入 上 面 的 方程 ， 得 到 


9 
nti) PS en) + €f (4) = 0. 
az 


0 一 


(E2 3f 0) + &f (t;)= 0 
Bz 9x . 


e( fe) — (2) Fo, ))=0 


因为 & 非 零 ， 所 以 括号 里 的 项 为 零 . 由 这 个 简化 的 条 件 可 得 以 下 定理 . 
定理 7. 2. 4( 模 截 性 定理 ) ”端点 曲线 问题 的 极 值 曲线 在 终点 时 间 4 满足 下 面 的 横 截 性 条 件 ， 


fg.) — Gee) +g.) £4)) Fd = =o. 
Gz 


注 记 7. 2. 5 ” 横 截 性 这 个 词 来 源 于 上 述 条 件 可 看 作 是 曲线 g(:，x) 二 c 和 极 值 曲线 0O HOS FE 
满足 的 条 件 ， 为 了 看 出 几何 条 件 是 什么 ， 回 忆 梯 度 vg 一 (g& ，& ) 重 直 于 水 平 线 g(t，x) 一 c<， 即 极 
值 曲线 可 用 (t，z(2)) 参 数 化 ， 且 切 向 量 为 (1， 之)， 由 点 积 得 

8 十 gx 工 一 VS8&E。(1Z) =| Vg | /1 + 2 cosd, 
其 中 0 是 梯度 Vg MUARO, 三 ) 的 夹 角 ， 代 入 g, 十 gs <， 解 模 截 性 条 件 得 到 
f(t) gs (41) 


3 A . 
Len | V g(t) IVI + Ilt)? 
Xx 


角 9 决定 了 曲线 的 交角 (因为 Vg 垂直 于 曲线 g 王 0). 
例 7. 2.6 假设 gt, x)=t, Cth» 该 曲线 在 (z， Zz) 平面 内 是 竖 直 线 ， 于 是 有 g. 二 1， &z 一 0， 
这 时 横 截 性 条 件 变 成 


cos = 


PF en) =0. 
ax 
这 是 最 终 时 间 固 定 为 的 情形 ,但 是 终点 z(t ) 的 位 置 并 不 确定 ， 这 种 情形 下 的 横 截 性 条 件 有 
时 被 称 为 自然 边界 条 件 . 
例 7.2.7 假设 g(t, =z, cHx, KHREC, Z) 平 面 内 是 水 平 线 ， MX g, 0, gr=1, 
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这 时 横 截 性 条 件 变 成 

af 
az 
这 是 终点 固定 在 zi 的 情形 ， 但 最 终 的 时 间 是 不 确定 的 . 因此， 这 个 横 截 性 条 件 是 解 定 义 
7. 2. 2 中 问题 的 必要 的 附加 条 件 . 


练习 7.2.8 RI = S fer yO. ide 的 极 值 昌 线 ， 其 中 起 始点 固定 在 3 维 空间 


中 ， 终 点 位 于 由 g(，Zz，2?) 一 < 给 定 的 曲面 上 .证 明 这 种 情形 下 的 自然 边界 条 件 为 
af 
Ji 
af 
ay 
为 证 明 这 些 关 系 式 ， 对 每 个 函数 ( 即 zx，y) 运 用 定理 7.2.4 的 证 明 . MERES A, RG 
极 值 曲线 中 的 y 不 变 诱导 自然 边界 条 件 . 然后 对 y 和 女 ， 工 作 相 同 的 工作 . 注意 当 曲 面 形 如 
函数 git, z, y=t-hlce, PHAN, FFER 


9 
fa dh.) + (1 —h,(t,) x(t) —h, t) y(t1)) Lom) =0, 
x 


fl) — zt) (ti) = 0, 


F(t) g. (th) — (e:t) gs ti) T(t) gt) 9) (4) = 0, 


fi dg,G) — Ce.) +g.) Tt) + gy Gi) pC) (4) = 0. 


af 
a5 
练习 7.2.9 利用 练习 7. 2.8 的 自然 边界 条 件 ， 证明 3 维 空间 中 一 点 到 面 g(z，y，z) 一 c 
的 距离 的 极 值 曲线 必然 垂直 于 这 一 曲面 提示: 证 明 极 值 曲线 的 切 向 量 平行 于 由 g 的 梯度 给 出 
的 曲面 的 法 向 量 . 
练习 7.2.10 z(0) 王 0 H x(1) 不 定 ， 求 下 列 积分 的 极 值 曲 线 : 


| (z+ + Raedt, 
练习 7.2.11 xz(1)=0 且 x(2) 不 定 ， 求 下 列 积分 的 极 值 曲线 : 
[e+e eae 
#5) 7.2.12 x2(0), DARE, REAR RAHA: 
| trite ara, 
练习 7.2.13 x(0)=1 且 x(T) 位 于 曲线 r =2+04—1) 上 ， 求 下 列 积分 的 极 值 曲 线 


T 22 
| 三 di. 
ot 


fadh, a) + — ht) rH) — hy Ct) yh)) (11) = 0. 


7.3 基本 例子 


变 分 法 的 讨论 如 果 不 涉及 最 速 下 降 问题 就 不 算 完整 ， 这 个 名 字 来 源 于 希腊 语 brachist 和 
chronos， 这 两 个 词 的 意思 分 别 意味 着 最 短 和 时 间 . 问题 本 身 如 下 . 
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例 7. 3.1( 最 速 下 降 问 题 ) 给 出 zy 平面 上 的 一 点 (ae，2)， 求 连结 (e，2) 和 原点 的 曲线 


y(z)， 使 得 一 颗 珠 子 在 重力 的 作用 下 从 (ae，2) 到 00 OS 1 15 2 25 3 
(0，0) 沿 曲线 y(z) 无 摩擦 地 滑 下 所 经 历 的 时 间 最 短 . 
如 图 7-2 Bra. -0.5 


解决 这 个 问题 的 关键 就 是 公式 D 二 RT， 即 距离 等 于 _, 
速度 乘 以 时 间 ， 这 个 无 穷 小 距离 就 是 金属 丝 的 弧 长 D= 
ViTy7， 下 降 速度 由 重力 势能 mgh 决定 ， 其 中 m 为 
珠子 的 质量 ，g 一 9. 8m/s* 是 (地 球 表面 的 ) 重 力 加 速度 ， -2 
h 是 珠子 相对 于 固定 参考 面 的 高 度 ( 通 常 取 地 面 为 零 ). 图 7.2 RMA NRF 
BREE (a, 5b) 开始 时 的 速度 为 零 ， 能 量 守恒 要 求 珠子 
的 动能 等 于 由 于 高 度 降低 而 损失 的 势能 ， 换 句 话说 ， 


mg (b 一 y) = dmo ’ 


其 中 wv 是 珠子 的 速度 ， 故 有 v 一 2g(8 一 y)， 由 D=RT 可 知 时 间 工 是 y 和 yy 的 函数 ， 


T(y,y’) = 1 vlty 
Vig vb—y 
取 T(y，y ) 对 xz 从 a 到 0 的 积分 得 到 总 时 间 ， 最 速 下 降 问 题 就 变 成 固定 端点 问题 ， 求 积分 


T= z dx 


的 极 小 值 曲线 ， 其 中 y(a) 王 5，y(0) 一 0. 
为 解 这 一 问题 首先 作 替换 x 一 5 一 yy， TERRENT 1WMW2g， 则 需要 求 下 面积 分 的 极 值 . 
p= [oe 
因为 自 变 量 在 J 中 没有 出 现 ， 所 以 由 练习 7.1.9 a 
Vitu ? u! u’ — 
Vu Vull Fu”) 

现在 找 出 公分 母 ， 化 简 并 用 常数 c 替换 1/c， 得 到 可 分 离 变 量 的 微分 方程 c=x(1 二 wz:)， 继 而 

z= | aa 


一 一 2| vz —w' dw, 
其 中 w==Vc 一 x， 并 用 e Rc. Sw=csing, K 
Z 一 一 2 | ccosO ccoséd@ 


一 一 2e? feos? 6dé 
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__ zef 1+ coso dg 


2 
=~ 5 (20 + sin26) +r 


x(¢) = k($ + sinf) +r, 


其 中 20=¢. 由 上 面 的 代 换 知 b— y= u= ct cos h= d cos? £, 又 cos? É = (1 +cos$)/2, 故 


y(g) = k(1 + cosd) +b, 
SPR cb), k= /2. 注意 yO) =b, MDMA cn) 二 a， 这 意味 着 7 二 a 一 kx， 如 果 令 
ct 二 $ 一 x*， 那 么 得 到 r, y 的 参数 表示 : 
a) = kg sing) +a 和 7y(9 = kA — cosg) +b. 

这 是 摆 线 的 参数 方程 因此， 最速 下 降 问 题 的 解 是 第 1 章 中 的 标准 曲线 之 一 ， 注意 由 练习 
1.1. 14 知 最 速 下 降 线 也 是 等 时 线 . 用 Maple 绘制 最 速 下 降 曲线 见 LOpr00].， 最 后 考虑 有 摩擦 的 
最 速 下 降 井 线 见 LHK95]j， 在 [Law96] 中 叙述 了 一 种 完全 不 同 的 方法 . 

例 7. 3. 2( 到 直线 的 最 速 下 降 问 题 ) 修改 例 7. 3. 1 的 最 速 下 降 问 题 ， 求 从 一 点 到 一 条 竖 直 
线 的 曲线 ， 使 得 珠子 下 降 的 时 间 最 短 ， 此 时 被 积 函 数 f 变 为 


VIFy 
Vb—y 
Et r, y 和 dy 是 变量 .由 例 7. 2. 6， 横 截 性 条 件 是 
af y 


ay Vly Tey 
即 在 平面 zy 上 y =0. 也 就 是 说 到 直线 的 最 速 下 降 曲 线 必然 水 平地 到 达 竖 直线 ( 即 夹 角 是 直角 ). 
练习 7.3.3 伯 努 利 独到 地 解决 了 最 速 下 降 问 题 ， 他 利用 光线 以 最 短 时间 传 播 的 费 马 原 理 
和 折射 的 斯 内 尔 法 则 ( 见 [LWei74] 和 [Oproo])， 下 面 是 一 个 类 似 的 问题 . 假设 光子 在 上 半 和 平面 
移动 且 使 得 时 间 最 短 ， 而 且 在 该 介质 中 ， 光 子 的 速度 总 是 和 它 到 z 轴 上 的 距离 成 正比 ， Bp v= 
Ay， 其 中 &>0， 那 么 光子 经 过 的 轨迹 是 怎样 的 呢 ? 提示 ， 建立 时 间 积 分 并 求 极 值 . 
例 7. 3. 4( 平 面 上 的 最 短 距 离 曲线 ) 给 定 平面 上 的 点 (a, DAM (Cc, d), 求 连结 这 两 点 的 曲 
Rel), HBMKRD 


J= [VrO + yd 
取 到 最 小 值 . 这 里 选择 双 变 量 的 公式 来 说 明 这 类 问题 . 因为 被 积 函 数 不 依赖 于 = A y, HARK 


拉 - 拉 格 朗 日 公式 简化 为 
af Ea _ af 


- c 和 “= 
9X VHP O+HC) 9y V#HPO+H CO) 
求 每 个 方程 的 平方 根 ， 令 它们 相等 ， 得 到 
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= 4 
y= ne 


即 为 平面 上 的 直线 方程 ， 因 此 弧 长 积分 的 极 值 曲 线 是 直线 ， 事 实 上 ， 这 个 极 值 曲线 就 是 使 得 弧 
长 极 小 的 曲线 . 


练习 7.3.5 ”利用 单 变量 解 平面 上 的 最 短 距离 问题 ， 即 弧 长 为 |VI 二 7CzJzdz. 

例 7.3.6， 假 设 我 们 要 求 从 固定 点 到 曲线 的 距离 是 极 小 的 ， 那 么 由 定理 7. 2.4 上 可 得 到 什 
么 条 件 ? 这 个 距离 是 弧 长 积分 了 一 | VIF y dr (其 中 极 值 曲线 的 参数 形式 为 Cr，y(z))， 目 
标 曲线 写成 隐形 式 ga, =e CEE zy 坐标 下 ) 定 理 7. 2.4 中 的 模 截 性 条 件 (在 点 ) 是 


2 
VIF YB, (gt gy OD = 0, 


化 简 得 到 
y= 2, 
y 是 曲线 与 极 值 曲线 交点 处 的 切线 的 斜率 ，g,/g。 是 由 梯度 (g,，g,) 确 定 的 直线 的 斜率 ， 因 此 
极 值 曲 线 与 目标 曲线 相交 于 梯度 方向 ， 即 垂直 于 曲线 的 切线 ， 所 以 通常 情况 下 ， 距 离 极 值 晶 线 
和 目标 曲线 垂直 相交 . 
例 7. 3.7( 旋 转 曲面 的 最 小 面积 ) 我 们 已 经 知道 极 小 旋转 曲面 是 悬 链 面 ， 且 最 小 面积 曲面 


是 极 小 曲面 ， 所 以 这 一 问题 有 另 一 解法 ， 旋转 曲 面 的 面积 为 
A= 2n| y/I Fy 2 dz. 
练习 7.3.8 上 面 曲 面 面 积 积分 中 的 被 积 函 数 与 zx 无 关 ， 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 化 简 为 y = 
VY 一 c*， 解 可 分 离 变 量 的 微分 方程 得 > 一 ccosh(z/c 一 dg) ， 验 证 悬 链 面 是 旋转 曲面 中 唯一 的 极 
小 曲面 ， 因 为 悬 链 面 只 在 某 些 特定 条 件 下 才 是 给 定 边 界 时 的 最 小 面积 ， 所 以 这 个 例子 再 次 说 明 
了 极 值 曲 面 不 一 定 总 是 极 小 值 曲面 . 
练习 7.3.9 设 z=f(x，y) 是 二 元 函数 ， 曲 面 的 面积 是 
A = fv + fi + fidady. 
利用 练习 7. 1. 8 pA ih Wy BS De SBS 方程 证 明 这 个 积分 的 极 值 曲 面 是 极 小 曲面 方 
程 的 解 . 
练习 7.3.10 设 > 了 =#(z，y) 是 二 元 函数 ， 狄 利克 雷 函 数 为 
A =f + #2)drdy. 
利用 练习 7.1.8 中 两 个 独立 变量 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 证 明 这 个 积分 的 极 值 曲 线 是 调和 函数 . 
狄 利克 雷 积分 来 源 于 物理 和 工程 学 ( 见 练习 4. 5. 5)， 特 别 地 ， 上 面 两 个 变量 可 以 表示 成 有 环 
形 交 的 圆柱 形 电 容器 的 容积 (单位 长 度 )， 类 似 地 三 个 变量 可 以 表示 电场 的 势能 ， 因 为 后 者 在 势 
能 极 小 时 达到 稳定 平衡 ， 所 以 狄 利克 雷 积 分 的 极 小 值 等 于 电场 的 势 . 更 详细 的 内 容 见 LWei74]. 
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例 7.3.11 力学 的 哈密 顿 原理 是 说 通过 求 所 谓 的 作用 积分 
J= [T-Va 


AER AE HR A ERARD, Ah TMV 分别 表示 动能 和 势能 ， 显 然 T，V 的 

形式 依赖 于 具体 问题 ， 为 摘 清 这 一 原理 的 来 历 ， 我 们 来 看 特殊 的 1 维 情形 ， 单 个 粒子 在 守恒 力 

场 下 的 作用 下 沿 z 轴 运 动 ， 这 意味 着 下 是 某 个 势 函 数 V(z) 的 ( 负 的 ) 梯 度 ( 简 化 为 单一 偏 导数 )， 

F 二 一 gradV 王 一 9V/9x( 负 号 是 物理 中 的 习惯 问题 )， 粒 子 的 动能 T= (1/2)m 之 ， 故 作用 积分 变 成 
J = | (mat — Via) Jdt, 

IX — FASS YK Lr SB BB 


_aVv(x)_ d 
a ag? =O 


用 下 苦 换 第 一 项 并 取 第 二 项 的 微分 得 牛顿 定律 : 
F=mz. 
而 且 注意 被 积 函 数 T-V 与 上 无 关 ， 所 以 我 们 由 练习 7.1.9 中 的 第 一 个 积分 fifa 
< 得 
TV 


1 。 。 
5m’? —-V-—imi=c 


2 


-Imi -V= c 


2 
Imit +V=E 
T+V=¢ 
E=c, 
SP E=T+V 是 粒子 的 总 能 量 ， 这 个 计算 意味 着 在 保守 力 场 中 总 能 量 是 不 变 的 ( 即 为 常数 ). 
这 一 一 事实 说 明 ， 牛顿 定律 和 能 量 守 恒 可 以 由 了 哈密 顿 原理 推导 出 来 ， 这 也 说 明了 为 什么 哈密 顿 原 
理 是 经 典 力 学 的 基石 . 下 面 我 们 将 在 7. 6 节 看 到 哈密 顿 原 理 和 几何 之 间 的 关系 . 


7.4 高 阶 问题 


7.4.1 高 阶 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 

不 是 所 有 变 分 问题 的 被 积 函数 f(t, x, 之 ) 都 只 涉及 zx 和 一 阶 导数 之 ， 特别 地 ， 包 含 对 象 
如 何 弯曲 的 问题 经 常 涉及 二 阶 导数 ， 因 此 和 曲率 相关 . 我 们 也 可 以 找 出 这 种 情形 下 的 欧 拉 -- 拉 
格 朗 日 方程 ， 当 然 对 任意 阶 的 导数 都 可 以 ， 这 里 我 们 只 考虑 被 积 函 数 形 如 ft, xz, z, ORR 
形 . (或 用 几何 记号 f(z, Yy» y's yy.) ` 

假设 x (2) ETERS 
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J= f f(t, x(t) i) E(t) dt 


取 到 极 小 值 的 曲线 ， 令 zx" =x) tex x WED, BER g) =0, y =0, 7t)= 
0, 7) =0. MARR r OMREA x Maz, 的 曲线 并 在 终点 和 zz(i) 的 方向 相间 (因为 之 * 
zten). W 


Je) = |" fsa" si" ëd = [fare +ept te qd teqyde. 
求 对 e 的 导数 


t a * a 2% a oar 
dJ _ ‘{ f ax 十 f az 9x Jae 
de dx” Ie azt A gx as 


下 
且 因 为 当 e=0 时 z* =r), LA 
fe lane = h (Gent St SE ee 


积分 号 中 的 第 二 项 可 以 通过 分 部 积分 积 出 ， 下 面 的 练习 告诉 我 们 具体 怎样 处 理 第 三 项 . 
练习 7.4.1 通过 两 次 分 部 积分 计算 第 三 项 
a af. af _ fa af a a of 
ee d= i alse =) + KEEL 
注意 由 7 在 端点 满足 的 条 件 知 ， 前 两 项 为 零 ， 因 此 可 化 简 为 


4 af eid of af 
o= fo BE (2) 
这 个 方程 对 每 一 个 满足 X46) 一 (44) 二 0 二 方 (10) 一方 (4) 的 函数 1 都 成 立 ， 和 前 面 的 做 法 一 样 ， 


可 以 得 到 关于 二 阶 问题 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 
定理 7.4.2 积分 


4 


to 


J 一 | faszż öde 
的 极 值 曲线 ORA 
af _d/9f\y, d/afy _ 
A Hala 
这 里 要 求 X(to) = To, xt) =a); Tlo) =o, Ax(t))=2. 
练习 7.4.3 MRE 7.4.2 中 的 拉 格 朗 日 被 积 函 数 f 与 x 无 关 ， PRR N 
程 化 简 为 


-Ap AL) = 


az ax 
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练习 7.4.4 证明 下 面积 分 
J = f frr rx, rT )dt 

的 极 值 曲 线 满足 一 般 的 高 阶 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 

af af af _ d ( of 

(SS arabe 5 一 ， “二 人 (aga) = 
其 中 约束 条 件 是 cQ)=—2;, TSt 2G) =a G=1, 2, e, n). 

在 考虑 下 面 例子 之 前 ， 回 忆 平 面 曲 线 的 曲率 ， 设 a(i) 二 (z(t)，y(z)) 是 平面 上 切 向 量 为 

g(t) 二 (Z(t)，y (1)) 的 曲线 ， 由 练习 1.3.2 Bae 的 曲率 为 x 二 1d0/ds|， 其 中 6 是 a 的 切线 和 


(1，0) 之 间 的 夹 角 . 对 于 非 弧 长 参数 :， 我们 需要 修改 此 公式 ， 回 忆 这 一 参数 和 弧 长 参数 之 间 
的 关系 为 


d: =| a(t) |, 
这 里 用 点 表示 对 于 上 的 导数 . 记 a(z) 的 速度 为 ,， 于 是 a 的 曲率 为 
dð| _ |dð|dt . |dol1 
s= ilà |dejds (dlv 


以 下 用 两 种 方法 计算 一 个 特定 的 涉及 9 的 量 . 回忆 a =(t, y). AW 
a. (1,0)=Zx 和 a. (1,0) = ycos(0),， 


PA (RA v= Fy?) 


cos(0) = x . 
现在 我 们 要 得 到 db/d:， 对 两 边 微分 ， 利 用 sin =/1— cos? (6 “aly 得 
— ay 。 工 少 一 之 了 
sin(6) 9 一 BOEREN 
YIdd|_ . zý—-25 
d Ge + 53? 
d9| zy ay 
dt (x? + ¥? 3? 
k= [zy ay 
(2? 二) 


E a 由 函数 给 定 ， 我 们 可 记 a(z) 二 (zx，y(z)), BAe (x)=, ya), E 
z =l, 2” =0, x? +y"?=1+y”, 
Ai, BH SR AT eH A 
aE 
其 中 我 们 用 标准 的 记号 表示 对 z 的 导数 . 显然 这 是 练习 1. 4. 6 的 特殊 情形 . 下 面 我 们 分 析 一 个 
由 变 分 原理 决定 形状 的 具体 例子 ， 关 于 这 一 问题 的 一 本 很 好 的 参考 书 是 [Tro96]. 
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例 7.4.5( 在 压力 下 的 弯曲 ) 取 ( 沿 xz 轴 的 ) 一 个 桂 ， 假 设 有 一 个 平行 于 它 的 外 力 已 作用 在 
人 它 的 端点 x+ 二 L 处 ， 通 过 实验 ， 伯 努 利 证 明了 使 单位 长 度 的 杆 弯曲 所 做 的 功 与 杆 形变 的 曲率 的 
平方 成 正比 假设 这 个 平面 曲线 ( 即 杆 的 中 心 曲 线 ) 的 参数 方程 是 (z(t)，y(z))， 由 上 述 结论 ， 
曲率 为 


VA 
= 
ETO 


弯曲 所 做 的 功 (张力 因 杆 弯曲 的 势能 ) 为 
W bend = af K ds 


一 “ Cy")? / 72 
=H, Cy ivi ty de 


其 中 由 s = [VIF y dri ds=/T Fy 7de. KPR ERDENE IRET He UB u= EI/2. 
这 里 压力 己 也 做 了 功 ， 这 由 曲线 回复 到 原先 形状 所 需要 的 功 决定 ， 即 
Won = P({ VIFy dx L), 


Ht L 是 杆 起 始 的 长 度 ， 弯曲 杆 的 总 势能 为 
U= W bend T W comp 


_ L Cy")? _ f 5 o 


= | eoma PVITy ? — 1 )dz. 

W comp BIA A S EAAS BY AF BE ST. AERA BS GE E EE HH SF BL 
势能 的 减少 . 

因为 当 U 最 小 时 杆 达 到 平衡 位 置 ， 所 以 它 是 高 阶 的 变 分 问题 . 注意 端点 条 件 是 y(0) =0， 
2(L) 一 0( 即 端点 是 定 的 )， 同 时 y O= 且 y(L) 不 定 ( 即 左 边 保持 其 形状 而 受 压 的 右边 自 
由 )， 赴 这 种 情形 的 自然 边界 条 件 可 以 证 明 y”(L) 二 0( 见 练习 7.4.9)， 由 定理 7.4.2， 高 阶 的 
欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 (用 ya) ARE (2) ) 为 (做 一 些 化 简 以 后 ) 

= 5y y +Py A ty O uy A y O =cdty)”, 

最 小 偏差 理论 假设 弯曲 的 杆 总 的 形状 在 某 种 程度 上 通 近 于 最 初 的 杆 ， 相 应 地 就 是 |y | 和 | y”| 
小 以 至 于 它们 高 于 一 阶 的 乘 方 和 乘积 都 可 以 忽略 不 计 ， 因 此 在 这 一 假设 前 提 下 ， 微 分 方程 化 简 为 
Py’ + 2py” =c. 

这 个 方程 的 一 个 解 是 (其 中 o = P/W) 


y(z) = r — Stan(wL) + Stan(wL)cos(wr) — Csin(wr). 
wW w w @ 


回忆 为 了 得 到 这 个 解 ， 我 们 将 问题 分 成 两 部 分 ， 首先 求 齐 次 微分 方程 y +o y =0 的 通 解 ， 然 
Fa FER RG TF By” be’ y =c 的 特 解 ， 与 齐 性 方程 对 应 的 代数 方程 D +02 D=0 的 解 是 D=0 
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Al D= tiw. 因此， 齐 次 微分 方程 的 通 解 为 

Ya = b + Acos(wx) + Bsin(wz)., 
为 求 非 齐 次 微分 方程 的 特 解 ， 我 们 通常 猜测 方程 右 端 项 ， 因 为 常数 是 齐 次 微分 方程 的 解 的 一 部 
分 ， 所 以 我 们 考虑 y, 一 Kx. 计算 y, 的 导数 并 将 其 带 人 到 方程 得 w? 开 天 c， 进 而 K==c/w? H 
yp 二 《c/w*)x， 于 是 非 齐 次 微分 方程 的 通 解 为 


YT)= yn yp 
= b+ Acos(wx) + Bsin(wx) +-Sz. 
w 


由 条 件 y(0) =0 和 y (0) =0 4f b=—A 和 B= 一 c/w;， 由 自然 边界 条 件 y(L)=08 
A = Stan(wL) =— b. 


RA y(z) 的 表达 式 为 


y) =~ Stan(wL) + Stan(wL )cos(wx) 一 Ssin(wx) + Sx. 
w w w w 


由 条 件 y(L) = 0 得 到 横 截 性 方程 tan(wL)=wL, FY A Maple 解 出 w。 显 然 对 应 杆 的 震动 有 无 
数 多 个 解 ， 而 第 一 个 解 大 约 是 wo. L=4. 4934. 第 一 个 弯曲 的 临界 力 为 

P, ~ Oy (TP ae 
换言之 ， 作 用 在 杆 上 的 力 必须 大 于 这 个 值 杆 才 会 出 现 弯曲 .注意 利用 tanlwL)=wL, BIA 
以 化 简 出 现 弯曲 时 y(x) 的 表达 式 为 


ylz) = Sx 一 SL + SLeos(wx) 一 Ssin(wr), 
w w w w 


类 似 地 ， 可 求 P: P, SF. 只 有 更 大 的 力 出 现 才 会 有 更 高 的 弯曲 模型 ， 在 7. 10. 2 小 节 ， 我 
们 运用 Maple 给 出 了 前 三 个 模型 ， 如 图 7-8、 图 7-9 和 图 7-10 所 示 . 

练习 7.4.6 当 长 度 为 工 的 悬 粱 重量 分 布 为 上 (Cz)， 用 函数 y(x) 表 示 偏 转 后 的 位 置 ， 由 弹 
性 定理 知 ， 这 个 稳定 状态 ( 即 平衡 ) 的 势能 为 


工 1 H 
U(y) = | (Feo ) play) de, 
0 


其 中 o> 0 称 为 由 梁 横 截面 决定 的 弯曲 刚度 ， 假 设 y(z) 是 满足 
y0) =0, y(0)=0, y(L)=0, yOC(L) 一 0 

AY U 的 极 值 曲线 . 最 后 两 个 “自然 ”的 边界 条 件 是 因为 假设 在 梁 的 自由 端 弯曲 力矩 和 剪 切 力 为 
F. MP P(x) 二 c 是 常数 (偏转 是 在 它 自身 重力 作用 下 发 生 的 )， 求 偏转 的 形状 YD (提示 : 
y(X) 是 4 次 多 项 式 ). 

实际 上 ， 在 弯曲 杆 的 例子 中 ， 势 能 积分 中 的 (y)* 可 以 用 曲率 的 平方 替换 ， 做 该 替换 ， 并 
计算 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 .利用 最 小 偏差 定理 ， 得 到 一 个 微分 方程 ， 这 个 方程 和 由 (y)? 诱导 的 
方程 是 一 样 的 .这 就 是 为 什么 工程 师 们 常用 (y)? 代替 曲率 . 不 过 这 里 没有 保证 在 取 欧 拉 - 拉 格 
朗 日 方程 之 前 这 个 蔡 换 总 是 和 应 用 最 小 偏差 定理 得 到 的 结果 相同 ， 见 7.10. 2 节 和 练 
习 7.10.5, 
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7.4.2 高 阶 自然 边界 条 件 


在 7.4.1 节 高 阶 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 导数 中 ， 我 们 假设 扰动 了 EE g(t) = gl) = 9 Co) = 
AD 一 0。 如 果 没 有 这 个 假设 ， 就 得 到 下 面 的 一 般 方程 : 


_/.9f d (af af of od af 
° Gr nalt =) f "| AEF Hel £) |as 
和 前 面 一 样 ， 这 个 更 加 广泛 问题 的 极 值 曲线 依然 是 固定 端点 (和 端点 方向 ) 问 题 的 极 值 曲线 ， 所 
以 它 满足 欧 拉 -- 拉 格 朗 日 方程 .这 意味 着 方程 中 的 积分 为 零 ， 所 以 
_(.9f daf af\|" 
° ee nals) taa) v 
现在 让 我 们 看 一 些 可 能 的 典型 的 边界 条 件 . 
例 7.4.7( 自 然 边界 条 件 ) 下 面 是 典型 的 自然 边界 条 件 . 
OBE rto) Szr 和 xz) 一 xz 是 固定 端点 ， 这 意味 着 y(to)=0= y(t)» 县 上 述 方 程 可 以 
化 简 为 


9 9 
at) La = gt.) Ln). 
了 > 7 


x ax 
这 对 于 任意 在 端点 处 为 零 的 7 都 成 立 ， EBL, FREA Aly (to) 二 0 WY gR. 这 
意味 着 3J/az(Ga) 一 0 类似 地 ， 由 ?5) 王 0 和 7(5) 尖 0 可 得 9f/9z(t) 二 0， 归 结 为 


x ax 


9 
(zad = axe) = |) = 04 eo =o 


(2) 假 设 LCt) = Xo FT (to) = To. 也 就 是 说 7(to)=0 且 7 (to)=0， 上 述 方 程 化 简 为 


oo) Kavo ( 2) - L), 
dt ax at 


对 所 有 适当 的 ARA, RR Ay (AO 和 775) 一 0 的 了 也 成 立 ， 由 此 可 得 37/azGa) 一 0. 
类 似 地 ， 因为 7 WE ga) =0 和 4, 0, 所 以 


a=) th) = Fw). 


a a a 
{x(to) = ToT) = inada = = ot PL) en = Lah 
3 


X ax ax 
(3) 假 设 Z =r, Hr) =z. M 


{z(to ) = Xo T(t) = x} 


21 (2) Gor = heed | “LV ) = Lal, 


ax 
(4) 假 设 X(to) = To Har(t))=2z). 则 
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af f 
{x(tp) = toilt) = à }> E(u) = 04, ( Jeo = Zoh 
9 9 工 9 


T 


练习 7.4.8 验证 例 7.4.7 中 的 自然 边界 条 件 (3) (4). 
练习 7.4.9 假设 X(t) 二 zo。，Xx(#1)= 二 Xx1，X(to) 二 Xo Hz) TRE. 证 明 自 然 边 界 条 件 是 


fn) = 一 0. 
ax 
在 例 7.4.5 中 应 用 这 个 结论 ， 得 到 那里 用 到 的 自然 边界 条 件 多 ( 工 ) 一 0. 
练习 7.4.10 一 个 初始 长 度 为 工 的 细 弹 性 杆 ， 夹 住 一 端 向 上 倾斜 ， 在 垂 线 +==L 处 钉 住 ， 
如 果 杆 可 用 y(z) 表 示 ， 那 么 势能 正比 于 y(z) 的 曲率 的 平方 ， 


Yr) 


U =o, apy ayy 
FOP pp 是 常数 ， 物理 上 要 求 的 边界 条 件 是 y(0) 一 0，y’(0)==0 和 yL) =y. 
DR U 的 极 值 得 到 关于 y 的 微分 方程 . 
ORAK y (L) 是 不 确定 的 ， 那么 由 模 截 性 得 到 的 条 件 是 什么 ? (提示: y(L)=0.) 
(0) 由 最 小 偏差 定理 ，|y (x)| 和 | (xz)| 在 区 间 [0， LJ 上 都 很 小 ， 此 时 ， 求 y 的 微分 方程 
并 解 之 得 


dx 


3y (= _ La’ 


y(x) =— T: |e 


6 2 

《d) 选 择 不 同 的 Aly, 的 值 ， 用 Maple 绘制 解 的 图 像 . 

至 此 我 们 看 到 ， 微 分 几何 的 不 变量 (如 曲线 的 曲率 ) 在 物理 问题 中 是 怎么 产生 的 . 通常 来 
说 ， 它 符合 变 分 法 中 的 物理 几何 原理 (如 伯 努 利 原理 ). 


7.5 魏 尔 斯 特 拉 斯 E -函数 


对 于 给 定 的 积分 1， 我 们 如 何 判 断 积分 的 极 值 曲线 确实 是 极 小 值 曲线 ? 除了 特别 指出 的 
(练习 7. 1. 16) 之 外 ， 有 很 多 可 能 被 用 来 判断 极 小 的 充分 条 件 ， 但 是 对 于 大 型 问题 而 言 ， 没 有 
一 个 是 特别 方便 的 ， 本 节 我 们 给 出 一 个 相当 直接 的 条 件 ， 这 一 条 件 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 得 到 (我 们 
在 第 4 章 已 经 提 到 他 关于 极 小 曲面 的 工作 ). 


BE < 一 z 蕊 是 固定 端点 的 积分 了 一 fez ba 的 极 小 值 曲线 ，z= 二 z(z) 是 另外 一 条 连结 相 
同 端点 的 曲线 .分 别 用 J[zj 和 J[z] 表 示 沿 曲线 x 和 z 的 J 值 ， 因 为 z 使 得 J 取 得 极 小 值 ， 所 
以 必然 有 

AJ = J(#]—Jlz] >0. 

这 个 条 件 不 可 能 用 于 判断 极 值 曲 线 x 和 比较 曲线 z， 因 此 为 了 比较 Jm JU], RIEZ N 
的 指定 区 域 比 较 z( 或 更 详细 地 如 它 的 了 值 或 它 的 斜率 ) 和 其 他 极 值 曲 线 ， 当 然 因 为 并 没有 保证 
这 些 极 值 曲线 的 存在 性 ， 所 以 我 们 还 需要 一 个 定义 . 

定义 7.5.1 对 于 积分 为 了 的 标准 的 国定 端点 问题 ， 极 值 曲 线 域 ( 即 欧 拉 - 拉 格 朗 目 方程 的 
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解 ) 是 指 J 的 极 值 曲线 的 集合 ， 使 得 在 给 定 的 区 域内 ， 通 过 每 一 点 恰好 有 该 集合 中 的 一 条 极 值 
曲线 
例 7.5.2 考虑 固定 端点 问题 ， 其 中 z(0) 王 0，Zz(02) 王 2， 积分 是 


J= rG pri 十 工 十 之 )dt。 
由 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 得 一 般 的 极 值 曲 线 为 
xt) = +a +d. 


再 利用 初始 条 件 得 到 z(b9 一些 /2， 极 值 曲 线 域 可 以 由 一 般 极 值 曲线 公式 中 的 积分 常数 确定 ， 这 
样 我 们 可 以 保证 对 于 最 初 的 了 得 到 的 是 极 值 曲 线 ， 例如， 我 们 可 以 取 极 值 曲 线 域 为 
tat) = 5ta. 
如 果 极 值 曲线 ra 和 zu MAMAEM AC, 2c), BA?/2+d,=0/2+d,. WAM di 一 d;， 即 极 
值 曲线 相同 .因此 我 们 得 到 一 个 极 值 曲线 域 . 
练习 7.5.3 求 练习 7.1. 13 中 的 固定 端点 问题 的 极 值 曲线 域 ， 其 中 z(0) 一 0，z(r) 一 rr， 
积分 是 


J= ING sint + -$ i) de. 
练习 7.5.4 求 练习 7.1.14 中 的 固定 端点 问题 的 极 值 曲线 域 ， 其 中 z(0) 王 1，z )=4, 
积分 是 
J =f (22? + 27’ x) de. 


练习 7.5.5 求 练习 7.1. 15 中 的 固定 端点 问题 的 极 值 曲线 域 ， 其 中 zx(0) 二 0，z(x/2)=1， 
积分 是 


n/2 
| (a? — x” ) dt. 
0 


一 旦 得 到 某 一 问题 的 极 值 曲线 域 ， 我 们 就 可 以 比较 极 值 曲线 域 和 连结 端点 的 曲线 ， 更 准确 
地 ， 给 定 积分 TJ、 端点 条 件 x(t) 二 zx。 和 x(t) 二 zi 以 及 连结 这 两 个 端点 的 曲线 +， 在 任意 一 点 
(zt，X) 定 义 p 一 p(t，X) 一 一 经 过 (t，z) 点 的 唯一 一 条 极 值 曲线 的 导数 .因为 p 定义 为 极 值 曲 
线 的 导数 ， 所 以 称 它 为 域 的 斜率 函数 .为 比较 沿 曲线 J 的 值 ， 给 出 下 面 的 定义 . 


定义 7.5.6 给 定 与 J = | fsx dae FAK REH I, BE BH ppt, x), HR 
斯 特 拉 斯 E- 函数 为 
E(t,x,2,p) = f(t,r,z) — fltsx,p) = (x—p) Sleep). 


为 什么 如 此 定义 E- 函 数 ? 这 里 有 一 种 不 正规 的 解释 假设 固定 (:，x)， 并 将 f 视 为 变量 z 
的 函数 ，f 在 点 (:，x，p) 的 泰勒 展开 是 


f(t,x,X) = 一 flt,x,p) + (x— p) A — py Fatt, r, i), 
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其 中 点 (t，r, DEFO, r DAG r, PZ. ETRRUANRMAEMMRM, A 
E(t,x,x,p) = (x— p)’ TEED, 

如 果 我 们 知道 例如 三 的 2 阶 导向 对 于 p 总 是 正 的 ， 那 么 E- 函 数 也 总 是 正 的 ， 而 且 如 果 取 E- R 

数 的 积分 (在 任意 曲线 ?上 取 值 )， 那 么 有 自然 的 分 解 


。 : 2 9 ~ 
[Ez ,py d= | (sz) — fC,4,p)— Èp) 了 Gd 


= | re 由 一 | (Fe +p) Laip ) dt 
= Jlz]—K{z], 
其 中 K[z] 是 积分 
Kl] = (seat p Lap ae 
现在 ， 
G) 若 已 总 是 非 负 { 故 也 有 [Ede > 0 ). 
(2) 如 果 对 于 固定 端点 问题 的 极 值 曲线 zx，K[ 衬 =JLz]， 那 么 有 
AJ = J(@)~Jl2] = J[2]— K[2] = [Ed >0, 


且 x() 应 该 是 J 的 极 小 值 曲 线 ， 我 们 先 证 明 (2) 总 是 成 立 的 ， 事 实 上 ， 我 们 将 证 明 K 与 轨迹 无 
关 ， 即 任意 曲线 Z(t) 对 应 的 K[2] 相 同 ， 因 此 一 一 又 因 这 个 积分 是 由 希 尔 伯 特 发 现 的 一 kK 被 
称 为 希 尔 伯 特 不 变 积分 . 

51 7.5.7 积分 


. : af... 
K[z] = [yee 十 (六 一 有 “Ler, )ar 
ap 


与 连结 端点 ze 和 x, 的 曲线 (1) 无 关 . 

注 记 7.5.8 在 这 种 情况 下 p 一 之， 所 以 对 于 极 值 曲线 z，K[z]=J[x]. 

这 里 不 给 出 引 理 的 直接 证 明 ， 而 是 考虑 双 变 量 的 情形 ， 因 为 它 在 微分 几何 中 很 有 用 但 又 很 
少 被 提 及 .考虑 固定 端点 问题 ， 端 点 条 件 为 z(t) 二 zo yt = y X81) 二 zi y(n) 二 yi， 
积分 是 


JLzx,y] 一 上 FU, xrsy.x,dy) dt. 


假设 (rx，y) 王 (z(t)，y(?)) 是 这 个 问题 的 极 值 曲 线 ， 再 进一步 假设 极 值 曲线 域 存在 ， 且 两 个 变 
BHA BME 

P= Pip) 将 (之 , 习 ， 
相应 地 魏 尔 斯 特 拉 斯 E- 函 数 是 


EUDE Ys pispa) = fs ED, fF Jbp), 
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: a aoa 2 9 aa 
-G-p EEES A 
且 希 尔 伯 特 不 变 积分 为 
9 aoa 
KE = [S03 ps pe) +E pd Eip 
1 


2 9 ~ ~ 
十 Cy — pr) Lip »p2))dt 


= Í( f- p Lp Aati dzt dy 
这 里 用 到 zdz 二 d z#ly dt=d y 最 后 一 个 等 式 将 K 转化 为 线 积分 ， 而 线 积分 与 路 径 无 关 ( 在 单 连 
通 区 域 ) 当 且 仅 当 所 在 的 向 量 场 有 势 函 数 . 回忆 在 开 单 连通 区 域 OGR: 的 向 量 场 是 映射 F: O0— 
R, F(t, x, y=(AG, z, y), BA, xz, y), CQ, xz, y)), F¥HaM=C, x(a), yaw 


RRHH | F “da = [Adt + Bdz +Cdy , 其 中 da=(dt, dz, dy). WH 下 有 势 函 数 ， 如 果 


= (A,B,C) = grad¢ = C$, $a s$), 
其 中 grad 表示 梯度 ，$. 等 表示 它们 相对 于 下 标 变量 的 偏 导数 .。 显然 势 函 数 的 存在 条 件 是 
a4_aB aA_aC aB_ ac 


az at’ a5 w 33 IF 
特别 地 ， 如 果 Koz, yISRAKE, BA 


f af 
af — pi ap, 如 ap 3 af 
ax at ap, 
— Ëf PfP Ff Ip 
api9t ap? at ° apap, at’ 
af af 
a(f= p 5p 2) a af 
ay Ot Ip: 


Sanat w Ian aE 
BF _ of . 
9p19 5 Ipa È 
第 三 个 条 件 是 极 值 曲线 域 上 的 条 件 ， 而 且 我 们 默认 它 总 是 成 立 ， 这 样 的 极 值 曲线 域 被 称 为 
Mayer 域 ， 进 一 步 的 讨论 见 [Sag92]， 注意 在 单 变量 的 情形 下 ， 第 三 个 条 件 没有 什么 意义 以 
下 证 明 第 一 个 条 件 成 立 ， 第 二 个 条 件 类 似 ， 在 下 面 的 证 明 中 为 了 记号 的 简化 ， 我 们 用 “无 帽 " 符 
Sc Re. 这 不 意味 着 x 是 极 值 ， 只 是 说 我 们 仅 对 形式 偏 导数 而 不 是 特定 的 曲线 感 兴趣 . 
定理 7.5.9 K[z，3》] 与 路 径 无 关 . 
证 明 虽然 这 个 证 明 秽 长 ， 但 对 于 练习 链 式 法 则 还 是 很 有 益处 的 RCD MM, BES 
我 们 想得到 的 量 相等 ， 从 而 得 到 一 个 恒等式 .，(2) 式 的 证 明 类 似 . 
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f 
a(f p52 ps =) af (2 ef ap, af +202) 


ax Sir P” drap! api dr Ipp: ax 


Pf a’ f ap, of apr 
如 Ee api ay 十 Op Ap, + ay | 


令 其 等 于 


2f fp, Pf Ip 
apidt ape at Opidp, a9t 
化 简 ， 并 分 离 37/az， 得 到 
af _ Ff PfI of Ip 
ar atdp, | ap? at ` apap, at 
2 2 2 
of Ibe jy FLIP A 4 vf ap 


2 2 2 
TL +p, 2S + p, TL OP 


+h 9x9p! Iya pı ax 


3p? ax 


+p 


9pi19p: ax ape 3y Ipidp, ay 
_ af of vf , Pf (Ip apy 9p1 
Sap, |? dxap, | P? Dyas, +55 a th az Pe ay 
of /9ps 2b: Ip: 
TEA, at tp 3x tp: ay ). 


因为 沿 极 值 曲线 ，pi = 二 和 ps 二 yy， 所 以 微分 可 得 o, 和 ps 满足 的 等 式 ， 即 


» _ ap, apy api , _ ap, ap: ap: 
bi = g TA Gr Pay PS Gr CP drt pd 


代入 得 到 

af af of a f vf, Pf , 

ar Ata py, Tp 9xap + be dyd py + op Pı METETA Ps. 
注意 这 是 关于 f 的 偏 导数 和 与 极 值 曲线 域 相关 的 斜率 函数 的 分 量 的 表达 式 ， 还 可 以 利用 极 值 曲 
线 得 到 pi Mp. 满足 的 另 一 个 关系 式 .， 因为 沿 极 值 曲线 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 成 立 ， 所 以 (用 p 


替换 记号 +) 利用 链 式 法 则 ， 得 


a(9f\_ PF a? ff af Pf, vf , _ of 

a (55, )= ata p, tp dxd p, +p 3yəð pı 十 5 Ai + Fp ab, P: = ax 
因为 这 和 上 面 的 式 子 一 致 ， 所 以 我 们 得 到 了 所 要 的 等 式 ， 因 此 回 到 我 们 的 主题 ， 所 有 式 子 都 成 
立 。 所 以 我 们 证 明了 (1)( 因 为 (2) 类 似 可 证 )， 从 而 K 与 路 径 无 关 . a 


FETE 7.5. 10( 魏 尔 斯 特 拉 斯 条 件 ) ”如 果 轨 迹 (x，y) 二 (x(t)，y(1)) 属 于 积分 为 J 的 固定 
端点 问题 的 极 值 曲 线 域 ， 且 
Ets x59 +2.95Pirpr) 之 0， 
Miz, ye J RAR DM. 
证 明 虽然 前 面 已 经 说 明 这 一 证 明 比 较 简 单 ， 但 为 了 方便 和 完整 ， 重 新 做 一 遍 ， 设 2 表示 任 
意 连结 端点 的 曲线 ， 因 为 包含 之 一 户 和 3 一 ps 的 项 为 零 ， 所 以 对 于 极 值 曲线 (+，y)，K[Cx，y)]= 
Jit, y]. BAK 不 变 ， 所 以 
AJ= JL, D] JE, y] 


36 


254 第 7 章 


= Jia, 1]—K[(,y)] 
= Ji(z,y)]— KL, 9) ]. 
MAA ESO, MA 


AJ = [EG zy zdys pis pa) dt > 0. 


Ash. JELG, DIST is. yw]. | 
练习 7.5.11 对 于 单 变量 zx 的 情形 ， 证 明 天 [zj 与 路 径 无 关 .， 然后 证 明 若 z 属于 极 值 曲线 
Bh, HEG, x, 2, po, W r ÆJ KRIME. 
7.5.12 考虑 0S0, r2) =2 以 及 积分 是 


pa (Fë +ri+r+ė)d 
HEHE. z0=7/2 是 一 条 极 值 蝎 线 ， 极 值 曲线 域 可 定义 为 uO 一 与 十 d， 以 下 计算 


魏 尔 斯 特 拉 斯 E- 函数 . 
Eade p=oig+ritrte Lp zp—z—p—(i—p(p+r+1) 


2 
= Ti Sp apt 
= 5 #4 Sp — ap 

= Sli —2 apt p] 

= Tap? 

> 0. 


[366] Alb, r) =r/2 是 本 的 极 小 值 曲 线 . 
例 7. 5. 13( 最 速 下 降 问 题 ) 假设 最 速 下 降 问 题 有 极 值 曲线 域 ， 于 是 已 - 函数 形 如 
paVitu” VIF P u — p) p 


Vu Vu Vu +p) 
_Vitu? JTF pC tp) — pu’ tp 
Juli + p’) 
{Itu VITP —1— pu’ 
Vull + po) 
_— 10,4) [1d,pl— A.u). A, p) 
vull +g) 


其 中 1 表示 长 度 ，“， 表示 点 积 . 故 由 施 瓦 茨 不 等 式 ， 得 
E= l(1,u’)| Ia, pI C1,u’) . (1,p) > 0. 
Vull +p’) 
因此 摆 线 是 最 速 下 降 问 题 的 极 小 值 曲 线 ， 比较 LHK95] 尤 其 是 LLaw96]. 
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练习 7.5.14 我 们 已 经 知道 直线 是 弧 长 积分 
J = VEDE} Ode 


的 极 值 曲线 ， 显 然 由 直线 简单 的 上 下 平移 就 得 到 极 值 曲线 域 ， 计 算 双 变量 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 E- 
冰 数 ， 并 证 明 直 线 的 确 给 出 平面 上 两 点 间 的 最 短 上 距离。 提示 : 模仿 最 速 下 降 的 例子 . 

练习 7.5.15 证 明 对 于 有 最 小 面积 的 旋转 曲面 的 极 值 曲线 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 E- 函 数 总 是 非 
RA MAY 7.3.7 和 练习 7. 3. 8)， 悬 链 面 不 总 是 最 小 面积 的 原因 就 是 过 了 某 个 特定 点 ， 它 不 
再 属于 极 值 曲 线 域 . 

练习 7.5.16 计算 练习 7.1. 13 中 的 固定 端点 问题 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 下 -函数 ， 其 中 <(0) 一 
0, rm) =r, HEDE 


J = f (zx sint ++ 2? )az. 
证 明 这 个 极 值 曲线 是 极 小 值 曲线 . 


练习 7.5.17 计算 练习 7. 1. 14 中 的 固定 端点 问题 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 EE- 函数 ， 其 中 z(0) = 
1，z(1)= 一 4， 且 积分 是 


1 
J = | Gxt + sade, 
0 


证 明 这 个 极 值 曲线 是 极 小 值 曲线 . 
练习 7.5.18 计算 练习 7.1.15 中 的 固定 端点 问题 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 EF- 函数 ， 其 中 x(0) = 
0，Zz(r/2) 王 1， 且 积分 是 


n/2 
[Oa dt 
0 


证 明 这 个 极 值 曲线 是 极 小 值 曲线 . 
练习 7.5.19 ”计算 固定 端点 问题 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 E- 函数 ， 其 中 x(0) 二 1，xz(1) 二 1， 且 积分 是 


[eid 
0 


证 明 这 个 极 值 曲线 是 极 小 值 曲线 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 E- 函数 是 验证 极 小 值 曲线 的 有 力 工具 ， 不 过 ， 它 也 不 是 万 能 的 .例如 ， 通 
常 证 明 的 EE 宇 0， 仅 当 在 某 些 特 殊 的 代数 结构 下 成 立 ， 特 别 地 我 们 证 明 对 任意 变量 p H EDO, 
而 不 是 利 用 斜率 函数 的 特殊 性 质 ， 这 很 简单 ， 因 为 关于 p 的 性 质 用 处 不 大 ， 因 此 ， 对 于 简单 问 
题 要 证 明 E 函数 非 负 性 并 不 难 ， 对 于 比较 复杂 的 问题 这 个 代数 复杂 度 就 呈 指 数 上 升 ， 其 次 ， 
极 值 曲线 域 的 存在 性 没有 保证 .实际 上 ， 雅 可 比 微分 方程 类 似 于 第 5 章 的 共 轰 点 ， 它 可 以 确定 
极 值 曲线 是 否 属于 极 值 曲 线 域 .特别 地 对 于 测 地 线 ， 这 也 解释 了 为 什么 通过 测 地 线 的 共 斩 点 就 
意味 着 测 地 线 不 是 最 短 的 ， 一 般 的 雅 可 比 条 件 非常 复杂 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 [Pin93]， 也 
可 以 看 [Bli46，Ewi85，Sag92].， 在 下 面 例子 中 对 测 地 线 问题 作 粗 略 的 介绍 ， 详 见 [Hsi81]. 

练习 7. 5. 20( 复 习 雅 可 比方 程 ) 假设 v- 参 数 曲 线 a(v) 二 x(0，wv) 是 连结 两 个 固定 端点 的 最 
短 距 离 的 测 地 线 ， 且 u- 参 数 曲 线 x Cu，wo ) 是 正 交 于 a 的 测 地 线 ， 实 际 上 ， 可 以 证 明 在 a 的 邻 
近 区 域内 总 是 存在 这 样 的 坐标 补 片 ， 这 时 参数 x，w 称 为 费 米 坐标 ， 取 是 wx 的 弧 长 参数 ， 则 
度量 系数 E=-1, F=0, G>0 H 

GO,» =1 和 GO, 一 0. 
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全 x(0，v) 的 参数 是 弧 长 参数 的 ， 所 以 GO, 二 x;，x, 二 a *a = 

. 第 二 个 等 式 是 从 定理 5. 4. 12 中 的 测 地 曲率 公式 推导 出 来 的 ， 因 为 a EWER, a 和 x 的 夹 角 
LR RM Eo 1 为 常数 ， 所 以 ky 一 0，。 因 此 ，G,(0，v) 二 0， 上 面 的 等 式 是 说 在 一 阶 导数 的 意 
义 下 ， 沿 曲线 a 的 度量 类 似 于 欧 几 里 得 度量 . 若 我 们 在 平面 上 ， 就 可 以 取 下 面 的 二 阶 变 分 . 

练习 7.5.21 利用 等 式 G(0，v)==1 和 G,(0，v)==0 证 明 曲 面 沿 曲线 a 一 x(0，w) 的 高 斯 曲 
%K=—G,,(0, v)/2. 提示 : 利用 定理 3. 4. 1. 

考虑 a 的 形 如 x (env), vd KAR, 其 中 e 很 小 ， 且 yla)=0, 9(b)=0(ala), a(5b) 是 a 上 
的 固定 端点 );， 于 是 弧 长 积分 为 


Je) =f Ven”? + Glen(v) o) dv. 


因为 假设 a RPE, HAX s 的 导数 为 
0 = W -f 2en ?二 Gun _ dul. 
de | =o a 2e g” + Glen (v) ,v) e=0 
又 因为 “给 出 了 弧 长 的 最 小 值 ， 所 以 弧 长 函数 的 二 阶 导数 (在 s=0) 必 然 非 负 ， 因 此 
‘a | [27 + Gur’ ver” tG [ey ” + Gun JC2en “十 GO/2Ve 3 +E, 
de? a eg? + 
_ f 229" + Gun Jle’? +G] — [2e +G, 1 a 
a 2(e’ n "24 Gy’? 


求 s=0 KA, 44 
dJ 
de? 


=f 2L27 + Gu (010 JGO, v) TOVE yy 
2G (0,v) 


= | 29” +6.,(0,0) dv, 


这 是 因为 G(0， v=1HG.00, v=0. WR o 是 连结 端点 的 最 短 距离 的 测 地 线 ， 那 么 作为 函 
数 Je) 的 最 小 值 ， 上 述 积分 ( 即 本 的 二 阶 导 数 ) 对 于 所 有 满足 pa) =0= 70) k 7 必然 非 负 ， 而 
J 的 二 阶 导 数 的 被 积 函数 是 A("，7，7 ) ， 所 以 使 得 积分 取得 最 小 值 的 了 满足 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方 
程 。 这 样 我 们 就 得 到 了 雅 可 比 二 阶 变 分 问题 ， 即 我 们 必须 计算 J 的 二 阶 导数 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 
方程 ， 


2G. (0,o)9 一 所 (47) 一 0 


一 0 
7 + K(O0,v) y= 0. 
这 是 因为 由 上 面 的 练习 7. 5. 21 知 Gul, v) 一 2K. 显然 这 就 是 第 6 章 的 雅 可 比方 程 ， 以 下 是 
雅 可 比方 程 的 解 和 最 短 长 度 的 测 地 线 的 联系 .回忆 车 7 是 雅 可 比方 程 的 解 ， 且 满足 7(a) 一 0， 
7c) 一 0， 则 称 点 Ela, DRFA a( 假 设 c 是 区 间 [a，6b] 的 第 一 个 具有 此 性 质 的 点 ). 我 们 
将 要 证 明 存 在 共 轿 点 意味 着 存在 5 使 得 本 的 二 阶 导数 为 负 ， 即 
ay 


‘de? e=0 <0. 
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由 上 述 讨论 可 知 ， 这 意味 着 a 不 可 能 是 绝 长 函数 的 最 小 值 ， 换 言 之 ,在 第 一 个 共 轿 点 出 现 之 
前 ， 测 地 线 是 最 短 弧 长 . (从 专业 角度 ， 实 际 上 我 们 只 是 说 对 所 有 充分 接近 测 地 线 的 曲线 ， 在 
第 一 个 共 思 点 出 现 之 前 ， 测 地 线 是 最 短 距 离 的 . ) 

为 证 明 满足 yc) =0 的 雅 可 比方 程 的 解 7 使 得 J 的 二 阶 导数 为 负 ， 我 们 必须 借用 变 分 法 中 
的 工具 一 一 魏 尔 斯 特 拉 斯 -Erdmann 拐点 条 件 ( 见 [Pin93] 或 LSag92] 中 )， 这 个 条 件 是 说 ， 沿 分 


段 光滑 的 积分 了 = [Fez eae 的 极 值 曲线 z(t)( 即 这 个 极 值 曲线 除 有 限 多 个 拐点 外 光滑 ) 的 偏 


导数 9f/9z 在 拐点 醋 处 必须 是 连续 的 ， 即 在 拐点 本 两 边 同时 取 极 限 ， 极 限 值 相同 ， 现 在 设 了 是 
雅 可 比方 程 7 十 Ky 二 0 的 非 零 解 ， 其 中 (co) 二 0， 且 对 任意 pe (a, c), 7(pP) 关 0， 定义 
a MF p € [a,c] 
é(p) = 
对 于 变 分 &( 同 时 利用 KK 二 一 G /2)， 二 阶 导数 为 


(= 2? Ke do 


de’ 


= ?| "2? du — 2| Ke! du 


= ?| ， “do—2| Ky dv. 
这 是 因为 在 La，c] 上 ，é=n; HR $==0， 对 第 一 项 分 部 积分 ， 得 
ofl = = 2m' |. — 2] mdv 2f Ky do 
=~ 2f yif + Kqldv 


= 0, 

这 是 因为 在 点 a Alc 处 是 零 ， 且 wy 满足 雅 可 比方 程 .所 以 & 的 二 阶 导 数 为 零 ， 那 么 8 会 不 会 
是 这 个 二 阶 导 数 的 极 小 值 曲线 昵 ? 若是 ， 则 满足 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 爱 尔 德 曼 损 点 条 件 ， 在 拐点 < 
的 一 侧 ，J 的 二 阶 导数 的 被 积 函 数 7 “? — Ky? 的 了 导数 是 27 ， 而 另 一 侧 ( 在 &=0 处 )， 7 的 导数 
为 零 ， 因 此 ，7 (c) 一 0， 又 ?是 二 阶 线性 微分 方程 ( 雅 可 比方 程 ) 的 解 ， 且 wy(c) 一 0， 由 给 定 初 
值 的 微分 方程 的 解 的 唯一 性 ， 必 然 有 9 一 0。 这 和 7 的 假设 相 矛 盾 . 因此 7 不 满足 魏 尔 斯 特 拉 
斯 - 爱 尔 德 曼 拐 点 条 件 ， 即 不 是 二 阶 导 数 的 极 小 值 曲线 .因为 了 是 这 个 二 阶 导 数 的 零点 ， 所 以 
必然 存在 分 段 光滑 的 函数 9， 使 得 二 阶 导 数 为 负 ， 即 


a „<o. 


实际 上 ， 这 一 函数 的 任意 拐点 都 可 以 去 掉 ， 从 而 得 到 一 个 光滑 的 函数 地 了 的 存在 性 说 明 ， 原 
始 的 测 地 线 不 能 给 出 任意 过 点 的 两 点 之 间 的 最 短 弧 长 .这 个 例子 说 明了 雅 可 比方 程 在 判定 极 
值 曲线 为 极 小 值 时 的 重要 作用 . 同样， 由 坐标 补 片 x(u，w) 的 定义 也 可 以 看 出 雅 可 比方 程 和 极 
值 曲线 域 的 存在 性 密切 相关 . 

除了 -函数 、 共 轿 点 以 及 极 值 曲线 域 的 问题 之 外 ， 还 有 一 个 我 们 一 直 都 避 而 不 谈 的 问题 . 


258 第 7 章 


虽然 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 给 出 了 极 值 曲线 的 必要 条 件 , 但 是 对 于 给 定 的 变 分 问题 ， 可 能 无 解 . 
例如 ， 考 虑 去 掉 原点 的 平面 上 连结 (1，0) 和 (一 1，0) 的 最 短 距 离 的 曲线 ， 因 为 连结 端点 的 极 值 
曲线 是 直线 且 经 过 原点 ， 所 以 无 解 。 在 变 分 法 中 ， 必 须 具体 分 析 每 个 问题 解 的 存在 性 ， 这 就 引 
出 什么 类 型 的 函数 可 能 是 解 的 问题 ， 通 常 就 像 上 面 例 7.5. 20 中 的 那样 ， 变 分 问题 可 容许 的 函 
数 是 分 段 光滑 函数 ， 即 连续 函数 ， 导 数 存 在 且 除 有 限 个 拐点 外 处 处 连续 ， 下 面 的 练习 描述 了 这 
类 问题 的 微妙 之 处 . 

练习 7.5.22 对 于 满足 x(0)= 二 1，x(1) 二 0， 积 分 是 

Jlx] =f (2" trits)de 

的 固定 端点 问题 . 

(1) 证 明 唯 一 的 极 值 曲线 是 x(t) 二 0， 所 以 不 存在 极 小 值 曲 线 . 


(2) 证 明 J[x] 守 0， 提 示 ; 证 明 Jlr] 一 | zta 并 利用 x dt 二 dx. 
(3) 证 明 JLxj 趋 于 0， Bm: 考虑 由 


定义 的 分 段 线 性 函数 并 计算 Jir]. 

有 很 多 分 析 极 值 曲 线 是 否 为 极 小 值 曲线 的 方法 ， 详 见 [Bli46，Sag92，Ewi85]， 特 别 地 ， 
这 里 有 一 种 较为 常用 的 称 为 第 二 变 分 的 方法 ,但 是 我 们 没有 讨论 ， 只 是 以 例 7. 5. 20 作为 示范 . 
LdC76j 很 好 地 讨论 了 如 何 把 第 二 变 分 法 应 用 于 测 地 线 ， 而 [Opr00] 用 第 二 变 分 法 探讨 了 极 小 曲 
面 是 否 有 最 小 面积 问题 . 


7.6 带 约束 条 件 的 问题 


7.6.1 积分 约束 条 件 

通常 的 变 分 问题 需要 满足 特定 的 边界 条 件 . 例如 ， 在 第 4 章 中 所 看 到 的 空间 中 国 出 固定 体 
积 的 紧 曲 面 的 最 小 面积 问题 ， 回 忆 这 个 最 小 曲面 是 球面 (这 一 条 件 约 束 下 的 变 分 问题 ， 我 们 将 
其 设计 成 描述 聚 酯 薄膜 气球 的 形状 ， 见 [Pau94])， 实 际 上 ， 这 类 问题 以 前 都 是 下 面 这 种 2 维 情 
形 : 给 定 一 个 固定 长 度 的 闭 曲线 ， 它 是 什么 形状 时 围 成 的 面积 最 大 ? 因此 ， 此 类 变 分 问题 有 时 
被 称 为 等 周 问 题 ( 即 相同 的 周 长 )、 本 节 我 们 将 对 以 前 的 工作 作 必 要 的 修改 从 而 解决 这 一 约束 下 
的 变 分 问题 。 问 题 的 标准 形式 ， 求 曲线 使 得 积分 

J = |" fasz ide 
的 值 最 小 ， 而 县 满足 端点 条 件 Cto) = To, a(t =x, 且 
I= | grrsi)de =c, 


其 中 ec 是 常数 . 
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现在 我 们 要 推导 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 另 一 种 形式 ， 它 是 约束 问题 的 解 必 须 满足 的 必要 条 
件 ， 正 如 前 面 所 述 ， 假 设 z= 二 x(1) 是 问题 的 解 ， 取 变 分 二 xz 十 eCan 十 把 )， 其 中 yl) =0= 
7(t1)，é&(to) 二 0 二 (41)， 我 们 取 两 个 “扰动 "pn 和 &， 因 为 若 只 取 一 个 ， 当 保持 1 不 变 时 ， 就 无 
法 变化 J， 取 ww 和 &， 当 J 变化 时 ， 可 以 用 一 个 扰动 抵消 另 一 个 扰动 在 1 上 的 作用 .由 通常 的 
欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 知 


o= 2. hato- 


无 论 如 何 要 修订 以 前 的 讨论 ， 这 是 因为 ay 十 6b& 不 是 任意 的 .因为 1 二 c， 所 以 a 和 6 要 满足 某 
些 约束 条 件 ， 对 工 做 相同 的 讨论 ， 得 到 


dl _ ft ag d (9g 
o=% = |) can +08) (8 — 2 (58) Jae, | 
其 中 因为 I= BRR. MASRAF. 因为 zx 不 是 工 的 极 值 曲 线 ， 所 以 关于 g 的 欧 拉 - 拉 格 朗 


日 方程 不 成 立 ， 但 是 我 们 有 


f" canto (Z-A (25) ar = 0 =f" Can + 06) (2 — (24) Jae 


e=0 


ax ax 
从 而 
Je 人) 
EE) fg 4 (22) ar 
重新 整理 ， 得 到 


fjae -G 


faae fE- EGE) 


EAE EKRA, MAAE 7RR. PS ARE T A ACR BE RF) 
时 成 立 ， 化 简 表 达 式 


得 到 方程 


| (ES a (A 
现在 可 以 继续 通常 的 讨论 了 ， 因 为 y 是 任意 的 ， 所 以 仅 当 括号 内 的 项 等 于 零 时 ， 上 面 的 等 式 才 
成 立 ， 因 此 我 们 得 到 约束 问题 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 必要 条 件 ， 

定理 7.6.1 若 x 二 x(1) 是 标准 约束 问题 的 解 ， 则 


))d = 0. 


o 


” 夹 角 固定 在 点 (a，y,) 和 (56，y)， 杆 平衡 时 的 形状 由 它 
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a¢f— dg) _ d (IF) o 
ax dt az , 


Gi 7.6.2 正如 我 们 在 7.4 节 中 所 看 到 的 那样 ， 平 面 曲 线 的 弯曲 能 量 定 义 为 沿 曲线 的 曲率 
平方 的 积分 feas. 回忆 在 第 1 章 中 , 平面 曲线 的 曲率 由 6 = dg/ds 确定 ， 其 中 9(s) 是 单位 


切线 TOS zx 轴 的 夹 角 . 我 们 将 会 看 到 ， 在 讨论 哈密 顿 原理 时 假设 一 条 线 总 是 试图 保持 具有 
最 小 弯曲 能 量 的 形状 是 合理 的 . (对 于 这 一 思想 在 生物 学 上 的 应 用 见 [Can70]，[DH76a] 和 
[LDH76bj). 因此 自然 可 以 提出 下 面 的 问题 : 若 一 条 线 的 切 向 量 总 的 变化 固定 ， 且 端点 的 变化 
为 零 ， 那 么 线 会 取 什 么 形状 ? 作为 约束 变 分 问题 ， 可 表述 为 : 求 积 分 

J= ds 


的 极 小 值 曲线 ， 其 中 6(0) 一 0，b(GD) 一 0, A I= [ods = 2. 第 一 个 积分 中 的 因子 1/2 只 是 为 了 


计算 上 的 简洁 ， 求 弯曲 能 量 的 极 小 值 显然 等 价 于 求 它 的 一 半 的 极 小 值 。 类 似 地 ， 第 二 个 积分 的 
值 取 1/6， 也 只 是 为 了 避免 后 面 出 现 分 数 ， 即 对 于 这 个 约束 条 件 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 是 一 4 一 


ai 一 0， 解 为 
s 


0s) = 4 +s). 
应 用 约束 条 件 ， 得 
/ss 
,( 十 )= 12° 
因此 , A=2 A OD=—s’ WEH, h= tts +d 是 一 个 极 值 曲线 域 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 已 - 函 
HE E=1/2(6 — p) 20. 因此 9 是 满足 约束 条 件 的 弯曲 能 量 的 真正 极 小 值 曲线 . 前 面 我 们 在 练 
习 1, 5. 14 中 已 经 计算 过 曲线 9 的 参数 方程 .回忆 曲率 为 x 二 d9/ds 的 平面 曲线 BCs) 的 参数 方程 是 
as) = (| coso du, f’ sin(oCu) du). 

HAR 0(s) 二 一 # 十;:， 就 得 到 了 欧 拉 螺 线 (如 图 7-3 Bra). 0.8 

注 记 7.6.3 读者 可 比较 前 例 和 典型 的 有 固定 长 度 0.6 
L 的 弹性 杆 问 题 ( 见 [Sag92])， 假 设 杆 分 别 以 6, 和 的 04 


的 最 小 势能 决定 ， 而 最 小 势能 正比 于 Cs)ds .这 个 间 02 
题 的 约 东 条 件 由 固定 的 角度 决定 ， 投 影 到 r yi 得 os 
| ,coseas 一 5 一 a ,| singds = y, 一 y。， 因 此 ， 利 用 两 个 
HOS DRE. REY 


一 一 一 


0.5 0 0.5 1 L5 
图 7-3 欧 拉 螺 线 (Cornu MAE) 


L gg? l 
J -f (2) — à cos — àz sinĝds 


的 极 值 曲 线 ， 得 到 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 
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. d /, dé) _ 
Ai sinf — Az, cos «(2 )=0. 


ds 
练习 7.6.4 求 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 对 * HAD, 1 
ody tk +e, 


解释 为 什么 弹性 杆 的 所 有 变形 点 位 于 一 条 直线 上 . 


如 果 旋转 由 练习 7. 6. 4 确定 的 直线 一 涩 y 十 党 x 十 C=0， 使 其 成 为 新 的 y 轴 ， 那么 弹性 杆 


形状 的 方程 为 
dz +b. 


-| Xx/2+a 
V1l— (x /2+a)’ 
练习 7.6.5 REG 


J =f (4è +22)a 
的 极 小 信 曲 线 , 其 中 端点 条 件 是 =(0) = 0,z(1) 一 1, 约 东 条 件 是 1 == | zdt = Ka 
练习 7.6.6 求 积分 
hi) 
的 极 小 值 曲线 ,其 中 端点 条 件 是 z(0) = 0,z(1) = LARRE I= f'ade = 1, 


练习 7.6.7 用 本 节 的 符号 证 明 (假设 拉 格 朗 日 乘 子 4 非 零 ) 使 得 I 为 常数 、J 极 小 的 曲线 
Z( 纪 同时 也 是 使 得 J 为 常数 、I 极 小 的 曲线 

练习 7.6.8 由 练习 1.1.22 知 长 度 固 定 的 自由 悬挂 链 的 形状 为 悬 链 线 y= ccos(zx/c 十 qd). 
证 明 不 仅 由 练习 1. 1. 22 中 的 力 的 图 示 可 以 得 到 这 个 结论 ， 而 且 考 虑 能 量 也 能 得 到 相同 的 结果 . 


即 悬 链 线 的 势能 正比 于 | >VITy az, 且 悬 链 线 的 平衡 位 置 为 势能 最 低 点 . 链 的 长 度 工 一 
[svT Ey dr 是 一 个 约束 条 件 .因此 , 当 积分 
J= | TT ATTY "dz 
取得 极 值 时 ，y 达到 平衡 位 置 ， 这 个 积分 的 极 值 曲线 就 是 悬 链 线 。 提示， 被 积 函数 与 x 无 关 . 
例 7. 6. 9( 等 周 问题 ) 求 长 度 为 工 一 [VEF d 且 围 出 的 面积 最 大 的 闭合 曲线 . 由 格林 定 
理 ,面积 可 表示 为 线 积 分 | (1/2)( 一 ye +5 de, 因此 ,此 变 分 问题 就 变 为 , 求 积分 


J = fad yz +23) — AVE + y dt 
的 极 大 值 曲线 ， 双 变量 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 为 


2-4-3- )- £_d(3— Ay )-。 
2 d\ 2 Sey ye 2 de\2 gery) 


也 可 以 写 为 
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a ( Ax 0, g(t+ Ay )= 
d\ fa? +53 de Vii + 9 
FRA 
Ax ay 一 
y+ =C 和 一 这 十 —D 
Tere EFF 


通过 简单 的 代数 运算 ， 得 
(x—D)?+(y—C)? = 2°, 

REA DED, OFBAr=2, HA. HFA, L=2rr, Rr=a=L/2n BR A=L?/(4n). 
由 等 周 不 等 式 定理 1.6.1 知 ， 此 圆 就 是 长 为 工 且 围 出 的 面积 最 大 的 图 形 ， 这 里 我 们 再 一 次 地 看 
到 变 分 法 在 微分 几何 中 的 重要 作用 . 

练习 7.6. 10 证 明 对 于 该 问题 双 变量 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 已 -函数 总 是 非 正 的 ， 因 此 假设 它 可 
以 嵌 和 人 到 极 值 曲线 域 ， 那 么 这 个 圆 就 是 使 得 J 取 最 大 值 的 曲线 ， 进 而 这 个 圆 就 是 有 固定 长 度 且 
围 出 最 大 面积 的 曲线 . 

练习 7.6.11 用 变 分 法 证 明 圆 是 围 出 固定 面积 的 长 度 最 短 的 曲线 ， 然 后 再 用 下 面 的 论点 
证 明 同样 的 结论 ， 令 a 是 围 出 固定 面积 A AKL 的 闭 曲 线 . 因为 圆 是 固定 长 度 的 围 出 面积 
最 大 的 曲线 ， 必 然 有 A<L:/(4x)， 通 过 简单 的 代数 运算 可 知 面积 为 A 的 圆 的 周 长 小 于 工 ， 所 
以 ， 对 于 给 定 的 面积 4， 圆 的 弧 长 最 小 . 

练习 7.6.12 圆 是 等 周 问题 的 解 ， 且 有 固定 曲率 的 平面 曲线 是 圆 ( 见 定理 1. 3.21)， 现 在 
假设 要 解决 曲面 M 上 等 周 问题 . 即 求 一 个 有 固定 长 度 的 闭 曲 线 C， 它 在 曲面 M 上 图 出 的 面积 最 
大 .证 明 这 样 的 曲线 一 定 有 常 测 地 曲率 ， 提 示 : 利用 练习 4.4. 2 和 练习 5. 1.4 证 明 ， 对 于 固定 弧 
长 求 最 大 曲面 面积 的 约束 问题 ， 对 于 任意 (适当 的 ) 向 量 场 V， 有 | (1 一 ws) (UX 了 T) -Vds = 0. h 
通常 的 讨论 知 , w 二 1/X. 
7.6.2 完整 性 约束 条 件 

上 面 的 积分 约束 并 非 变 分 问题 中 出 现 的 唯一 约束 类 型 ， 我 们 还 将 考虑 一 类 几何 和 力学 上 的 
约束 问题 ， 称 之 为 完整 性 约束 ， 思 考 下 面 的 情形 ,一 个 弹 球 放 在 一 个 光滑 的 半圆 形 的 碗 里 ， 给 
它 一 个 水 平 的 推力 ， 那 么 球 在 硫 里 的 运动 轨迹 是 什么 ?这 里 存在 两 个 力 ， 一 个 是 重力 ， 另 一 个 
是 使 球 约束 在 碗 里 的 力 ， 由 达 朗 贝尔 原理 知 这 个 约束 力 在 碗 的 法 向 量 方向 ， 所 以 对 球 不 做 功 . 
对 完整 性 约束 和 达 朗 贝尔 原理 的 讨论 见 [Arn78]， 为 求 小 球 的 运动 方程 ， 考 虑 小 球 的 地 心 引力 
势能 为 V(x，y，z) 一 mgz， 把 小 球 约 东 在 曲面 上 的 动能 T= (1/2)m( 42 +52 +22), MATE 
说 ， 因 为 半径 为 R 的 球 的 参数 方程 为 


x(u,v) = (R cosu cosv,R sinu cosv,R sino), 


所 以 , VAT 的 限定 条 件 是 
V = mgR sinv, T= FmR? (cos* vi +). 


AEREA. WR, ERHET, >, 2, RAAF OOH. IRE 3 维 空间 中 的 轨迹 
Kealt)=(2@), yO), 200), BRAM OSG, 9, 2). DETUR T=0/2 la]. E 
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如 我 们 前 面 多 次 所 见 ， 由 链 式 法 则 «=x u Hx vz. 又 下 二 0， 故 而 动能 是 
la’ V= x ex, u +x, Xv 
lo’ P= Eú? +Gù? 
T= Sm (Ei? it). 


显然 对 于 RAR, E=cos’v, G=1, MUSH Lm T 的 表达 式 . 以 上 所 做 体现 了 完整 性 约 
RANA. 实际 上 ， 我 们 说 约束 是 完整 性 的 ， 就 是 将 约束 曲面 的 参数 形式 带 人 到 通常 的 力学 量 
中 所 产生 的 约束 条 件 ， 例 如 动能 和 势能 . 由 上 面 的 讨论 知 ， 球 在 半圆 碗 中 的 作用 积分 是 


t= | (Gon? Costa? +d) — mgRsinv) de. 
这 个 双 变 量 问 题 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 是 


mR’ cos’ vu= c 
— mgRcosv — mR’ sinvcosv ú? — mR? v= 0, 


2 = 二 Av + Š cosu + sinvcosv ai” = 0; 
SH Ah FR 111 FB) TARKAS u TR. 当 后 面 使 用 Maple 的 时 候 ( 见 7. 10. 449), 不必 这 么 做 . 
这 就 是 小 球 的 运动 方程 . 对 应 于 这 些 方 程 的 轨迹 如 图 7-4 所 示 ( 用 Maple BiH g=—m=R=1 


的 情形 ). 


图 7-4 “半球 碗 中 的 小 球 


练习 7.6.13 求 出 小 球 在 抛物 形 碗 中 的 运动 方程 W x(u， v)=Cucosv, usinv, u2) EH 
抛物 面 的 参数 方程 . 

考虑 曲面 M: x(u，v) 上 的 势能 V=0 的 粒子 ， 就 可 以 看 出 几何 的 观点 在 物理 上 的 作用 . 
在 物理 上 我 们 称 粒子 在 曲面 上 作 惯 性 运动 一 一 即 仅 受 约束 力 的 作用 . 由 达 朗 贝尔 原理 ,这 些 力 
是 曲面 的 法 向 力 ， 所 以 粒子 的 加 速度 同样 在 法 向 量 方 向 ， 几 何 上 我 们 知道 这 种 粒子 的 轨迹 是 测 
WA. KRE, 我 们 有 以 下 定理 (为 简单 起 见 ， 取 正 交 坐标 补 片 ). 

定理 7.6.14 若 势 能 为 替 ， 根据 哈密 顿 原理 ,- 受 约束 粒子 沿 测 地 线 运动 . 

证 明 粒子 的 动能 为 
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T= +m la’ [2 = Fm(E +G), 
其 中 作用 积分 J = [Tar. 这 一 作用 积分 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 为 
Tetep- Sepa) 一 0 和 Taty iGo =0. 


关于 上 的 导数 是 


dEi 一 (E,i+E, 3) u+Eu, 


4G) = (Gú +G ó) o+Gi. 


重新 整理 并 化 简 ， 得 到 


o- eit +O b+ Èi =. 
由 哈密 顿 原理 知 ， 这 就 是 粒子 的 运动 方程 .再 根据 第 5 章 的 知识 ， 这 恰好 是 测 地 线 方程 ， 者 


练习 7.6.15 不 考虑 重力 ， 动 能 为 人 的 粒子 无 摩 氛 地 在 圆柱 x(x，vm) 一 (cosu，sino，z) 

内 部 滚动 ， 利 用 求 约束 在 圆柱 上 的 作用 积分 
[trac 

的 极 值 曲线 求 小 球 运动 方程 ， 初 始 条 件 如 下 ， 

a)u(0)=1, u(0)=0, v(0)=0 Ald (0) = 1. 

b)u(O)=1, 4(0)=1, v(0)=0 Mv (0) = 1, 

c)u(0)=1, (0)=1, v(0)=0 Av (0) =0. 
并 用 Maple 绘制 图 像 ， 显 示 粒 子 在 圆柱 中 的 轨迹 ， 因 为 势能 为 零 ， 所 以 轨迹 是 圆柱 的 测 地 线 . 

练习 7.6.16 假设 约束 曲面 是 旋转 曲面 x(u,， wv) 二 (h(u)cosv, h(u)sinv, g(u))， 取 (如 
上 ) 作 用 积分 J = [Tee 的 w- 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ， 得 到 三 也 一 5 为 常数 ， 同 样 取 第 一 个 积分 ( 见 


练习 7. 1. 10)， 证 明 极 值 曲线 c 有 常 速度 ， 然 后 利用 类 似 于 命题 5. 2. 16 的 方法 推导 克 莱 罗 关系 
式 h(u)sing=c. 


练习 7.6.17 ERRA J = | Td 的 双 变 量 殊 尔 斯 特 拉 斯 -函数 总 是 非 负 的 ， 因 此 测 地 线 


是 否 是 作用 积分 取 到 极 小 值 的 曲线 就 转化 为 极 值 曲线 域 的 存在 性 问题 ， 实 际 上 ， 共 堪 点 ( 见 定 
理 6，8.10) 恰 好 就 是 测 地 线 的 端点 ， 故 测 地 线 不 再 是 经 过 共 思 点 的 最 短 弧 长 曲线 . 
练习 7.6.18 V=V(u, OE EESE OER BE 证 明 粒 子 的 运 生动 方程 是 


i+ ee + 0— Gus ? = V, 
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和 


uv — 


E, ., u 
2G“ a 
回忆 测 地 线 方程 的 生成 过 程 ， 这 些 方 程 可 以 写 为 

aan = V za’ 一 一 gradV， 
其 中 V 的 梯度 是 相对 于 uw，wv 的 .因此 势能 的 梯度 正 是 粒子 沿 测 地 线 运 动 的 阻碍 . 当然 在 守恒 
系统 中 ， 通 常 记 一 gradV 一 下 ， 故 从 物理 的 观点 看 ， 力 使 粒子 的 运动 轨迹 偏离 了 测 地 线 . 这 类 
似 于 牛顿 第 一 定律 ， 


7.6.3 微分 方程 约束 条 件 
现在 假设 要 求 积 分 


t 
1 . . . 
J = f fitz s To 9°** 9g TE oT 323°" 9Z,) dt 
t 
0 


的 极 值 ， 其 中 zx;(z) 是 使 得 极 值 曲线 满足 N< 个 微分 方程 的 上 个 上 的 函数 : 


Cr Cx 9 He 9°" s Lk 9X4 9X2 ot sT) = Oye, 
Gy (Zi 3X2 s**t Lp 3X, sT iad sT) 一 0. 
如 通常 一 样 求 导 ( 变 分 zx 二 zi 十 cn)， 得 


9 
0=J'0) = f (Ent ate Anti 


f. 
元 in Jae 
这 样 ， 对 微分 方程 G; 求 微 分 导出 y 满足 的 方程 ， 因 为 变 分 也 必须 满足 这 个 微分 方程 的 约束 ， 


所 以 取 G; 对 e 微分 ， 得 (在 e 一 0) 


aG， 3G. 
aan + ht + Fain + h = 0. 


对 7 一 1，2，…，N， 用 非 限定 的 函数 jy ORB] 个 方程 ， 且 把 这 些 新 方程 加 入 到 J (CO) WR 
积 函 数 中 ， 得 到 
jijw-s 


站 (过 + Sn nto + (264 34, 28 


iF =ft+ YG, ， 再 分 部 积分 ， 得 


a 了 oF 9 f 
f(E taha) ntet Eila) 
可 是 因为 满足 对 G 求 微分 所 得 方程 ， 故 y 不 是 相互 独立 的 ， 所 以 在 这 里 还 不 能 说 每 个 小 括号 
都 是 零 ， 然 而 ， 若 dG;/de 作为 函数 是 独立 的 ， 因 为 N 个 方程 中 有 & 个 未 知 量 ， 那 么 我 们 希望 
& 一 六 个 是 无 关 的 .假设 ps te p 可 由 gutis e p RH. 
Sms os prOREBAD HH N 个 括号 为 零 的 函数 的 任意 集合 ， 则 积分 变 为 


IF a 9 下 )) aF qd/9F 
Ee EE) ee 
FGE dt 9 TN+1 + Ox, dt IX: qe jdt 0 
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而 yn+1， "> Thk 是 独立 的 ， 由 通常 的 讨论 知 每 个 括号 都 是 零 ， 即 对 于 j 二 NN 十 1， eey k, 有 


aF d (22) 
0. 
ax; dt\az 
同样 ， 由 jj (?) 的 选择 ， 对 7 一 1， 2, sees N, 有 
aF d (2) 
— > = 0. 
ox dt 3 xX; 


因此 ， 就 有 通常 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 组 . 
定理 7.6.19 如 果 积 分 


t . > . 
J = | flt,xi 9 2 9 ”919 dd 
to 


的 极 值 曲 线 ( 其 中 rr( 划 是 天 个 上 的 函数 ) 满 足 N<R 个 微分 方程 


Gi (a1 x2 °°" 9 Xp ,Zi sT stoh) 一 0，…， 
382 Gyl Eis L208 Leo Ta sn Le) = 0; 
那么 它 是 
OF oF 
_4 (=)= 0, j=1,=,k 
daz, dt\az, 


的 解 ， 其 中 F= f+ 2 OG). 
例 7. 6. 20( 二 阶 积分 ) ”我们 考虑 二 阶 积分 的 情形 
J= f ft xy it) dt = 上 Cizyyy dt 


且 附 加 微分 方程 条 件 
3 一 之 一 0. 
F=f, z, ys y)tpO(y—-2), WRK RRA BN AE 
aF F 
se alga) Ge ae g) =O 
af 
of bc 办 一 0， +u- 名 (二 5) 79 
af 
atA ae ACF) ae 
消去 p> 得 
af f af 
ax 对 (二 本 (55)- 0» 
af af 
天 一 此 (六 + Sl )- 


这 就 是 通常 说 的 二 阶 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 
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7.7 微分 几何 与 力学 中 的 进一步 应 用 


本 节 中 我 们 将 看 到 测 地 线 的 弧 长 势能 最 小 ， 而 且 我 们 将 定理 7. 6. 14 推广 到 为 : 粒子 总 是 
沿 着 测 地 线 运动 的 一 一 曲面 上 的 度量 是 与 最 初 给 定 的 度量 相关 的 共 形 度量 .同时 也 会 看 到 由 变 
分 原理 如 何 诱 导 3. 6 节 的 德 洛 奈 曲 面 . 

我 们 总 是 说 从 常理 来 看 ， 测 地 线 应 该 是 弧 长 最 短 的 曲线 .我 们 使 用 的 测 地 线 的 定义 是 加 速 
度 没 有 切 分 量 的 曲线 ， 因 为 这 刻画 了 3 维 空间 的 直线 而 且 看 起 来 是 一 个 可 以 直接 验证 的 条 件 . 
我 们 在 定理 6. 8. 10 中 学 到 (还 有 例 7. 5. 20) ， 测 地 线 并 不 总 是 有 最 短 弧 长 ， 但 我 们 还 是 要 问 测 
地 线 是 不 是 绝 长 的 极 值 曲 线 ， 为 方便 我 们 假设 度量 下 = 0， 

定理 7.7.1 M: xu, VEJE GHAD, PA, RKP 


J = [VE Gar 
的 极 值 曲线 是 曲面 M 上 的 测 地 线 ， 
证 明 ” 双 变 量 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 是 
Eå +G d Eù )=° 
VE TG U#WEùw +G ' 
ee | )- 
因为 测 地 线 必须 参数 化 为 常 速度 ， 所 以 引进 弧 长 参数 ;(1)， 这 意味 着 有 关系 式 
ta! EP TGe, 


/_ du _ dudt . ù ,_ dv _ dvdt _ Ù 


ds dds Jg tgo a dd /Pic 
代 和 上面 的 方程 ( 且 除 以 因子 VE2uz: 十 GO2: ) ， 得 
E, 42 G, 72 d [A — 
2 十 2 7 gE ) 一 ’ 


Es Gus deh 
zu EFU g) = 0. 


微分 并 化 简 得 
u” + Fiy” + Bruo! — sa"? = 
和 
过 一 Eey’? + Ci + $20" = 0, 
这 就 是 测 地 线 方程 . a 


Hid 7.7.2 弧 长 积分 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 E- 函数 为 
VEd? + G0" JEp? + Gp} — (Eup, + Gop) 
VEX Go 


E(t,u,v, u,v ,pi » pr) = 
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因为 由 度量 正 ，G 可 以 定义 每 个 切 平面 的 内 积 为 
vow = Eviw, + Gururs 
BY ARAHRRKAS Ro owl<luliwl, FU ESO. 因此 我 们 再 一 次 看 到 ， 测 地 线 有 最 
短 距 离 的 性 质 完全 依赖 于 极 值 曲 线 域 的 存在 性 ， 进而 依赖 于 雅 可 比方 程 的 解 没 有 要 点， 
练习 7.7.3 取 测 地 线 方程 


n u /2 u — 
u + oe + E“ v oF” 0 
11 E, /2 G, tot G, t2 — 
v 2G“ tg” + =v 0 


第 一 个 方程 乘 以 一 w， 第 二 个 方程 乘 以 以 ， 相 加 并 比较 定理 5. 1. 5 MAR, HERA KBD 
的 极 值 曲线 的 测 地 曲率 是 零 ( 因 此 是 测 地 线 ) 
练习 7.7.4 考虑 上 面 ( 弧 长 参数 化 的 ) 弧 长 积分 的 欧 拉 -- 拉 格 朗 日 方程 
(Eu) = Fey’? +S 
4 (Go!) = = ae fe 
sp (是 要 信和 基线 ( 即 是 这 些 方程 交角 曲线 )， 直 接 证 明 的 切 分 量 为 替 、 提 示 ， 记 + 
xv’, ME Ew =a t x, Gu 二 a ，x。， 对 等 式 的 右边 微分 ， 再 比较 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 
我 们 知道 测 地 线 是 弧 长 积分 的 极 什 曲 线 ， 利 用 约束 在 保守 系 中 的 运动 方程 的 雅 可 比方 程 ， 
我 们 可 以 给 出 一 个 很 漂亮 的 解释 ， 回 忆 动 能 和 势能 的 公式 ， 
1 | dal? 
J 
其 中 是 粒子 的 轨迹 ， 因 为 作用 积分 |( 工 一 V)d 与 无 关 ， 所 以 练习 7. 1. 10 中 第 一 个 双 变量 


积分 表明 沿 运动 轨迹 ， 能 量 H=T+V 为 定 值 ， 特别 地 
2 T-V_ yaCT 一 人 
au ao 


= Ei +G 和 V=V(u,v), 


T-V 


FEW +68?) -V—WEd) Ge 


FEW +68") V—Ew—Gv'=c 


~ SEW +G) —V=c 


T+V=—c. 
这 里 和 下 面 用 H 表示 能 量 ， 以 区 别 于 度量 E. 
现在 取 曲 线 a: IM 表示 粒子 在 限定 曲面 M 上 的 运动 轨迹 ， 这 个 轨迹 是 由 哈密 顿 原理 决 
定 的 ， 取 曲面 的 度量 为 E、F=0 和 G， 我 们 知道 粒子 的 轨迹 必须 保持 能 量 不 变 ， 因 为 这 个 条 
件 和 单位 速度 条 件 不 相 容 ， 所 以 我 们 必须 将 曲线 参数 化 为 有 固定 的 能 量 . 为 此 设 H。 表示 沿 粒 
子 轨迹 的 能 量 ， 且 定义 
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一 aid d 
t — a Euw’+Go' dt. 


引 理 7.7.5 各 新 订 才 化 的 光线 COnBEARE. 
证 明 ”首先 由 微 积 分 基本 定理 知 
a = to, 
所 以 由 链 式 法 则 有 
du _ du dt _ du VIV 
Ei +Ge 
dv _ du dt _ du /2(H, V 


dr dt dr dt VE Go 
利用 这 些 等 式 ， 下面 的 计算 说 明 重 新 参数 化 后 沿 曲 线 仍然 保持 能 量 万 。 不 变 . 


Ti) +V@= 4 (Ew (#) +60)(# ar JV 


_ l1/p/du\ 20H, — V) dv\? 2(H, — V) 
= z (E(T) Eù 十 Ga GG) Ea on)tv 
7 1/EwW+Ge 
2(He —V) 4 (Garton TY 
= H,—-V+V . 
一 Hy. E 


而 且 ， 这 一 计算 说 明 TOSH V. th — Mee OT +V=H 8 2T—H=2T-(T+V) = 

T-V. 我们 将 利用 这 两 个 方程 确定 粒子 运动 方程 是 (TO 一 V(r))dr 的 极 值 曲线 ， 注 意 因为 

能 量 守恒 ， 所 以 这 一 极 值 曲 线 必然 存在 于 能 量 为 Ho 的 曲线 族 中 ， 第 一 步 就 是 由 上 面 的 讨论 知 - 
[TO -Vo dr = [OTO — Hoar. 


而 且 因为 常数 的 导数 为 零 ， 所 以 在 被 积 函 数 上 加 一 个 常数 对 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 没有 影响 ， 因 
此 求 上 述 等 式 两 边 的 极 值 曲线 等 价 于 求 


|zrceoar= fec —V)dr 


= = [2cH, — v) Fd 


= |2(Ho — V) —————- VEw +Gv'de 
| i Ba v“ u? v 


= [vzm —V)E a? +2(H, VG dt 


= [VEn Gerd 
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RR, Heh E=2H -WE, G=2H.—-VGEXT MAREE, BS WISH EMG 
相关 的 共 形 度量 (这 里 我 们 假设 在 参数 域 中 有 HSV). BR, AER [CT Vode 的 极 值 曲线 


其 实 就 是 求 [JEU +6 ide 的 极 值 曲线 ， 根 据 定理 7.7.1, [VE + Ooi de 的 极 值 曲线 是 M 


oth FER E=2(H, -WEMG=2(H,-WGCHWHA. 因此 ， 以 下 是 雅 可 比 的 结论 在 
F=0 时 的 特殊 情形 . 

定理 7.7.6 设 曲 面 M 的 度量 是 忆 ，F 一 0，G， a 表示 有 固定 能 量 旦 ,。 的 粒子 在 势能 V 作 

用 下 约束 在 曲面 M 上 的 运动 轨迹 ， 则 对 HOV, a 是 MM 的 相对 于 共 形 度量 
E=2(H,—VE, F=0, G=2(H,—-VW)G 
的 测 地 线 ， 

这 个 定理 很 难 明确 地 描述 运动 方程 ， 不 过 告诉 我 们 测 地 线 应 用 于 力学 系统 的 一 个 理论 上 的 
结果 .特别 地 ， 力 学 系统 中 一 个 很 重要 的 问题 是 是 否 存在 周期 解 . ,也 就 是 说 对 于 某 些 粒 子 ， 以 
后 的 某 个 时 刻 是 否 再 次 经 过 初始 位 置 ， 由 上 面 的 定理 ， 这 个 问题 等 价 于 曲面 M( 在 任意 度量 下 ) 
是 否 存 在 闭合 的 测 地 线 一 一 测 地 线 a:; La, 5] 一 M WE ala)=alb). 1951 年 Lusternik 和 Fet 
LLF51]( 也 见 CKli78]) 证 明了 一 个 一 般 的 定理 .特别 地 ， 紧 致 曲面 ( 即 闭 有 界 ) 一定 存在 闭合 的 
测 地 线 .， 将 这 个 结果 应 用 于 曲面 并 结合 雅 可 比 定理 有 下 面 推论 . 

推论 7.7.7 车 MM 是 紧 致 曲面 ，V(u，v) 是 定义 在 M 的 参数 域 (u，v) 上 满足 HVC, v) 
的 势 函 数 ， 则 曲面 上 的 粒子 在 V 作用 下 的 运动 方程 有 周期 解 . 

例 7.7.8( 双 体 问题 ) 下 面 的 问题 源 于 [Pin75]， 假设 两 个 连结 体 的 势能 是 V， 且 该 势能 仅 
依赖 于 它们 间 的 距离 ， 由 力学 原理 知 ， 这 个 问题 可 以 简化 为 向 心力 作用 下 单个 物体 的 平面 运 
动 ， 沿 固定 能 量 曲线 运动 的 雅 可 比 度量 的 共 形 比例 因子 为 f=1/Y2(H 一 V)， 因 此 由 练习 
5. 4. 2 知 高 斯 曲率 

17 Va Ve V +V? 
K= glv cave | 

练习 7.7.9 利用 练习 5.4.2 证 明 上 面 的 高 斯 曲率 公式 ， 这 个 曲率 称 为 力学 曲率 ， 并 证 明 
车 V 在 (wu。，w) 局 部 最 小 ， 则 对 任意 充分 接近 Cw。，wo) 的 点 (wu，v)， 有 KCu，) 之 0， 类 似 地 ， 
在 局 部 最 大 值 附近 有 K(w，wv) < 二 0. 


练习 7.7.10 V= 一 1/Vw 十 是 平面 的 牛顿 势能 ， 证 明 


2 2 一 1 _ 1 
Vi 二 Vs (u? +)? 和 Vs 十 V。 Ge twE 
利用 练习 7.7.10， 由 牛顿 势能 V= 一 1/Vww 干 可知 

Ho =— D _ 
4(H, J Fe? +1))° 4( Hor + DE 
其 中 一 vvw 十 是 到 原点 的 距离 。 由 常 能 量 方程 (1/2)Y 一 1/r== Hy BB) =2Hr+1)/r>0. 
因此 K 的 分 母 为 正 ， 所 以 


H, > 0@K <0 
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H, = 0@K = 0 
H, < 08K > 0. 
对 于 双 体 问题 ， 轨 道 可 由 能 量 确定 ( 见 L[PC93])， 结合 上 面 的 结果 ， 得 
K <0@H, > 09 轨道 是 双 曲 型 的 ， 
K = 0@H, = 0 轨道 是 抛物 型 的 ， 
K > 06H, < 08 轨道 是 椭圆 型 的 . 
由 此 可 见 对 于 双 体 问题 ， 轨 道 由 高 斯 曲率 确定 .特别 地 ， 存 在 KO 的 点 保证 了 周期 轨道 的 存在 性 . 
在 结束 雅 可 比 定理 的 讨论 之 前 ， 我 们 要 明确 指出 所 有 的 命题 在 高 维 的 时 候 同 样 成 立 ， 现 在 
来 看 爱 因 斯 坦 关 于 重力 几何 化 的 一 个 重要 结论 : 粒子 、 行 星 和 光子 都 沿 着 它们 所 在 时 空 区 域 的 
测 地 线 运 动 ， 而 度量 由 该 区 域 的 质量 能 决定 .我 们 可 以 将 爱 因 斯 坦 的 断言 看 成 是 雅 可 比 定理 的 
一 个 自然 演变 . 
下 面 我 们 将 利用 哈密 顿 原理 研究 一 些 地 球 上 的 物理 问题 . 
例 7.7. 11( 钟 摆 问 题 ) 将 一 个 长 为 2 的 钟 摆 拉 离 其 平衡 位 置 然后 释放 (垂直 悬挂 ) ， 让 其 自 
由 摆动 ， 运动 方程 是 什么 ?所 用 的 坐标 是 摆 线 和 垂直 轴 的 夹 角 y 质量 为 M 的 摆 锤 的 势能 
V = Mgh = Mgé(1—cos(y)), 
其 中 g=9. 8m/s', h 是 高 出 零 势 能 点 的 高 度 ( 即 平衡 点 )， 因 为 线 速度 v 等 于 角速度 y 乘 以 半径 
4， 所 以 它 的 动能 为 


= Ime lM 
T z Mo 3 Me" y. 


于 是 有 


L=T-V= ime 5? — Mgé(1 — cos(y)). 


且 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 是 
_aL_d (25) 


3y de\ay 


=— Mgésin(y) 一 SMe y) 
=— Mglsin(y) — ME y 
= y+ F siny). 
说 明 此 时 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 可 以 化 简 为 通常 的 摆 的 运动 方程 . 
例 7. 7. 12( 联 合 弹性 摆 ) ”假设 质量 为 m 的 物体 由 一 条 弹性 系数 为 的 弹性 绳 连结 ， 作 水 
平 运 动 ， 它 和 长 为 4 的 摆 连 结 ， 摆 锤 的 质量 为 M， 我 们 将 用 坐标 z Aly 描述 这 一 运动 ， 其 中 = 
是 质量 为 m 的 物体 到 平衡 位 置 的 距离 ，y 是 (和 例 7.7. 11 中 一 样 ) 押 和 垂直 方向 的 夹 角 (实际 


上 ， 我 们 取 的 这 些 变量 和 以 后 Maple 中 取 的 一 样 )， 回 忆 虎 克 定律 ， 弹 性 恢复 力 为 F 一 一 kz， 
弹性 势能 为 V 一 kz?/2， 因 此 ， 考 虑 质量 为 M 的 振子 的 运动 ， 它 的 势能 是 


2 
V 一 AE + Mge C — cos(y)). 
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处 理 动能 稍微 麻烦 一 些 ， 设 r As 分 别 表示 M 距离 平衡 位 置 的 水 平和 竖 直 方向 的 距离 。 于 是 有 
r=at+ésinty) 和 s = ¢—Icos(y). 


M 的 速度 为 
veVP +? =y (i + Leost y) 们 2 十 如 sin2(y) 3, 
所 以 
T= mi? + Lm’ 
2 2 
一 Imi + Imz 十 Mgcos(y) 之 十 SMe? 5. 
系统 的 拉 格 朗 日 方程 是 


2 
L = Fm +M) # + Mecos(y) è 3+ Lee? 3? — ËZ — Mgl (1 一 cos(y))， 


且 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 是 (由 练习 7.1.7) 
— ke -Å (Gn +M) 于 十 Mecos(y) 9) = 0 


(m +M) x — Mésin(y) y + Mécos(y) y=— kx 


一 Mesin(y) & 3) — Mgésiny) 一 £ (Mtcos(y) z+ Me? 3) =0 


Me’ y + Mécos(y) x + Mgésin(y) = 0 
fy +cos(y) x + gsin(y) = 0. 
这 就 是 弹性 摆 系统 的 运动 方程 ， 虽 然 这 个 方程 无 法 手工 求解 ， 但 是 我 们 可 以 用 Maple 求 出 它 的 
数值 解 ， 并 绘制 M 的 运动 轨迹 ， 见 7. 10. 3 节 和 练习 7. 10.7. 
练习 7.7. 13( 双 摆 ) 假设 两 个 摆 相 连 ， 一 个 固定 在 曲面 上 ， 另 一 个 固定 在 第 一 个 的 摆 锤 
上 ， 设 第 一 个 摆 锤 的 质量 为 m， 第 二 个 摆 锤 的 质量 为 M， 同 时 假设 它们 的 摆 长 都 是 &， 摆 角 分 
别 用 偏离 竖 直 位 置 的 夹 角 z 和 yy 表示 . 证 明 它 们 的 势能 和 动能 分 别 是 
V = mgl + mgé(1 — cos(x)) + Mgl (2— cos(x) 一 cos(y)), 


T= mt # + MEG? + 5°) + Me? & jcos(x — y). 
其 中 选取 距离 双 摆 的 悬挂 点 下 24 AO RE REE, 分 别 用 单位 向 量 过 一 (cosz，sinz) 和 


2 一 (cosy，siny) 表 示 它 们 的 圆周 运动 ， 且 M 的 速度 为 4(i 主 十 》). 利用 速度 和 它 自身 的 点 积 
可 以 求 出 动能 ， 一 旦 动能 和 势能 确定 ， 我 们 就 可 以 求 出 作用 积分 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ， 并 用 
Maple iM H M 在 不 同 初始 条 件 下 的 运动 轨迹 . | 

例 7.7. 14( 张 紧 的 绳 ) 假设 一 根 两 端 固定 的 强 ， 轻 扯 一 下 ， 强 将 会 怎样 ? 我 们 将 强 拉 起 


的 高 度 看 成 是 函数 xt，z)， 则 i 时 刻 的 动能 了 一 1/2| pe, (2,x)?dx ， 其 中 工 是 两 端点 间 的 距 
离 ，p 一 p(t，z) 是 绳 的 线 密度 ， 因 为 强 被 拉 的 最 大 值 通常 都 很 小 ， 所 以 我 们 假设 绳 的 弯曲 功 是 
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可 以 忽略 不 计 的 ， 唯 一 的 势能 就 是 绳 相对 于 自身 长 度 工 的 弹性 势能 ， 其 中 *=r(:，z) 是 绳 的 弹 
eA. 这 里 我 们 同样 忽略 了 重力 的 作用 .在 时 刻 t, 


V= fz V1 +u} —1)dz. 
系统 的 作用 积分 为 
J= PE Fox)! — e( YTF — 1 )dzdt. 


初始 波动 决定 的 边界 条 件 为 ult, 0=0, ult, L)=0 M uO, )=u (x), wu,(0, Xx) 二 v(x). 
因为 被 积 函数 形 如 
f(t, Tut rT) 5u, (4,2) ,u(t, x)), 
所 以 必须 使 用 练习 7. 1. 8 中 的 两 个 自 变量 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 公式 ， 故 有 
TU, 
kk = 9 
人 ac) 十 是 一 = 
(p11) = (tur), 
PUn = May 
Us = OU» 
其 中 在 第 二 行 我 们 利用 |u, |K 的 假设 消去 了 平方 根 ( 虽 然 在 数学 上 这 是 不 严格 的 )， 在 最 后 一 


行 我 们 假设 p 和 + 是 常数 (实际 上 即使 直到 取 微 分 以 后 再 假设 1x |<1， 我 们 依然 可 以 得 到 相同 
的 等 式 ). 方程 ve Soun RA 1 维 波动 方程 ， 我 们 用 分 离 变量 法 解 这 个 方程 . 假设 解 的 形式 为 


u(t, 2)=$(t) f(z)， 且 ww 一 $00)f(z) 和 wi 一 $(1) 了 (zx)， 波 动 方程 就 变 成 
$(t) f(x) = $F Cx), 
工区 f(x) 


F $ f) 
左边 只 是 上 的 函数 ， 右 边 只 是 z 的 函数 ， 而 两 边 又 相等 仅 当 它们 都 等 于 同一 个 常数 一 人 (由 物理 
意义 人 >>0)， 我 们 得 到 两 个 减弱 的 波动 方程 
$ + as? p= 0, 
FP +Af=0. 392 


通 解 为 

$G) = 4cos(cwWz )+ Bsin(g Vaz), 

f(x) = Ccos (fax )+ Dsin (Jaz ). 
由 强 的 初始 条 件 知 C=0， 以 及 因为 Dsin (YaL )=0 且 f 了 关 0， 所 以 存在 整数 n, EAL 二 nx 
因此 ,4== (nx/L)*. 最 终 解 为 


u(t,x) = 5 (Asin ("E )cos("F* )-+ B, sin( 2E) sin (77%) ), 


n=1 
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其 中 ulr) = 374, sin("2) » ulr) = $B, "resin ("= ) ， 波 动 的 基本 频率 是 


对 于 低能 系统 ， 频 率 与 r 和 p 的 平方 根 以 及 L 的 相反 数 有 关 ， 具 体 地 说 ，L 增加 ， 则 基本 频率 
变 小 (任何 一 个 小 提琴 演奏 者 都 知道 ). 
在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 想 再 展示 另 一 个 前 面 学 过 但 在 这 里 可 以 看 作 约 东 变 分 问题 的 例子 . 

在 3. 6 节 我 们 考虑 过 有 常平 均 曲率 的 旋转 曲面 一 一 所 谓 的 德 洛 奈 曲 面 . 回忆 这 些 曲面 可 以 由 特 
定 的 微分 方程 

2 Zah — 2 

h 二 Ta =+% 
刻画 ， 其 中 a 和 6。 是 常数 ， hh 一 h(u) 表 示 旋 转 曲 面 的 轮廓 曲线 (或 平面 上 的 子午 线 )， 考 虑 使 得 


体积 V = «jh(w)?du 固定 和 面积 S = 2 |h(u) VIFK GO du 极 小 的 旋转 曲面 是 什么 样 的 呢 ? 
可 以 建立 一 个 变 分 问题 ， 求 积分 
J= [erwi +R (u)? — Ah? Cu) Jdu 


的 极 小 值 曲线 . 

定理 7.7.15 上 述 变 分 问题 的 极 值 曲线 是 德 洛 泰 曲面 . 

证 明 因为 积分 与 自 变 量 无关， 所 以 我 们 可 以 用 第 一 个 积分 fifa) = BRR 
- 拉 格 朗 日 方程 . 


2hh’ l 
2 2 7 — 
2h/1 +h” — àh? —h ( ESIA =)= 


2AA +h”) — Ak? V1 th” —2hh’=c/1 Fh” 
2h= (c+aAh*) V1 +h”? 


其 中 a 二 一 1/4，5b 二 一 c/A4， BREE LEERAREA ERAO. Oo 

我 们 在 第 3 章 中 提 到 很 多 单 细胞 生物 的 对 称 转动 和 形状 看 起 来 都 酷似 德 洛 奈 曲面 ，D’'Arcy 
Wentworth Thompson 曾经 提出 : 是 不 是 体积 固定 外 加 特定 生物 的 对 称 趋向 使 得 面积 极 小 的 曲 
面 一 定 是 已 知 的 曲面 ， 因 为 我 们 在 第 4 章 中 已 经 知道 常平 均 曲率 的 紧 致 曲面 是 球面 ， 所 以 汤 普 
生还 需要 加 上 其 他 生物 上 的 条 件 使 得 没有 “ 紧 致 性 ”的 德 洛 奈 曲面 的 存在 是 合理 的 ， 更 多 关于 细 
胞 形态 学 的 知识 可 以 参考 [Tho92] 和 [HT85]. 
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7.8 庞 特 里 亚 金 最 大 值 原理 


优化 控制 定理 在 处 理 变 分 问题 时 与 变 分 法 略 有 不 同 ， 我 们 将 介绍 优化 控制 中 的 一 个 主要 结 

果 一 一 庞 特 里 亚 金 最 大 值 原理 一 一 以 及 如 何 将 它 应 用 在 几何 中 ， 这 个 结论 在 处 理 非 连续 问题 时 

很 有 和 用 ( 称 为 帮 帮 控 制 )， 诸 如 火箭 发 动机 的 控制 和 轨道 控制 .这 里 只 考虑 一 些 简单 的 几何 应 
用 . 对 于 这 一 原理 非 几 何方 面 的 初步 介绍 见 [Pin93]. 同样 ， 我 们 只 是 研究 2 维 的 问题 

优化 控制 的 主要 问题 是 求 满足 微分 方程 组 

= file), t: = felx,u), 


且 使 得 给 定 的 成 本 函数 
J 一 F fo (x,u) dt 


取得 极 小 值 的 轨迹 曲线 x(zi(t)，zxz(z))( 其 中 (ui(z)，wz(z)) 就 是 控制 数 )， 注 意 这 里 我 们 用 
拭 制 理论 的 下 标 取代 了 坐标 函数 的 几何 上 标 ， 这 对 进一步 学 习 优 化 定理 是 很 方便 的 ， 同 样 ， 典 
型 的 优化 控制 问题 也 固定 系统 的 初始 和 最 终 状 态 ，x(t) 一 如 ， 4) =e, 以 及 初始 时 间 为 to. 
最 后 时 间 ti 通常 是 不 确定 的 ， 例如， 太空 船 要 在 月 球 上 以 最 短 的 时 间 着 陆 ， 它 必须 满足 由 牛 
WER 上 一 ma 和 火箭 的 推动 力 控制 诱导 的 微分 方程 组 、 因 为 时 间 要 最 小 ， 且 从 加 一 0 开始 ， 成 


本 为 了 一 | 1dt 一 6， 所 以 最 终 时 间 4 不 是 在 开始 时 就 确定 的 ， 而 是 由 问题 本 身 决定 ， 对 于 这 


一 问题 的 讨论 见 LKir70，p. 247]. 

那么 变 分 学 家 如 何 解决 这 个 问题 呢 ? 因为 我 们 已 经 见 过 变 分 问题 的 各 种 类 型 的 约束 条 件 ， 
所 以 将 微分 方程 组 以 及 成 本 积分 作为 约束 条 件 看 起 来 也 是 合理 的 ( 见 7. 6. 3 节 )， 因 为 之 ,(1) = 
fi(x，u)， 所 以 对 于 与 时 间 有 关 的 拉 格 朗 日 乘 子 gp € 


| wD ED fade = 0, 
因此 求解 上 面 的 优化 控制 问题 也 就 变 成 解约 束 的 变 分 问题， 求 积分 
J = Er P gri (2, C) — fı (x,u)) + yp Ct: (t) — fo(x,u))dt 


的 极 小 值 曲 线 ， 为 了 解决 这 个 问题 ， 记 下 被 积 函数 与 上 无 关 的 第 一 个 积分 ， 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方 
程 (关于 4 个 函数 x(t), 222), mt), wl), 计算 端点 条 件 ，zi RE, xaO ME. 


因为 了 的 被 积 函 数 显然 不 包含 上 +， 所 以 记 


fo + pilti E) — fi (ew) + pe Ct (4) — fa Cx) Zıp Tage 三 Cc 
或 
fo ph go fa =c (1) 
对 应 于 Xis Tzs Uys Uz 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 是 
,_ 9fo Ifi af 
pı aa, gr ax, ge aa, (2) 
, an ah Ifa 
j} = f -y f je f: (3) 
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o= of p of dn E (4) 


ðu Ju Ju, 


p= gp Ag Se (5) 


Juz duz Ju: 
练习 7. 8.1 验证 上 面 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 
在 注 记 T. 1. 18 中 (也 可 见 定理 7. 2.4 和 下 面 的 例子 )， 注 意 使 得 T 一 | /dt 取得 极 值 且 最 终 
的 端点 ti 位 于 曲线 (2) 的 一般 条 件 是 | 
fi) + Calti) — alt )) fen) 一 0. 


IX 


此 处 ， alt)=x(t), 所 以 a =0, 于 是 有 
flt1)— zt) aa) 一 0. 


显然 必须 用 这 个 条 件 的 多 变量 形式 ， 注 意 J 厂 的 被 积 函数 与 立 ,， üz 无 关 ， 而 且 F= fotp (i 
AREETAN 斩 一 户 Cx， 四 )， 可 得 到 端点 条 件 
F(t) —na) wea) — 42 Ct) OF on) = 0, 
È 9 x2 
也 可 以 写 为 
Fo Ct) — fi D fi i) — pe Cti fe Cy = 0, (6) 
为 方便 起 见 ， 定 义 该 问题 的 蛤 密 顿 函数 为 
H =- fo + afi + dn fo. 
并 注意 由 方程 (1) 一 (6) 知 下 面 的 关系 成 立 . 
(1) 由 (1) 和 (6) 知 HU, x, w)~0, 
。 dH... aH 
(2)y1 = ax Alb, = az, 
(3) 沿 最 优化 轨迹 ，3H/9u 一 0 MaH/du,=0. 
进一步 的 研究 讨论 可 以 得 到 下 面 最 优 性 的 必要 条 件 . 
定理 7. 8. 2( 庞 特 里 亚 金 最 大 值 原理 ) 假设 u(t) 是 一 个 控制 ， 使 得 满足 
(状态 方程 ) a) = filx,u) to = fo(x,u) 
RAG HIE X(t) 从 固定 状态 x 转化 到 固定 状态 x1， 如 果 wu(1) 和 x(1) 使 得 成 本 积分 
J= f fo(x,u) dt 
取得 极 小 值 ， 那 么 存在 p, p 使 得 哈密 顿 函 数 H= fotp fi tpfe 满足 


(1) 沿 最 优 轨 迹 ， Hls pos Tis Tzs ui, Us)=0, 


(2)( 共 态 方程 ) 内 =- 2H pi =— 9H 
1 


dx" 


(3) 对 任意 的 t， 电 在 u(t) 取 得 最 大 值 ， 特 别 地 ， 
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aH 2 H 
9 uy 9 us 


例 7.8.3( 测 地 线 ) RAT M: x(u，v) 的 测 地 线 ， 其 中 此 曲线 有 正 交 度 量 玉 和 G. 用 简 
洁 的 语言 表述 这 个 问题 ， 从 x。 点 开始 ， 控 制 路 径 使 得 纤 长 最 短 . 因为 M 上 的 曲线 可 记 为 a(t) = 
xCulz)，wv(t))， 所 以 事实 上 我 们 感 兴趣 的 是 控制 函数 u(t)，v(z)， 因 此 这 个 最 优化 的 控制 问 
MBAR MAU, vi) ee 


= 0. 


县 积分 
J = [VER F Gi dt = | VERF Od 
取得 极 小 值 . 与 此 相关 的 哈密 顿 函数 是 
H =—/Euj + Gu? + giu, + geuz. 


hi = aH Eu? + Gu} j _ d@H_ Ewit+G,u} 

一 ’ 2 一 
下 av 2./Eul + Gul 
E H ju 临界 点 方程 为 


共 态 方程 为 


一 +o =0= + yy = <4, 
du; EtG ” Elta Ou, 


由 最 后 的 方程 得 
pi = Eu, / ~ Eu? + Gui, yz = Gu: // Eui + Gu}. 
在 共 态 方程 中 ， 代 和 po p HERRAR, Aa, ÆR u, u, B 


a E, i? +G, ù? 
a Vea +68 2Ew+Gu 


te _ E,wW+G,0 
Eù +G) JER +Ge 
bn pian 
注 记 7.8.4 对 于 上 述 M 的 度量 ， 沿 最 优 轨迹 从 一 点 到 另 一 点 的 路 程 恰好 是 | |4| ae = 


[VEGF Gates = J] ， 因 此 测 地 线 可 以 看 作 是 可 控制 的 最 小 花 赛 路 径 ， 参 照 [Pin93] 和 [Kir70] 
中 的 燃料 最 优化 问题 ， 注 意 使 得 弧 长 局 部 最 小 的 就 是 测 地 线 ， 控 制 量 xu ,ze( 因此 成 本 T= 


| VER F Gate) 被 称 为 是 局 部 的 ， 是 因为 我 们 由 状态 方程 和 成 本 积分 得 到 uC), v), ME 
们 依赖 于 局 部 的 控制 信息 ， 这 与 在 所 有 连结 给 定 端点 的 曲线 中 找 出 最 小 值 一 -这 一 变 分 法 的 基 
本 概念 有 很 大 差别 . 

练习 7.8.5 HARRERA URAR ALR. SRE 


T = Uys Y S Ua: ， 


= fva + uj dt 
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的 极 小 值 曲 线 . 从 而 证 明 平面 上 给 出 (1，2) 和 (2，3) 之 间 的 最 短 弧 长 的 是 直线 y= 二 x 十 1. 
练习 7.8.6 利用 庞 特 里 亚 金 最 大 值 原理 解决 1 维 控制 问题 : 求 满足 


y =u, J = [vI Fe dz 


的 极 小 值 曲面- 从 而 证 明 旋转 曲面 中 面积 最 小 的 曲面 是 悬 链 面 . 提示 : 诱导 微分 方程 yy 一 y :一 1 一 

0, #4 y = 二 w， 得 y’=wldw/dy). 
练习 7.8.7( 牛 顿 Aerodynamical 问题 ) 顿 曾 经 问 道 ， 穿 过 某 种 介质 (他 称 之 为 称 有 介 
质 ) 的 旋转 曲面 的 最 优 形状 是 什么 ? 二 里 的 优化 词 意 为 “在 介质 中 运动 的 阻力 最 小 同时 我 
们 也 要 注意 通常 的 介质 如 水 和 低层 大 气 都 不 是 称 有 介质 ， 而 同 温 层 的 大 气 是 稀有 介质 . 用 优化 
控制 的 语言 描述 牛顿 问题 ( 见 LTik90]LVAF87，p. 15])， 求 满足 
y =u,ul0; yO)=0, yla)=—b, 
且 使 得 成 本 
Jef ee 

极 小 的 曲线 ， 其 中 > 一 y(z) 表 示 旋 转 曲 面 的 轮廓 曲线 .利用 庞 特 里 亚 金 最 大 值 原 理 决定 y, M 
而 解决 牛顿 问题 ， 提示: 记 住 该 原理 的 条 件 ， 考 虑 函数 ' 


=a ztu 


的 极 小 值 ， 变量 w 的 极 小 值 是 多 少 ? 可 以 利用 Maple. 注意 u20. WH u=0 至 少 是 局 部 最 小 
的 .怎样 才能 求 出 他 们 的 最 小 值 ? 由 w 决定 xz 的 系数 ， 利 用 
dy _ dy dx ,dz 


Ry 不 要 忘记 确定 积分 常数 ， 问 题 的 解 参 见 练习 1.1.6, 

最 优化 控制 问题 是 1950 年 在 研究 火箭 和 卫星 发 射 轨道 时 提出 的 ， 它 的 出 现 使 得 变 分 法 获 
得 了 新 生 ， 我 们 现在 介绍 的 只 是 其 中 很 浅显 但 也 很 优美 的 一 部 分 ， 而 隐 去 了 很 多 它 在 曲面 几何 
性 质 上 的 应 用 


7.9 关于 气球 形状 的 应 用 


聚 酯 薄膜 气球 是 由 两 个 聚 酯 薄膜 圆 环 沿边 界 矣 合 而 成 ， 内 充 空 气 或 氮气 ， 令 人 诺 异 的 是 ， 
原本 我 们 以 为 对 于 给 定 面积 的 曲面 ， 要 使 它 体积 最 北极 015 
大 ， 应 该 是 球形 ， 但 事实 并 非 如 此 ， 这 一 实验 结果 
给 我 们 提出 这 样 一 个 数学 问题 ， 一 个 半径 为 a 的 贺 
形 的 聚 酯 薄膜 气球 ， 当 它 充满 气体 时 将 呈现 什么 形 
状 ( 即 满足 约束 条 件 7. 9. 1 最 大 体积 的 聚 酯 薄膜 气 
球 是 什么 形状 )? 这 一 问题 首先 由 W. Paulsen 提出 
( 见 [Pau94])， 他 成 功 地 得 到 了 半径 为 (如 图 7-5 
所 示 ) 厚 度 为 r( 即 南北 极 间 的 距离 ， 如 图 7-5 所 示 ) == 
的 充气 气球 的 体积 ， 鲍 尔 什 用 y 函数 回答 了 这 一 问 南极。 -0.15 


-0.05 


题 ， 这 里 我 们 用 椭圆 函数 分 析 这 个 气球 ， 这 种 方法 图 7-5 聚 酯 薄膜 气球 的 轮廓 曲线 
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的 好 处 是 可 以 得 到 确切 的 气球 参数 方程 ， 进 而 计算 高 斯 曲率 和 其 他 不 变量 ， 注意 LOpr00] 用 
Maple 给 出 了 这 个 问题 的 数值 解 ， 本 节 的 内 容 类 似 于 [MO03a] 的 方法 ， 而 且 我 们 在 7. 10. 5 节 
也 给 出 Maple 的 方法 . 

下 面 我 们 从 饱 尔 什 最 初 的 气球 数学 模型 开始 考虑 . 当 聚 酯 薄膜 圆 盘 充满 气体 时 ， 半 径 就 是 
cz 平面 上 第 一 象限 的 一 条 曲线 一 >*(z)， 物 理 直 觉 告诉 我 们 ， 曲 线 从 它 在 > 轴 上 的 最 高 点 ， 降 
到 与 zx 轴 的 交点 .这 是 曲线 的 右边 若 我 们 将 曲线 绕 z 轴 旋 转 ， 就 得 到 球 的 上 半 部 分 ， 下 半 部 
分 就 是 上 半 部 分 关于 zy 平面 的 反射 . 

设 > 是 充气 气球 的 半径 ，( 即 沿 z 轴 从 z=0 到 与 HRA). SRO, RE 
薄膜 气球 的 形状 不 会 有 明显 的 改变 . 因此 ， 从 r= 到 z=r 的 曲线 xz (zx) 的 纪 e 长 等 于 起 始 半 
42. Bp 

[VIFT Gdr = a. (1.9.1) 


球 的 基本 形状 由 这 个 约束 条 件 决 定 ， 显 然 ， 当 气球 充气 时 内 部 气压 决定 了 最 大 体积 ， 因 为 气球 
是 旋转 曲面 ， 所 以 由 壳 体 理论 ， 体 积 是 


V = 4n| 2e(x)de. (7.9.2) 


这 样 问题 就 转化 为 在 约束 条 件 7.9.1 下 V 取得 极 值 的 变 分 问题 . 限制 的 拉 格 半日 方程 是 


f(x，z，z) 二 4xzz(x) 十 4M1 十 xz (x)”， 对 应 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 是 

d Az’ (xr) 

Vere 4nx = 0. (7. 9. 3) 
积分 该 方程 ， 容 易 得 到 

Az’ Cx) 

Vi + 2’ (x)? 
其 中 C 是 积分 常数 .利用 几何 ( 横 截 性 ) 条 件 z'(0)==0 可 以 确定 常数 C， 将 zx 一 0 代入 (7. 9. 4)， 
HAM z (0)=0 得 C=0. Auk, 


= 2n? +C, (7.9.4) 


z (x) — 2R 2 
AGY aac (7.9. 5) 


利用 横 截 性 条 件 limz (z) 一 一 co， 以 及 曲线 从 最 高 点 降 到 与 z 轴 的 交点 一 直 都 没有 临界 点 ( 即 
当 0<z<r 时 ，>z (z)<0)， 我 们 可 记 )7X(2r) 为 一 m2， 由 (7.9.5) 解 z' (zx)， 得 


z (x) 一 一 
Ba, A 
(x) f t a 
zz) = 一 一 一 Qi 
/ms — £4 


其 中 积分 上 限 的 选取 是 因为 要 求 z0)=0. MET m, 也 就 是 确定 了 聚 酯 薄膜 气球 的 轮廓 曲线 . 
ER m=r 显然 limz (z) 一 一 ce。 因此 
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r t? . 

xx) | Fi O<2<r). | (7. 8) 

DEP AB, BOAR TP (LPau94, p. 955]) 发 现 它 的 精确 解 无 法 用 基本 函数 表 出 . 下 面 

我 们 将 根据 椭圆 函数 给 出 这 个 积分 (7. 9. 6) 的 精确 表达 式 ， 然 后 利用 这 个 表达 式 推导 与 聚 酯 薄 
膜 气球 的 几何 性 质 密切 相关 的 事实 . 为 此 将 积分 变量 由 i 变 为 uw， 做 替换 

t=r 人 cn(u,k), . ` (7.9.7) 

其 中 cn(x，A&) 是 雅 可 比 余弦 函数 . 在 3.7 节 中 ,给 出 了 椭圆 函数 的 基本 性 质 ， 目 经 过 (7. 9.7) 

的 代 换 ，(7. 9. 6) 变 为 
z(u) = =|" cn (wrk)dn (uk) due 7.9/8) 


v2: J1 — Son? (usk) 


其 中 wo 满足 cnu, D 一 z/r， 在 上 面 的 变换 中 ， 需 要 用 到 恒等式 

1 一 ca (uk) 一 (1 一 cm (u,k)) O + cn? (u,k)) = sn’ Cu, k)}(2 — sn’ (u,k)). 
而 且 选 取 适 当 的 椭圆 系数 上， 可 以 进一步 化 简 (7.9.8). 令 k=1/V2,: 由 恒等式 dn? lu, 上) 十 
k’sn’(u, k)=1, 48 


z(u) = sient (2)a ü. (7.9.9) 
利用 命题 3. 7. 5， 可 以 用 椭圆 函数 给 出 z(z) 的 表达 式 ， 即 
z(u) = ra] (sn (475). z) ZF (0(" 75) 点 外 (7. 9. 10) 


根据 (7. 9.7, ERROREEN RE 
xu) =r en(u 75) , 


(7.9.11) 
_ wt) 1) 1 wt) 1 
eo = Aale (a(z) rll zz) 
Ep uc[o, KAND]. 注意 ，cn(x，1M3) 从 1(u=0) AEB 0(u=K (1//2)). 
定理 7.9. 1( 育 酯 薄膜 气球 ) 旋转 曲面 S 的 参数 方程 为 
x = x(u,v) = (xu,v), ylusv) ,z(u,v)), 
其 中 对 于 u€ [一 K(1/V2)，K(1/V2)] 且 vE[0,，2x]， 有 
xlu,suv)=r en (u 7z )cose, ylusv) =r enw) sino, 
(7.9.12) 


1 1 
com rafel) teala) 
可 以 将 这 个 参数 形式 代入 计算 机 代数 体系 绘制 图 形 ， 例 如 利用 Maple TASER 
球 的 形状 ， 如 图 7-6 所 示 . 
有 了 轮廓 曲线 (7. 9. 11) 和 聚 酯 薄膜 气球 曲面 (7. 9. 12) 确 切 的 参数 形式 ， 我 们 可 以 从 现在 开 
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图 7-6 聚 酯 薄膜 气球 的 两 个 视图 


始 研 究 它们 的 几何 性 质 .， 放 气 和 充气 时 半径 的 关系 是 很 重要 的 . 从 (7. 9. 1) 和 (7. 9.11) ， 我 们 
可 求 出 弧 长 (其 中 sn (ww，1/V2 ) 简 记 为 snx， 天 (1/V2) 简 记 为 K), 


K K 
| Vx (u) +z Cu? du= | |r sn? udn?’ u + r?° Z ontudu 
0 0 
Bot 1 1 
= 2 二 RE oe Pn BS 
=j (sn u) (1 7 sn u)+ zl sn’u)’ du 


0/2 V2 
也 就 是 关系 式 
p= re (7.9. 13) 
FA Maple 计算 可 得 a 和 > 之 间 的 数值 关系 为 
a. 1.311.0r,.. r= 0.762 7a. (7.9.14) 
北极 到 南极 的 距离 即 气 球 的 厚度 c= 22 (K(1//2)), HP z (7.9.10). BD 
r = 2:(K(1/V2)= 2V2| E(1/ y2)— 4K (1/42) Jr. (7. 9. 15) 


再 次 利用 计算 机 代数 系统 ， 得 到 r~1. 198 170. 913 9a. 
为 计算 气球 的 体积 ， 首 先 将 z(z) 的 表达 式 (7. 9. 6) 代 入 (7. 9.2)， 转 换 积分 顺序 ， 对 x 积 
分 ， 可 得 体积 积分 


4 


V= 2x| rs (7.9. 16) 
0 /7 =z 
类 似 于 (7. 9. 7)， 积 分 变 为 
K 1 
vs nzr | en‘ (47) du, (7.9.17) 


可 用 数值 方法 也 可 以 在 简化 后 的 公式 


= = l 有 | 
fen"udu pe er cn”! u snu dnu 


Phat Da 2k) | on™? udu +m + 3)? [en™4 nda] 
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HS m=0 得 到 [en (u,1/ VZ) du=K(1//2)/3. 因此 ， 


一 nl? ic K(z)r. (7. 9. 18) 


两 种 方式 得 到 的 数值 解 都 是 了 <z2. 745 8r?=z1. 218 5a. 

当然 我 们 希望 椭圆 函数 能 够 提供 比 单纯 的 数值 计算 更 多 的 信息 . 我们 已 经 从 分 析 的 角度 看 
到 了 一 些 ， 从 几何 也 是 如 此 ， 即 我 们 将 用 椭圆 函数 诱导 气球 的 微分 几何 特性 ， 进 而 应 用 这 些 结 
果 研 究 它 的 曲率 . 


由 关系 式 dn? (uw,，&) 十 sm? (uu,，&) 二 1， 式 (3.7.3) 和 上 = 二 1/Y2， 计 算 定 理 7.9.1 中 曲面 S 
的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 的 系数 ， 


E= 5, F=0, G= on (w), 


1 1 
I= r on(u). m= 0, n = ren (u). 
虽然 这 些 系数 可 以 手 算 ， 但 是 在 计算 !/，m，n 时 应 用 计算 机 代数 系统 是 很 方便 的 . 
这 些 计算 的 第 一 个 应 用 就 足以 使 我 们 震惊 . 因为 发 现 聚 酯 薄膜 气球 的 体积 公式 包含 了 第 一 
类 完备 的 椭圆 积分 ， 所 以 我 们 可 以 认为 它 的 面积 积分 也 同样 复杂 .相反 地 ， 有 以 下 定理 . 
定理 7.9.2 膨胀 半径 为 7 的 聚 酯 薄膜 气球 6 的 曲面 面积 是 A(S) 二 nr. 
证 明 面积 元 dA(5) 为 


2 
dA(S) = /EG — Fdudv = VEG dudu = nat dudu, 


计算 以 下 积分 (其 中 KSK). 很 容易 得 到 总 的 曲面 面积 ACS) 为 
A(S)= | aao 


-人 .| cn( H5 )dudv 


= 4n f Da 
V2.。 dn(u,1/ 72) 


— al TET (w = sn(u,1/42)) 


2 1 
= 4n T VZaresin (7) o 
— 4 天 n42 
4n 5 4 
= Nr, | | 


接 下 来 我 们 考虑 和 气球 形状 有 关 的 性 质 ， 从 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 的 系数 以 及 3.2 
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节 的 通常 的 曲率 K AH 的 公式 ,很 容易 计算 气球 的 曲率 : ， 
p = Pu, 1/V2)ren (wl/Y2) _ Zen’ (u,1/ 42). 
r’/2¢r'en’ (u,1/72) r 
r° /2 » r cn (u,1/V2)+ rcn (u,1//2)r cn(u,1/ 42) 
2(r°/2 e ren’ (u,1/V2)) 
__ 3en(us1/VZ) 
2r 


H = 


这 些 公式 实际 上 验证 了 直观 上 关于 气球 几何 形状 的 一 个 特殊 现象 ， 当 我 们 看 气球 时 ， 感 觉 [405] 
它 的 北极 和 南极 是 平 的 ， 要 准确 地 说 明 这 --- 点 却 很 困难 . (虽然 气球 的 轮廓 曲线 和 z 轴 垂 直 相 
交 ， 但 这 也 无 法 保证 平 的 ， 就 像 球 面 一 样 . ) 但 不 管 怎么 说 ， 可 以 得 到 足以 说 明 极点 是 平坦 的 几 
何 结果 . 

定理 7.9.3 聚 酯 薄膜 气球 的 北极 点 和 南极 点 是 平面 上 的 点 ( 即 在 任意 切 方向 上 ， 法 曲率 
AR). 

证 明 气球 的 北极 点 对 应 于 «=K (1/V2)， 而 已 知 cn(K (2), 1⁄2) =0. 因此 ， 由 高 
斯 曲率 和 平均 曲率 的 公式 知 它们 在 该 点 都 为 零 . 因此 根据 练习 3.1.7, Ak =0, be =0. AW 
它们 分 别 是 最 大 最 小 的 法 曲率 ， 所 以 北极 点 所 有 的 法 曲率 为 零 . 由 对 称 性 知 南极 亦 然 . | 

AAEH tH eK = (8/9). 由 练习 3. 1.7， 对 任意 的 w， 主 曲率 满足 (旋转 曲面 的 
主 曲率 见 练习 3. 3. 5) 


H 


kh Zen (u,1/ v2) = 2k, = 2ko (7.9.19) 


由 这 些 关系 我 们 可 以 证 明 聚 酯 薄膜 气球 就 是 _ 一 种 特殊 的 外 四 加 不 昌 面 ( 即 主 册 来 清 中 某 个 函数 
关系 的 曲面 )， 令 人 吃惊 的 是 主 曲率 之 间 的 关系 完全 刻画 了 气球 .， . 
定理 7.9.4 若 旋 转 曲 面 M 的 参数 方程 是 
x(u,v) = (hCu)cosv,h(u)sinvsg(u)), :. 
HP k,=2k,, 那么 此 曲面 有 形 如 (7. 9. 12) 的 参数 方程 . Bp ih dM ,是 聚 酶 薄膜 气球 . 
证 明 根据 参数 方程 ， 不 失 一 般 性 ， 假 设 M 的 轮廓 曲线 (h(u)，g(u)) 有 常 速度 .. (注意 满 


足 这 一 点 的 聚 酯 薄膜 气球 的 参数 方程 不 能 是 : VG Fe Cu)7 一 rK/WY2， 见 (7. 9. 13). ) 因 此 存 
在 A>0, 使 得 g (ao2? 十 入 (0 一 人 2， 两 边 同时 对 微分 ， 得 g'g” 十 hh 二 0. .利用 这 两 个 关系 
式 ， 练 习 3. 3. 5 中 的 主 曲率 公式 可 化 简 为 


-g ag 
k= AR TAR 


再 由 假设 k, = 2k, 得 


这 也 保证 存在 常数 a 使 得 g' ah’. 代入 常 速 度 关系 式 ， 得 到 dh/du=h =4V/A Ah. ER 
Rh=/A/acnw, dh=—/A/asnwdnwdw Hi KBR 1/V2) ， 分 离 变量 ， 利 用 恒等式 1 一 cntw 二 
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(sn’w)(2—sn’w), MHOD, 44 


sju- 


5 
/—sn(w)dn(w) 
tAu+e= | & dw = [A faw = [ow 
J2sn(w), /1 一 + snw)? 


因此 V2aAu 十 c 二 w， 其 中 c 是 常数 . 应 用 椭圆 余 弦 陋 数 ， 替 换 关 系 式 得 
\/ 和 一 en(/2aAu 十 5)， 
hu) =| cn (VZaAu +2). 
方便 起 见 取 c =0, X g =ah?=Acn’ (W534Au )， 利 用 命题 3.7.5， 得 
g(u) = Alen’ (\/ZaAu ) du 


一 -2 (2E (sn(w) z) F(sn(w) <)) 


[Fol Voli 
2A 1)\ 1 i 
= [tE (E(w =) ZF (sz). 
这 就 是 形 如 (7. 9. 12) 的 参数 方程 (对 于 (7. 9. 12) 中 的 气球 ，A 一 rk/V2， a=K/ (V5)). |] 


还 有 其 他 几 种 情形 类 似 于 定理 7. 9. 4: 在 主 曲率 上 附加 条 件 ， 就 可 以 刻画 曲面 M. 
。 车 对 于 紧 曲面 M 的 任意 一 点 ， 都 有 & = 二。， 则 由 定理 3. 5. 2 知 M 是 球面 . 
。 若 M 是 旋转 曲面 Ak=—k,, W H=(ki+k,)/2=0, M 是 极 小 旋转 曲面 ， 由 定理 
3.5.7 知 M 是 悬 链 面 ， 
”车 M 是 旋转 曲面 ， 且 所 一 一 名 十 "， 其 中 上 是 非 零 带 数 ， 由 定理 3. 6. 1 知 M 是 德 洛 奈 
曲面 | a 
每 一 个 肥皂 泡 都 是 极 小 曲面 的 物理 模型 (反之 未 必 )， 且 可 由 面积 形式 的 最 小 能 量 的 变 分 原 
理 生 成 ( 见 第 4 章 )， 肥 皂 泡 也 满足 4. 1 节 中 正比 于 肥 上 呀 泡 的 表面 张力 的 拉 普 拉 斯 - 杨 方程 ， 因 
为 肥 鱼 泡 两 侧 的 压力 相等 ， 所 以 平均 曲率 为 零 且 悟 一 一 记 ， 自 然 就 有 如 下 问题 . 
1. 对 于 聚 酯 薄膜 气球 ， 是 否 有 类 似 的 拉 普 拉 斯 - 杨 方 程 ? 换言之 ， 是 否 存在 类 似 表面 张力 
和 压力 的 物理 实体 具有 定理 7. 9. 4 中 聚 酯 薄膜 气球 的 不 变 特 征 . 
2. 对 于 cA~1, 1, 2, by che 是 不 是 曲面 的 特征 ? 是否 存在 满足 这 种 约束 的 物理 过 粹 ? 
以 下 是 用 几何 方法 证 明 分 析 结果 的 练习 ， 


练习 泰 栈 薄膜 气球 的 全 高 斯 曲率 满足 高 斯 - 博 内 定理 ,| KdA = aD = 4m SOF 
X(S) 一 2 是 因为 聚 酯 薄膜 气球 与 球面 同 胚 ， 而 球面 的 欧 拉 示 性 数 为 2。 利 用 公式 K= 
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Zon? (wu，1/V2)/rr 和 S 的 面积 元 ( 见 定 理 7. 9. 2) 计 算 | Kaa, 直接 从 几何 可 得 出 分 析 的 关系 式 
eo 


LV — 1 
o CH ( 75) du E 
有 关 聚 酯 薄膜 气球 的 内 容 ， 详 见 L[MO03a]， 特别 地 ， 求 聚 酯 薄膜 气球 上 闭 测 地 线 的 方法 
类 似 于 5. 6.4 节 中 求 波状 体 曲 面 的 闭 测 地 线 的 方法 . 


7.10 变 分 法 和 Maple 


7. 10.1 基本 欧 拉 - 拉 格 朗 日 程序 

本 节 我 们 将 编写 一 些 很 有 用 的 解 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 程序 ， 进 一 步 ， 我 们 将 应 用 这 些 程 
序 去 解决 各 种 问题 ， 如 弹性 球 在 重力 作用 下 无 摩 所 地 在 半圆 碗 里 滚动 问题 ， 从 而 绘制 弹性 球 的 
轨迹 ， 我 们 也 将 绘制 各 种 梁 在 压力 作用 下 的 图 ， 首 先 看 单 变量 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ， 

> EL1:=proc(f#) 

local part1,part2,p2,dfdx,dfddx; 

parti:=subs ({x=x(t) ,dx=diff (x(t) ,t)} ,diff(f,x)); 

dfdx :=diff (f ,dx); 

dfddx : =subs ({x«x(t) ,dx=dx(t)},dfdx) ; 

p2:=diff (dfddx,t) ; 

part2: =subs (dx (t)=diff (x(t), t) *P2); 

simplify (part1-part2=0) ; 

end: 
为 保证 输出 的 结果 是 Maple 认为 的 微分 方程 的 形式 ， 需 要 做 一 下 震 换 .那么 为 什么 不 直接 输入 
下 的 微分 方程 ” 因为 我 们 通常 将 变量 积分 的 被 积 函数 写成 f(t1，zx， t)=x — i? 一 2xsint. 这 里 
更 习惯 于 将 区 记 成 d(x(z))/di( 这 里 我 们 必须 告诉 Maple r 是 上 的 函数 ) ， 较 容易 记 为 


> £:=x°2-dx*2-2*x*sin(t); 
f := z — dx’ — 2zsin(t). 
“de” RRt. MAA ERE, —AR REM, WE Be 的 函数 ， 就 可 以 得 到 最 终 的 
微分 方程 .例如 


> EL1(f); 


2x(t) — Qsin(t) +2 (“ete )=0. 
由 以 下 程序 


> dsolve({EL1(f) ,x(0)#1,x(Pi/2)=2},x(t)); 


x(t) = 2sin(t) + cos(z) 一 Feos 


解 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 考虑 积分 (zeost 十 这 /2)d 的 极 值 曲线 问题 ， 其 中 z(0) 二 0，xzCx/2)==1. 
为 避 锡 混淆， 以 f2 表示 被 积 函数 . 
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> £2:=x*cos(t)+1/2*dx*2; 
2 
f2 += xcos(t) + dz 


> EL1(f2); 


d? 2 
cos(t) — ( a) — 0. 
> dsolve({EL1 (£2) ,x(0)=0,x(Pi/2)=1},x(t)); 


x(t) =— cos(t) + 1. 
注意 初始 和 最 终 状态 是 为 了 决定 所 有 任意 常数 ， 


练习 7. 10.1 用 Maple 求 下 列 问题 的 解 ， 其 中 被 积 函数 是 A(t, x, =t, 


x(2)=17. 


#7# 


且 z(1) 一 2， 


练习 7. 10.2 用 Maple 求 下 列 问题 的 解 ， 其 中 被 积 函 数 是 h(t，z， cy =a? 十 2zsint， 


E x(0)=0, z(x)=0. 
下 面 程序 解决 了 f 不 依赖 于 : 的 情形 . 


> EL2:=proc(f) 

local parti,part2,dfddx; 

parti:=subs({x=x(t) ,dx=diff (x(t) ,t)},£); 

dfddx :=diff (f,dx); . 

part2:=diff (x(t) ,t)*subs({x=x(t) ,dx=diff (x(t) ,t)},dfddx); 
' simplify (parti-part2=c) ; 


end: 
例如 ， 
> k:=dx*2/x73; 
d 2 
k :一 SS. 
> EL2(k); 
or) 
(a) 
x(t) ` 
> dsolve({diff(1lhs(EL2(k)) ,t)=0,x(0)=1,x(2)=4},x(t)); 
_ 16 —. 16 _ 
xt) = Pg riie 8r} 16’ z(t) = gle 8, 6V 
(t-57 t7) 


注意 这 里 有 两 个 答案 ， 哪 个 错 了 呢 ? 提示 ， 计 算 被 积 函 数 的 积分 . 
> int(16/(t-4)72,t=0..2); 
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> int(16/(9*(t-4/3)*2) ,t=0..2);. 


下 面 的 例子 展示 如 何 解决 等 周 问题 .这 个 问题 是 极 小 化 积分 Í Pdt, Hep r0)=2, x)= 
4, 有 zd 二 1 ， 注 意 这 里 用 到 Maple 中 的 命令 “rhs”， 这 个 命令 是 取 一 个 Maple 方程 的 右边 . 
> kl:=dx “2-1lambda*x; 
kl := dz? —Ax 
> EL1(k1); 


-4—2 (S42)= 0 


> dsolve({EL1(k1) ,x(0)=2,x(1)=4},x(t)); 
. _ a? fay. 
2) 一 一 所 十 (和 合十 3)z 十 2 
> al:=rhs(dsolve({EL1(k1) ,x(0)=2,x(1)=4},x(t))); 
re A 
al := f+ (全 十 2)z 十 2 


> 3a2:=int(at,t=0..1); 


> laml:=8olve(a2=1,1ambda) ; 
laml :一 一 48 
> subs(lambda=lam1,dsolve({EL1(k1i) ,x(0)=2,x(1)=4},x(t))); 
a(t) = 122 一 10t 十 2 | | | 
练习 7. 10.3 考虑 积分 /2 十 zzdz 的 极 值 问题 ,其 中 z(0) 一 0,z(1) = o,f zdt=7/12, 
由 以 下 步骤 解决 这 一 问题 . 
> gg:=1/2*dx~2+x*dx-lambda*x; 


> EL1 (gg); 
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> xt:=rhs(dsolve({1hs(EL1(gg)),x(0)=0,x(1)=0},x(t))); 
rae tye a l 
r= git 二 FA 


> solve(int(xt,t=0..1)=7/12,1ambda); 


7 . . 
练习 7.10.4 按照 下 列 命令 ， 用 Maple 解 例 7.6. 2 的 问题 . 最 后 的 图 如 图 7-3 所 示 . 
> Lag:=1/2* dx”2-lambda*x; 


> ELl(Lag); 
dry , 
(2)-。 
> de:=dsolve({tEL1(Lag) ,x(0)=0,x(1)=0},x(t)); ` 
:二 =} ay d p: 
de : = x(t) a at + gate 


> In:=int(rhs(de),t=0..1); 


In = À. 
> L:=solve(In=1/6,1ambda); 
L:=2 
> xx:=subs(lambda=L,de); 
ZX := X(t) =— É +t. 


> sh:=dsolve({D(x)(s)=cos(-s^°2+s) ,D(y) (s)=sin(-s~2+8) , 
x(0)=0,y(0)=0},{x(s),y(s)}, type=numeric): 


> odeplot(sh, [x(s),y(s)],-5..7,view=[-1..2,-1..1], 
numpoints=400) ; 


7.10.2 ”压力 作用 下 的 梁 柱 
下 面 我 们 考虑 如 何 计算 并 绘制 例 7. 4. 5 中 压力 P 作用 下 梁 的 问题 .我 们 用 符号 x 来 替换 
y， 因 为 这 更 符合 Maple 的 设置 ， 前 三 个 模型 如 下 ， 首先， 考虑 有 2 阶 导数 的 单 变量 的 欧 拉 - 拉 


格 归 日 方程 的 程序 ， 虽 然 这 里 用 不 到 这 个 程序 ， 但 是 它 可 以 用 在 其 他 的 问题 中 ， 例 如 求 曲率 平 
方 的 极 值 . au 
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> EL2nd0rd:=proc(f) 

local part1,part2,part3,dfdx,dfddx,dfd2x,d2tdfd2x; 
part1:=subs({x=x(t), dx=diff (x(t), t) »d2x(t)=diff (x(t), t$2)}, 
diff (f,x)); . 
dfdx: =diff(f, dx); 

dfddx:=diff (subs ({x=x(t) ,dx=dx(t) ,d2x=d2x(t)},dfdx) ,t); 
part2:=subs ({dx(t)=diff (x(t) ,t) ,d2x(t)=diff (x(t) ,t$2)}, 
dfddx) ; 

dfd2x :=diff (f,d2x) ; 

d2tdfd2x:=diff (subs ({x=x(t) ,dx=dx(t) ,d2x=d2x(t)},dfd2x) ,t$2); 
part3: =subs ({dx(t)=diff (x(t) ,t) ,d2x(t) =diff (x(t) ,t$2)}, 
d2tdfd2x) ; 

simplify (part1-part2+part3=0) ; 

end: 


> kappa2:=d2x~2/(1+dx*2)~ (5/2) ; 


d?r? .... 
(1 + dr?) 


kx2 :二 


> EL2ndOrd(kappa2); 


—20( fro) (So L za | 20 Lao) dro) (Seo 
( dt dt . dt 


+30 (r0) (dzo) —s(S2m) +2 (Grr) 


(Gr ) (Br) +2(L2) (Sem)! )/ (+ (是 cc) o 
当 被 积 函数 S 与 + 无 关 时 ， 只 需 对 i 求 一 次 积分 ， 以 下 是 解决 例 7. 4. 5 的 程序 . 


> ELxindep20rd:=proc(f) 

local part1,part2,dfdx,dfd2x,d2tadfd2x; 

dfdx:=diff (f ,dx); 

parti: =subs ({x=x (t) ,dx=diff (x(t) ,t) ,d2x=diff (x(t) ,t$2)}, 
dfdx); 

dfd2x:=diff(f,d2x); 

d2tdfd2x: =diff (subs ({x=x(t) »dx=dx(t) ,d2x=d2x(t)},dfd2x) ,t); 
part2:=subs({dx(t)=diff (x(t) >t) „d2x(t)=diff (x(t) »t$2)}, : 
d2tdfd2x); 

sinplify(-part1+part2=c); 

end 


对 例 7. 4. 5 的 被 积 函 数 ， 应 用 上 面 的 程序 . 压力 作用 下 的 前 三 个 模型 如 图 7-8，7-9， 7-10 
所 示 . 


> buckle:=muykappa2-P+(sqrt(1+dx~2)-1) ; 


d2x? 
buckle :一 afi -PIT dr — 1). 


> ELxindep20rd (buckle) ; 
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(sp (Ezy (Geo )- P(e )- 3P (fz C2) ) 加 
-sp(22«)' = P(r) ~2n(%20) 


2. (7/2) ce 
) =c 


—2n (Sao ) (Sem ) )/( + (dec) 
由 小 误差 理论 得 


> Padiff (x(t) ,t)+2*muxdiff (x(t),;$' (t,3))=c; 


» (0) z222) 


Sw =P/(2pn), 8 
> dsolve (diff (x(t), ‘$'(t,3))+omega~2*diff (x(t) ,t)=c,x(t)); 


xr) ___ -C2cos(wi) 4 =Clsin(wt) 
w w 


+£4.63. 
w 


> eqi:=eval (-_C2/omega*cos (omega*t)+ 
_Ci*sin(omega*t) /omega+1/omega~2*c*#t+_C3=0,t=0) ; 
eq2:=eval (diff (-_C2/omega*cos (omega*t)+ 

-C1*sin (omega*t) /omega+1/omega”2*c*t+_C3,t)=0,t=0) ; 
eq3 :=eval (diff (-_C2/omega*cos (omega*t)+ 

-C1*sin (omega*t) /omegat1/omega~2*c*t+_C3,t$2)=0,t=L); 


eql:=—=2 4 C30 
w 


q2 :一 -Cl 十 与 一 0. 
Ww a 
eq3 : =_ C2cos(wL Jw — Clsin(wL)w = 0. 
> solve({eq1,eq2,eq3},{_C1,_C2,_C3}); 


C=- £, C3 =— csin(wL ) ，G2 一 -一 csin(wL ) | 
z w coslwl ) C2 w cos(wL) i 


> x(t)=eval(-_C2/omega*cos(omega*t)+ 
-C1*sin(omega*t)/omega+1/omega^2*c»*t+_C3,{_C2 = 

-c*sin (omega*L) /omega~2/cos(omega*L), _C3 = 
-c*sin(omega*L) /omega~3/cos(omega*L),_C1 = -1/omega~2*c}) ; 


xr) = csin(wL )cos(wt)  csin(wt) ct __ csin(wL) 
wicos(wL ) wo eo , wicos(wL) 


> x(t)=c*tan(omega*L) /omega~3*cos (omega*t)- 
1/omega~3*c*sin(omega*t)+1/omega” 2*c*t- 
c*tan (omega*L) /omega*3; 


x(t) = ctan(wL )coslwt) csin(wt ) 4a ctan(wL) l 


3 2 3 
w w w 
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> simplify(eval(c*tan(omega*L)/omega^3*cos (omega*t)- 
1/omega“3*c*sin(omega*t)+i/omega” 2*c*t— 
c*tan(omega*L) /omega~3=0,t=L), trig); 


clwLeos(wL)— sin(wL)) _ 
w cos(wL) 


0. 
> ~L*omega*cos(omega*L)+sin(omega*L)=0; 
— wLcoslwL ) + sin(wL) = 0. 
> tan(omega*L)=omega*L; 
tan(wL) = wL. 
现在 转化 为 变量 x 一 y,， 取 c=1,， tanWwlL)=ol. 


> y:=1/omega”2*x-1/omega~2*L+L/omega” 2*cos(omega*x) 
-1/omega”3*sin(omega*x) ; 


x L , Leos(wx) _ sin(wx) 
2 + 2 3 


y=; 
w w w w 


> plot({tan(t),t},t=0..20,view=[0..20,0..20]); 


由 图 7-7 知 ,上 和 tant 的 交点 . 可 以 用 Maple 20 
的 “fsolve” 命 令 求 出 这 些 交 点 .为 了 得 到 好 的 浮 点 18 


解 ， 需 要 指定 区 间 ( 例 如 ，0. 5.. 5). y 
> wL:=fsolve(tan(t)=t,t,0.5..5); 12 
wL :一 4. 493 409 458. f 
> yy:=subs(L=2,subs(omega=wL/L,-y)); 6 
yy :=— 0. 198 110 731 3x + 0. 396 221 462 6 ; 
— 0. 396 221 462 6cos(2. 246 704 729x) ; 

+ 0. 088 178 356 80 sin(2. 246 704 729x) 2 4 6 8 

(7. 10. 1) 图 7-7 


> plot([x,yy,x=0..2] ,scaling=constrained,view= 
[0..2,0..0.6]); 


取 其 他 tanz 一 上 的 解 ， 得 到 另外 的 模型 . 
> wL2:=fsolve(tan(t)=t,t,2*Pi..5*Pi/2); 
wL2 : = 7.725 251 837. 
> yy2:=subs(L=2, subs (omega=wL2/L,-y)); 


yy2 : =— 0. 067 024 672 32x + 0. 134 049 344 6 
— 0. 134 049 344 6cos(3. 862 625 918x) 
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10 12 14 16 18 20 
t 


t 和 tant 的 交 


(7.10. 2) 


+ 0. 017 352 100 29sin(3. 862 625 918x) 
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0 0.2 04 06 08 1 12 14 16 18 2 
图 7-8 第 一 个 模型 


02 04 06 08 1 12 “1416 .1.8 
图 7-9 第 二 个 模型 
0.2 
0.1 
0 
_01 02 04 06 08 1 Z 14 16 18 2 


图 7-10 第 三 个 模型 


> plot ([x,yy2, x=0. .2] ,scaling=constrained,view= 
[0..2,-0.2..0.3]); 


> wL3:=fsolve(tan(t)=t,t,3*Pi..7*Pi/2); 
wL3 : = 10.904 121 66 
> yy3:=subs (L=2, subs (omega=wL3/L,-y)); 


yy3 : =— 0. 033 641 752 74x + 0. 067 283 505 49 
— 0. 067 283 505 49cos(5. 452 060 830x) (7. 10. 3) 
+ 0. 006 170 465 406sin(5. 452 060 830x). 


> Pyot [x,yy3, x=0. .2] ,scaling=constrained, view= 
[0..2,-0.1..0.2]); 


练习 7. 10.5 用 Maple 解决 悬臂 粱 问题 (练习 7. 4. 6) 和 弹性 杆 问 题 ( 练 习 7. 4. 10). 
7.10.3 WE 
下 面 程序 给 出 积分 


[Ary de »dy(t)) dé 
的 欧 拉 -- 拉 格 朗 日 方程 ， 其 中 de, dy 表示 对 于 + 的 偏 导数 Se, Zy. RM THA eR f 
必须 采用 下 面 符号 ， ts Xs Ys dz, dy. 
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> ELsystem:=proc(f) 

local e11,e12,parti,part2,part3,part4,p2,p4,dfddx,dfddy; 
parti:=subs ({x=x(t) ,y=y(t) ,dx=diff (x(t) ,t) ,dy=diff (y(t) ,t)}, 
diff (f,x)); 
dfddx:=subs({x=x(t) ,dx=dx(t) ,y=y(t) ,dy=dy(t)},diff(f,dx)); 
p2:= diff (dfddx,t); 

part2:=subs ({dx(t)=diff (x(t) ,t) ,dy(t)=diff (y(t) ,t)},p2); 
el1:=simplify(parti-part2)=0; 

part3:=subs ({x=x(t) ,y=y(t) ,dx=diff (x(t) ,t) ,dy=diff(y(t),t)}, 
diff(f,y)); 

dfddy :=subs ({x=x(t) ,dx=dx(t) ,y=y(t) ,dy=dy(t)},diff(£,dy)); 
p4:=diff (dfddy,t); 

part4:=subs ({dx(t)=diff (x(t) ,t) ,dy(t)=diff (y(t) ,t)},p4); 
e12:=simplify(part3-part4)=0; 

el1,e12; 

end: 


这 里 我 们 考虑 练习 7. 7. 13 的 情形 ， 对 于 双 摆 我 们 得 到 如 下 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ， 其 中 ， 一 
个 摆 的 悬挂 点 是 (0，0) ， 摆 锤 的 质量 为 略 ， 第 二 个 挂 在 第 一 个 摆 的 摆 锤 上 ， 且 摆 锤 质量 为 M. 
输入 的 ! 是 摆 的 公共 长 度 ， 显 然 8 是 重力 加 速度 ， 下 一 个 小 程序 给 出 了 这 个 摆 的 欧 拉 - 拉 格 并 
日 方程 . 


> ELeqs:=proc(m,M,1) 

local L,T,V,g; 

g:=9.8; 

T:=1/24m*1*2*dx"2 + M#1*2*cos(x-y) xdxedy + 
1/2*M#1°2*(dx"2+dy*2) ; 
Vi=meg*1+m*g+1+(1~cos (x) )+M*g*1*(2-cos(x)-cos(y)); 
L:=T-V; 

ELsystem(L) [1] ,ELsystem(L) [2]; 

end: 


> ELeqs(m,M,1); 
— 0. 200 000 000 0/(49. msin(a(z)) + 49. MsinCxr(t)) 


d? , d 2 
+5. ml (jae )+ 5. Misin (x(t) — 1. y(t)) (we) 
dê d? 
+5. Micos(x(t) — 1. y(t) ) (477 )+ 5. MI (4720) ) =0, 
2 
— 0. 200 000 000 OMI (49. sin(y(1)) — 5. sin(x(t) — 1. y (2) ($20) 


+5. leos(x(s) —1. y0 (ato )+5.1(S590)) = 0, 
这 是 一 个 得 到 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 数值 解 的 程序 ， 然 后 动态 实现 运动 ，m，M，! 如 上 ， 初 始 条 
件 是 x0( 第 一 个 摆 和 竖 直 方向 的 夹 角 )，y0( 第 二 个 摆 和 竖 直 方向 的 夹 角 )，Dx0，Dy0( 初 始 角 


速度 )，T( 解 的 运行 时 间 )，N (动态 实现 的 光滑 因子 ). 


294 第 7 章 


> doubpend:=proc(m,M,1,x0,y0,Dx0,Dy0,T,N) 

local sys,desys,xx,yy; 

sys :=[{ELeqs(m,M,1) [1] ,ELeqs(m,M,1) [2]] ; 
desys:=dsolve({sys[1] ,sys[2] ,x(0)=x0,y(0)=y0,D(x) (0)=Dx0, 
D(y) (0)=Dy0}, {x(t) ,y(t)},type=numeric, output=listprocedure) ; 
xx:=subs(desys,x(t)); yy:=subs(desys,y(t)); 

display (seq({plot ([[0,0], [(1*sin(xx(T+*t/N)) ,-l*cos(xx(T#t/N))], 
[l*sin(xx(T*t/N))+l*sin(yy(T*t/N)),-l*cos(xx(T*t/N))- 
1*cos(yy(T*t/N))J] ,color=blue ,symbol=box)},t=0..N),view= 
(-2*1..2*1,-2*1..1],scaling=constrained, insequence=true) ; 
end: 


为 得 到 静态 的 图 像 ， 我 们 写 一 个 稍微 不 同 的 程序 。 比较 这 两 个 程序 . 


> doubpend2:=proc(m,M,1,x0,y0,Dx0,Dy0,T,N,s) 

local sys,desys,xx,yy; 
sys:=(ELeqs(m,M,1) [1] ,ELeqs(m,M,1) [2]]; 
desys:=dsolve({sys[i] ,sys {2] ,x(0)=x0,y(0)=y0,D(x) (0)=Dx0, 
D(y) (0)=DyO} ,{x(t) ,y(t)},type=numeric, output=Listprocedure) ; 
xx:=subs(desys,x(t)); yy:=subs(desys,y(t)); 

pointplot ([[0,0], {1*sin(xx(T#s/N)) ,-l*cos(xx(T*s/N))1], 
[1*sin(xx(T*s/N))+l*sin(yy(T*s/N)),-l*cos(xx(T*s/N))- 

1*cos (yy (T*s/N))]] ,color=blue ,symbol=box,connect=true,view= 
(-24*1..2*1,-2+*1..1] ,scaling=constrained,xtickmarks=0, 
ytickmarks=0) ; 

end: 


> doubpend2(1,2,2,Pi/4,3*Pi/4,0,0,10,45,0); 
> doubpend2(1,2,2,Pi/4,3*Pi/4,0,0,10,45,3); 
> doubpend2(1,2,2,Pi/4,3*Pi/4,0,0,10,45,6); 
> doubpend2(1,2,2,Pi/4,3*Pi/4,0,0,10,45,10); 
> doubpend2(2,2,2,Pi/4,3*Pi/4,0,0,10,45,12); 
> doubpend2(2,2,2,Pi/4,3*Pi/4,0,0,10,45,18); 


7-11 显示 了 双 摆 摆动 的 过 程 ， 注意 图像 的 顺序 是 从 左 向 右 ， 从 上 向 下 ， 下 面 做 动画 ， 


> display(seq(doubpend2(1,2,2,Pi/4,3*Pi/4,0,0,30,100,1i), 
i=0. .100) ,insequence=true) ; 


练习 7. 10.6 HAAR m, M, x0, yO, FERA KHIR. 
练习 7. 10.7 用 类 似 的 Maple 方法 ， 分 析 练 习 7. 7. 12 中 的 弹性 摆 . 
7. 10.4 被 约束 的 粒子 的 运动 
在 7. 6. 2 节 我 们 讨论 了 曲面 上 势能 作用 下 粒子 的 运动 . 这 里 我 们 用 Maple 绘制 如 图 7-4 所 
示 的 运动 轨迹 .首先 给 出 球面 的 参数 方程 . 
> sph:=<cos(u)*cos(v) |sin(u)*cos(v) |sin(v)>; 
sph := [cos(u)cos(v) ,sin(u)cos(v) ,sin(v) ] 


“EFG” 和 “ELsystem” 表 示 球 形 硫 中 粒子 运动 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 程序 ， 注 意 动能 由 度量 
(F 二 0) 和 参数 对 时 间 的 导数 给 出 ， 取 势能 为 参数 方程 的 第 三 个 坐标 ， 对 应 于 重力 势能 mgh. 
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图 7-11 双 摆 的 运动 


> Equat:=proc(X) 

local Metric,TT,VV,LL,Eul,eqi,eq2; 
Metric:=subs ({u=x,v=y},EFG(X)); 

TT:=1/2* (Metric [1]*dx72+ Metric[3] *dy~2) ; 
VV: =subs ({u=x, v=y} ,X[3]); 

LL:=TT-VW; 

Eul :=ELsystem(LL) ; 

eqi:=subs({x(t)=u(t) ,y(t)=v(t)},Eul(1]); 
eq2:=subs ({x(t)=u(t) ,y(t)=v(t)},Eul[2]); 
eqi,eq2; 

end: 


> Equat (sph) ; 
2 
— cos(v(t)) (一 2 (uD) )sin(v(e)) (Jou )+ cos(v(t)) (Sau) = 0, 


2 2 
iow) sin(v(t)) — coslult)) — (G20) = 0. 


由 以 下 程序 给 出 这 些 方程 的 数值 解 ， 绘 制 数值 解 可 以 看 到 粒子 运行 的 轨迹 ， 这 个 程序 类 似 
于 绘制 测 地 线 的 程序 “plotgeo”， 当 然 雅 可 比 定理 说 明 粒 子 的 运动 轨迹 就 是 测 地 线 ， 


一 cosCuCo)( 
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> plotmotion2:=proc(X,ustart,uend,vstart ,vend,u0,v0, 

Dud ,Dv0,T,N,gr,orii,ori2) 

local sys,desys,ui,v1,U,V,motion,plotX,yyy; 

sys :=(Equat (X) [1] ,Equat (X) [2]] ; 

desys :=dsolve({sys [1] ,sys [2] ,u(0)=u0,v(0)=v0,D(u) (0) =Du0, 
D(v) (0)=Dv0}, {u(t) ,v(t)},type=numeric, output=listprocedure) ; 
ul:=subs(desys,u(t)); vi:=subs(desys,v(t)); 

motion: =tubeplot (convert (subs (u=’ul? (t) , v=’ vi? (t) ,X), list), 
radius=0.01,t=0..T,color=black,numpoints=N) : 
plotX:=plot3d(X,u=ustart..uend,v=vstart..vend,grid= 

[gr [1] ,gr[2]] ,shading=XY) : 

display ({motion,plotX},style=patch,scaling=constrained, 
orientation=[orii,ori2]); 

end: 


下 面 两 个 命令 绘制 了 粒子 的 运动 轨迹 ， 如 图 7-4 所 示 . 


> plotmotion2(sph,0,2*Pi,-Pi/2,0,0,-Pi/4,2,0,12,100, 
[30, 10] ,41 ,0) ; 


> plotmotion2(sph,0,2*Pi,-Pi/2,0,0,-Pi/4,2,0,12,100, 
[30,10] ,39 ,85) ; 


练习 7. 10.8 作 练 习 7. 6.13， 即 求 抛物 形 碗 中 的 弹 球 的 运动 方程 ， 并 对 不 同 的 <， 绘制 运 
动 图 像 . 

> par:=[v*cos(u) ,v*sin(u) ,v°2]; 

> plotmotion2(par,0,2+*Pi,0,2.5,0,2,1,0,25, 150, 


[30 ,12] ,0 ,60) ; 
注意 选择 参数 ， 使 得 “plotmotion2” 可 以 直接 使 用 而 不 需要 修改 . 
7.10.5 Maple 和 聚 酯 薄膜 气球 
下 面 是 半径 为 R 的 聚 酯 薄膜 气球 的 参数 方程 . 
> MylarR:=[R*JacobiCN(u, kk)*cos(v),R*JacobiCN(u, kk)*sin(v), 


R/sqrt (2)*(EllipticE(JacobiSN(u, kk) , kk) /kk*2-(1-kk72) /kk72* 
EllipticF (JacobiSN(u,kk) ,kk))]; 


MylarR :一 | RlacobiCN (uw skk )cos(v) ,RJacobiCN(u, RR) sin(v) ,FRVE 


(PacobiSNG skk)skk) (1 — kk? )EllipticF(JacobiSN Cu, kk) ,kk) 
kk? kk? | 


聚 酯 薄膜 气球 的 轮廓 曲线 如 图 7-5 所 示 ， 绘 制 过 程 如 下 . 


> _profil:=plot ({JacobiCN(u, 1/sqrt(2)),1/sqrt (2)* 
(EllipticE(JacobiSN(u, 1/sqrt(2)),1/sqrt(2))/1/2-(1-1/2)/1/2* 
EllipticF(JacobiSN(u,1/sqrt(2)),1/sqrt(2))), 

u=-1.854 074 677..1.854 074 677] ) : 

> poles:=textplot([[-.4,0.15, ‘North Pole‘], 

[-.4,-0.15, ‘South Pole‘]] ,color=black): 


> display ({profil,poles}) ; 
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下 面 命令 绘制 图 7-6 中 的 聚 酯 薄膜 气球 . 


> plot3d(subs({R=1,kk=1/sqrt (2) ,u=u(t) ,v=v(t)},MylarR) ， 
u=-1.854 074 677..1.854 074 677, v=0..2*Pi,scaling=constrained, 
shading=xy , lightmodel=light3, orientation=[45,69]); 


> plot3d(subs ({R=1,kk=1/sqrt (2) ,u=u(t) ,v=v(t)},MylarR), 
u=-1.854 074 677..1.854 074 677 ,v=0. .13/8*Pi,scaling=constrained, 
shading=xy, lightmodel=light3, orientation=[-66,69]); 


也 可 以 用 Maple 计算 聚 酯 薄膜 气球 的 第 一 类 基本 形式 和 第 二 类 基本 形式 的 系数 、 高 斯 曲率 
以 及 平均 曲率 ， 这 些 很 自然 地 验证 了 7. 9 节 的 结果 ， 计 算 如 下 . 


> EFG(subs({kk=1/sqrt (2)},MylarR)) ; 


EE 


> lmn(subs({kk=1/sqrt (2)},MylarR)); 


id 多 


eea (u Z )JacobiDN (u, Y2 yZ 


2 
2 —JacobiSN (u 2) 


N 


RJacobiCN (wu, )JacobiDN (u, %2 ) (-1 + JacobiSN (YZ). vz 


2 ~Jacobisn (u 2Y 


> GK(subs ({kk=1/sqrt(2)},MylarR)); 


2(— 1 + JacobiSN(u, 2) ) 
R? 


显然 可 简化 为 2cnz (u, 1W7)/R. HEF 
> MK (subs ({kk=1/sqrt (2)},MylarR)) ) ; 
, JacobiCN (u, Y2 )JacobiDN (u, %2 )y2 


? R J2- JacobiSN (u, 2) 


求 出 的 平均 曲率 可 简化 为 3cn (ww，1/V3)/ (2R). 
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第 8 章 高 维 略 谈 


8.1 引言 


直到 现在 我 们 考虑 的 都 是 双 参 数 的 曲面 x(x，z). 在 数学 和 其 他 学 科 上 ， 我 们 经 常会 遇 到 
多 参数 的 几何 结构 . 的 确 物理 系统 中 自由 度 的 个 数 会 确切 地 告诉 我 们 描述 该 系统 结构 空间 所 必 
要 的 参数 个 数 . 正如 我 们 可 以 用 微分 几何 的 方法 研究 粒子 在 限定 曲面 上 的 运动 一 样 ， 也 可 以 用 
相同 的 方法 研究 多 个 参数 的 情形 . 这 就 是 说 我 们 必须 建立 高 维 曲面 的 记号 ， 使 之 符合 我 们 熟悉 
的 2 维 曲面 的 几何 性 质 . 本 章 介 绍 和 2 维 类 似 的 概念 ， 进 而 研究 高 维 曲 面 . 在 这 种 意义 下 ， 本 
章 可 以 看 作 是 从 2 维 几 何 到 高 维 转换 的 指导 . 特别 地 ， 我 们 将 不 再 介绍 一 般 意义 下 的 流 形 及 其 
共 变 微 商 ， 代 之 处 理 欧 几 里 得 空间 中 诱导 度量 意义 下 的 子 流 形 及 其 共 变 微 商 . 之 所 以 这 样 处 
理 ， 是 因为 我 们 希望 读者 在 认识 高 维 的 时 候 ， 依 然 保 持 和 现实 的 联系 . 基本 参考 文献 是 
[Car92，Spi79，SGL90，Hic65] 以 及 (与 物理 的 联系 )[CM85j] . 


8.2 HE 


正如 2 维 的 情形 ， 我 们 可 以 定义 连通 的 开 集 DOR 上 的 & 坐标 补 片 或 坐标 图 x, DRH. 
假设 
(一 (ZTC 
光滑 ( 即 任意 阶 偏 导 数 存在 旦 连续 )， 单 射 ( 像 集 上 存在 连续 的 道 史 射 ) 目 参数 曲线 的 切 向 量 


soe, wee az"t! 
dui aut 


线性 无 关 (i 二 1，…，&). 若 坐 标 补 片 已 知 ， 用 记号 3, 表示 切 向 量 , FEA MCR Ek RE, 
如 果 它 由 这 样 的 & 坐标 补 片 覆盖 : 对 于 任意 两 个 交 不 空 的 坐标 补 片 x: DR, y: D,—> 
R"''， 复 合 转移 映射 


ax = 


x! oy:y xD,) N y(D,)) > D, 

光滑 . BR, Hk DRA RRR M 的 每 个 点 都 位 于 某 个 坐标 补 片 的 像 上 . 同样 ，M 在 
PEM 点 的 & 维 切 空间 就 是 R"™ 的 由 线性 无 关 的 向 量 3,C4p)，…，3,(p) 生 成 的 子 空间 . 和 曲面 
一 样 ， 这 个 切 空间 表示 为 TM. 

例 8. 2. 1( 球 S") RH phy n REXA 

St E alpea" tE) | Cr) 十 Cr) = 1}, 

这 个 定义 完全 类 似 于 R’ 中 的 2 球面 S:. 注意 我 们 称 这 个 球面 是 R"1! 中 的 nn 球面， 而 不 是 n 十 1 
球面 . 这 是 因为 R"*' 中 的 球面 是 n RB, MAA n 十 1 RE. 所 以 n 球面 的 名 称 表示 流 形 本 身 
的 维 数 . 下 面 我 们 证 明 S En 维 流 形 ,我们 必须 利用 满足 上 述 转移 性 质 的 坐标 补 片 禾 盖 S. 

R"*! 中 的 球 极 平面 投影 St: SR MR 一 样 . 即 N=(0，…，0，,，1) 和 S= (0，…， 
0， 一 1) 分 别 表 示 北 极 和 南极 ， 就 有 北极 和 南极 投影 ; 
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1 n 


n x . 之 
Sty(zl sx t) 一 (== aad pat): 


i xl, 0e, ut =St Cul, oe, ut): RSMA ylw, oe, wt =St hw, os, 
w): R" 一 S" 一 {5) 表 示 相 应 的 逆 映 射 .x 和 y 是 光滑 的 单 映 射 ， 且 逆 映 射 ( 即 St GR. Bw 
参数 切 向 量 是 线性 无 关 的 ， 所 以 x 和 y 是 坐标 补 片 . 显然 ,x 和 yy RRS’. 以 下 只 要 说 明 坐 


标 补 片 符合 转移 映射 就 可 以 证 明 S 是 IB. 为 此 ， 注 意 x 和 y 的 表达 式 : 426 
Ga Zu’ 二 1 
MUU 5 e, UD Sa? +1’ 9 Mae +1’ Lu” +1 ’ 
cay ny we (e, ny BW, IEE 
ywo’ EN ES! 14’ 1+ Dw 
转移 映射 为 
Sty Sts 
R" 一 人 (0， wees 0) }-——+S"—(N, S}->R’, 
计算 得 出 
1 n 
y! °x(u', eee, w= (Se a =, ， w”) 
所 以 每 个 分 量 的 公式 是 
u? Hmv 


因为 R" 的 原点 不 在 转移 映射 的 定义 域内 ， 所 以 每 个 分 量 函 数 光滑 ， 因 此 S 是 流 形 . 

练习 8. 2. 2 对 球 极 平面 投影 证 明 x，y 和 y-'。x 的 上 述 公式 , 并 解释 为 什么 R" 的 原点 不 
在 转移 映射 的 定义 域内 . 

假设 坐标 补 片 x: Dy R's y: D, >R Z DONIDA. 那么 在 交集 上 ， 

XU seut) = yCw' ,ot) 
Hye xdal, e, u= lw, oo, wh), 因为 每 个 分 支 函 数 y 均 可 看 作 是 wi 的 函数 ， 所 以 由 
链 式 法 则 得 
dy ar _ ty aw ay 

这 些 变换 规则 对 那些 感 兴趣 于 不 同 参考 系 下 物理 量 之 间 的 联系 的 物理 学 家 来 说 并 不 陌生 . 
实际 上 ， 基 于 这 个 原因 和 上 述 坐 标 变换 公式 ， 以 前 的 物理 学 家 经 常 根据 这 些 变 换 规则 定义 他 们 
感 兴趣 的 数学 对 象 . 如 果 把 上 述 公 式 写成 坐标 形式 ， 得 到 


(= ses 2x) 2 aw" w (22, wee Ae w+ 


Iu’ ? Iw aw! 


2 (9, 2). 


aw 


整理 ， 得 
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这 个 公式 表明 坐标 变换 法 则 容许 我 们 通过 下 面 的 矩阵 


aw! eae aw ene Jw" 
au! au’ aut 
Jw’ 
Iu 
Jut eee aut eee Ju 
au! au’ aut 


改变 T,M 的 基 . 这 个 矩阵 是 坐标 变换 的 雅 可 比 和 矩阵 ， 记 为 Cu, w). 这 个 公式 使 我 们 可 以 给 
出 定向 的 概念 ( 见 第 2 章 ) 的 确切 定义 . RAE M 是 可 定向 的 ， 如 果 存 在 覆盖 M 的 坐标 补 片 
{z jea， 使 所 有 可 能 的 转移 变换 x! ox, 的 雅 可 比 和 矩阵 的 行列 式 为 正 ( 在 所 有 重合 点 的 值 ). 直 
党 上 我 们 可 以 这 样 理解 ， 旋 转 保持 定向 ， 而 反射 产生 相反 的 定向 . 注意 下 面 命题 . 

命题 8.2.3 假设 两 个 坐标 补 片 的 交集 道路 连通 ， 特 别 地 ， 假 设 x(D,) 门 y(D,) 关 名 ， 则 
在 任意 交点 处 雅 可 比 给 阵 的 行列 式 符号 不 改变 . ， 

证 明 这 里 我 们 将 给 出 一 个 比较 深奥 的 证 明 ( 相 对 计算 而 言 );， 因 为 在 高 维 几 何 问题 中 经 常 
会 用 这 种 方法 . 在 交集 x(D.) 门 y(D,) 中 选择 任意 两 点 p 和 gq， 并 取 路 径 a; I>x(D,) Ny(D,)C 
M, Palp, a(1)=q. 正如 引 理 2. 1.3 那样， 记 

Xu CE) = alt) = yw t), ,wt A) 
Boye xu), +, u= C a), «+, wt). FEA EE E 
J Goesm) = (Se) 


a(t) 


与 上 相关 ， 且 行列 式 是 连续 函数 deJ u, w): IR ( 因 偏 导数 连续 ). 因为 (u, w)EGLE, R) 

CR EITEK k Xk 矩阵 群 )， 所 以 对 任意 的 :，detJ us w) (zt) 承 0. 由 连续 性 (和 中 值 定理 )， 连 

续 函 数 detJ (u，w) 不 能 既 取 到 正 值 又 取 到 负 值 . E 
推论 8. 2.4 如 果 流 形 M 可 由 两 个 交集 道路 连通 的 坐标 补 片 覆盖 ， 则 M 是 可 定向 的 . 
证 明 我们 只 需 证 明 J(x，w) 的 行列 式 是 正 的 情形 . 假若 不 然 ， 我 们 改变 其 中 一 个 坐标 函 

数 的 符号 或 交换 一 个 坐标 补 片上 的 两 个 坐标 函数 ， 就 会 改变 J(w，w) 的 行列 式 的 符号 . 这 是 出 

为 行列 式 的 性 质 表 明 ， 两 行 ( 列 ) 交 换 或 某 一 行 ( 列 ) 乘 以 一 1， 行 列 式 改变 符号 . 注意 由 相交 部 

分 的 连通 性 和 上 述 命题 ， 只 需 验 证 detJ(z，z) 在 一 点 上 的 值 是 正 的 . = 
例 8.2.5( 球 SO 对 于 例 8. 2. 1 中 的 坐标 补 片 x Ay, BB RBH 


y 1 o x(u!, wt, 0)= (Hr erty Sr) =u, e., w). 
可 以 计算 雅 可 比 和 矩阵 . 首先 观察 


《2 


(Sey 
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HP, WR ij, H=0; WR i=j, HH 1. 根据 命题 8. 2. 3 我 们 需要 检验 雅 可 比 抢 阵 在 一 点 
的 取 值 ， 为 此 选取 (1， 0，…，0). 于 是 有 


J (u,v) ,0,...,0) = 


0 0 ws 1 | 

这 个 矩阵 的 行列 式 是 一 1， 所 以 上 述 坐 标 补 片 不 能 给 出 S 的 定向 . 因为 坐标 补 片 的 交 是 道路 连 
通 集 S" 一 {N，S}， 所 以 由 推论 8. 2.4 知 S" 是 可 定向 的 . 实际 上 ， 由 推论 8. 2. 4 的 证 明 ， 可 以 
定义 新 的 坐标 补 片 


l 2w? 2w! 2u? 2w” l- Dw 
1) 
这 是 通过 改变 前 两 个 坐标 函数 得 到 的 . 将 点 (1，0，…，0) 处 的 雅 可 比 矩 阵 的 前 两 行 互 换 ， 则 
. 0 1 .… 0 l 
FaPooun =] 0 2 2), 
0 0 « 1 


detJ (u, VW) 1,0,..,0) 一 上 因此 ， 坐标 补 片 x Aly 给 出 了 Ss" 的 定向 。 


8.3 共 变 微 商 


从 现在 开始 只 考虑 & 维 流 形 M* 上 的 单个 坐标 补 片 x: DCRR", 因此 从 现在 开始 研究 
微分 几何 的 局 部 性 质 ,由 命题 8. 2. 3， 因 为 D 和 它 的 像 x (D) 是 连通 的 ， 所 以 x 自动 可 定向 


对 于 M 的 坐标 补 片 x， 参 数 切 向 量 9,，…，3, 构成 每 点 的 切 空间 T,M 的 基 . 选择 向 量 
Uis +, Unti- TM 的 基 扩 张 成 R"1! 的 基 ， 且 使 得 对 任意 的 s 和 i， 有 
U,».9;=0 
和 
-U, = &. 


U: 是 MM 的 法 向 量 . 车 二 n， 只 存在 一 Akan UL， 这 时 称 M 为 超 曲面 MAR fh TAE 
超 曲面 回忆 M 的 光滑 向 量 场 V 是 对 M 的 每 一 点 指定 R"1! 的 一 个 向 量 ， EV: M->R"*) & 
光滑 的 .如果 这 个 指定 的 向 量 总 是 与 M 相 切 ， 则 称 V 是 切 向 量 场 . 3, =, a, 是 Ms 的 切 向 
BH, MU, |, Uns EMER. 

对 于 有 R"… 中 的 向 量 场 Z=(Z, e, Zt, Re BOSE AGATA SE NAN 2 维 的 情形 一 样 即 


yx” zZ = = > v LZ Je: ’ 
其 中 e 是 R"*! 的 第 i 个 标准 基 向 量 ,，v[… JERR 1 通常 的 方向 导数 vo [fj 二 Vf* wv.M 的 共 


变 微 商定 义 为 Vv*” 到 T,M 的 正 交 投影 ， 即 
V.Z = Projr,w vr", 
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Hpv ET,M, ZÆXEM E, 且 把 Z 扩 展 到 R"*! 的 包涵 M 的 开 集 Z 中 . 类 似 地 ， 对 于 切 向 
量 场 V， 由 
VvZ (p) = projr,m Vip Z 

定义 VvZ 一 projr,w V8 Z, H VÆV 的 局 部 扩展 . 下 面 练习 说 明 VvZ 的 定义 是 合理 的 . 

练习 8.3.1 证 明 VvZ 的 定义 不 依赖 于 V AZ 的 扩展 的 选取 . BR. (1) 在 M 上 对 于 了 
的 扩展 V MV WAVE Z=VE'Z. 利用 在 M EV =V, 的 事实 . (2) 证 明 在 M 上 同样 有 
VE Z =v" Z. 

从 现在 起 为 了 记号 上 的 方便 ， 不 再 区 分 M 的 向 量 场 和 它 在 R"'! 的 开 集 上 的 局 部 扩展 . E 
要 的 是 认识 到 M 的 共 变 微 商 其 实 就 是 R"*! 的 共 变 微 商 减 去 它 的 U; 分 量 ，i 二 1，…，n 十 1 一 k. 

命题 8.3.2 设 V，Z 和 W 是 M 的 切 向 量 场 ，f: M-> 民 是 M 上 的 函数 ，IM 的 共 变 微 商 
具有 下 面 一 些 性 质 : 

GM Vv(Z+W)=WZ+VWW. 

Gi) VwZ=f VZ. 

Gil) WV fZ =VLFIZ+ f VZ. 

GWVE(Z, Wo] =(WvZ, WO+4Z, VW), 其 中 (表示 有 "71 上 的 点 积 在 与 M 相 切 的 
向 量 上 的 限制 . 

(Vv)VvZ 一 VzV 二 LV，2Zj]， 其 中 [，,*] 的 定义 在 下 面 给 出 . , 

证 明 ”为 证 明 (i) ， 只 需 注意 方向 导数 和 投影 都 保持 和 式 不 变 . 对 于 (ii) ， 注 意 由 定义 ， 得 

RZ = > JJVLZ]e = f VIZ ]e = f VX” Z. 


Viv 
因为 f(p) 是 向 量 的 倍数 ， 故 对 投影 没有 影响 ， 所 以 到 投影 ， 得 到 
VwZ= projru Viv Z 
= projnu (f VEZ) 
一 Jprojrw ve" Z 
由 定义 得 
VwZ = f WZ. 
FFA ++) CALA BD AV?" 的 定义 计算 Civ). 
VIKZ,W)J= Vi 2)2Z'W'] 由 (.，.)》 的 定义 


= S vezw’ + ZiV[W'] H SR Ta JE BEE HU 


二 《V8 Z,W) 十 (2,V8”W) VE 的 定义 

一 (VyZ W? + (Z,VyW) 
因为 Z 和 W 是 M 的 切 向 量 场 ， 所 以 所 有 与 法 向 量 的 点 积 (U;，W) 和 (4Z，U,) 都 是 零 . 而 V 
和 Vv 不同 的 仅仅 是 它们 的 法 分 量 ， 故 上 述 最 后 两 行 的 等 式 成 立 . (iii) 留 作 练习 , 我 们 在 讨论 方 括 
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号 后 再 给 出 (v) 的 证 明 . a 
练习 8.3.3 证 明 (iii) 中 的 等 式 VvfZ 一 V[f]Z 十 f VvZ. 提示 : 以 (ii) 为 指导 . 
下 面 讨 论 向 量 场 的 李 括 号 . 着 V 和 W 是 M 的 切 向 量 场 ， 则 定义 
[V,wWjLf] = VEWLS]]— WLVLfAJ. 
这 里 我 们 认为 [V，W ] 在 函数 上 的 作用 类 似 于 一 个 向 量 场 的 作用 . BV, WIS ma, 的 线性 
组 合 可 以 证 明 [V， Wj 是 M 的 向 量 场 . 为 了 避免 使 用 过 多 的 方 插 号 ， 简 记 为 [V, W][fj= 
VW[fJ—WV[f]. $ V= Dv'9,,W = Dw a;, 然后 计算 


WVLSI= W 2)v' aLr] 
= DWE] aLr] + vwa] 
= >) D w a[v'la[s]+ vw a, BLD 


一 DE avi OF y jwi TL) 


Iu’ au du'du’ }’ 
类 似 地 ， 
WI = DD (v e Sot ew eh), 182 
所 以 o 
W-WA = D (D (e Z- w 24) ) ae. 
换言之 ， 我 们 有 


[VW] = oo， 其 中 a = D (v -w 了 5)， 

ALV, Wj 是 M 的 切 向 量 场 . 

练习 8.3.4 利用 方 括号 的 定义 ， 证 明 下 述 性 质 . 

DIV, WJ]=—[W, Vv]. 

(2)[aV+ow, Z]=a[V, Z]+o[W, Z], Hea, bER. 

OLEV, W], ZJ+(CW, Z], VI+((Z, VJ], WI=0CRAT ESR). 

《4) 对 于 光滑 函数 /和 & ，[AV，8gW]= fgLV,， W]+fVielW—eWL flv. . 

下 面 我 们 集中 证 明 命 感 8. 3. 2 的 (v). 首先 我 们 要 得 出 共 变 微 商 和 方 括号 间 的 一 般 关 系 式 ， 
从 而 得 到 (v). Awa Lf]=af/au', WAWER i Ms, [2 9,;] 二 0. 由 于 混合 偏 导数 相 
等 ， 则 


Ca ,9; JCF] = 9， af] — 4; aL f] = 
令 V = Dov! a, AW = Diw? 3;, 则 
VyW= De Va, (Siw! a; ) 


of af =0 
auia ` 


u’ Aui dui 
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® = Sw aw a, + vw! Va 3). 
类 似 地 

VwV = >) >) (wi ajv’ a, + wiv! Va 9.). 
因此 


WW —WwV= >) (> ( See — wi 2) a, + Uwe’ — w'v') V 3 
=[V,W]+ >) 2) ww — wv) V3. 
为 证 明 (v) ， 只 需 证 明 公 式 中 的 第 二 项 为 零 . 
引 理 8.3.5 Va ai 一 Va ai 一 0 
证 明 将 上 述 公 式 应 用 到 有 "+ 的 共 变 微 商 VE E, 其 中 3; = Sate, ma, = Sole» 得 到 
、 k i 
VE a, — VE a, = [3,3] + >) abt — b'at) VE e, = 0 +0 = 0. 
Í EI 7 
这 是 因为 由 上 述 讨论 知 [3;，3;] 二 0 以 及 由 YY ”的 定义 知 VR”e, 一 0. RAVE a =v a, 
所 以 Vs a 和 Vs 3: 的 投影 相等 . 
命题 8. 3. 2 PCW ATE 对 于 一 般 公 式 
VW— VwV = [V,W] + >) >) (iw! — wv') Vaa， 
考虑 最 后 一 HD Dy ww 一 wiv') Va3i, 其 中 括号 里 的 因子 关于 ;和 7 反对 称 . 根据 引 理 8. 3.5, 因 
子 Va ai 对 于 i 和 j 对 称 . 由 于 任意 一 项 和 它 的 负 值 总 是 同时 出 现 ， 因 此 对 i 和 j 求 和 为 零 . 所 以 
WW —VwV = [V,W]. | 
假设 MCR" PEHE., W M 只 有 一 个 单位 法 向 量 场 U. 对 于 切 向 量 场 V 和 Z, 因 为 
WZEVE Z 在 切 方向 的 投影 ， 所 以 记 
VEZ = VZ + (VEZ ,UU. 
再 次 注意 V AZ UAT RRR PAIRED AER VE 2Z 有 意义 . 
练习 8. 3.6 证 明 上 述 法 分 量 的 系数 是 (V8 Z, U). 
因为 由 (iv) 得 ViZ, UD) 二 (VR TZ, UZ, VUUR, U)=0, BRERA AT 
上 述 方程 写成 
VZ= VEZ — (VE Z,U)U 
= VEU Z+(Z,VE UU. 
再 由 《4*,*) 的 对 称 性 得 
WZ = VEZ —(S(V),Z2)U,. 


其 中 SCV) =— VP U ER h M 的 形状 算 子 8. 3.2 的 性 质 ( 特 别 是 (iv) 和 (v)) 可 以 用 来 证 明 
定理 2. 3. 5 的 推广 命题 . 
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定理 8.3.7 形状 算 子 是 切 空 间 的 对 称 的 线性 变换 ， 
证 明 由 VE” 的 性 质 知 S 是 线性 的 . 因为 (U，U)=1 是 常数 ， 所 以 
0 = ViU,U) = (VE UU) + (U, VE U) = 20V8 UU). 


因此 (v8 U, U)=0. (SCV), U)=(—VE"U, U) =0, BER pe M, SCV) (pe 
T,M. 下 面 证 明 线 性 变换 S 是 对 称 的 . FRE PRIMER Be ZA, Z)=-0oWR 
命题 8. 3. 2 的 性 质 (Civ) 和 (v). 
(SCV) ,W) = (~ VF" U,W) 
= (U,V W) 由 (iv) AU,W) = 0 
(U, [V,W]+ ve V) 由 (v) 
= (U,[V.W]) 二 (UVR V) 


一 0 一 (VR” ULV) 因为 [LV,W] 是 切 向 量 场 以 及 由 (iv) 


= (V, — VE" U) 
= (V,S(W)). 
a 
例 8.3.8( 半 径 为 R 的 球面 S") 对 于 坐标 r, e, t, RH pA R 的 n 球面 的 单 


位 法 向 量 场 为 
U = Eo see ct), 


因为 欧 几 里 得 共 变 微 商 正 是 坐标 形式 下 的 方向 导数 ， 所 以 对 于 切 向 量 场 V= (Vi，.， 
VD), & 
SCV) (p) =— VEU 


i 
R 


一 $o Cp) ye „Vt (p)) 


VDL], VEDE YD 


_ VO 
R > 
其 中 第 三 行 成 立 是 因为 r 是 坐标 函数 ， 以 及 
VLzo] = 2z yi = Við = V', 
因此 ， 球面 的 形状 算 子 同 2 球面 一 样 -一 它 就 是 球面 半径 的 负 倒数 与 标量 的 乘积 . 
超 曲 面 形状 算 子 的 作用 同 Rs 中 的 曲面 形状 算 子 相似 ， 但 必须 认识 到 在 高 维 流 形 中 它 的 作 
用 不 如 在 R* 中 重要 . 因为 高 维 流 形 的 超 曲 面相 对 少见 ， 而 由 定义 知 Rs 中 的 曲面 就 是 它 的 超 曲 


面 . SFR 中 的 非 超 曲面 的 流 形 ， 以 广义 的 第 二 基本 形式 替代 形状 算 子 ， 即 (SCV) ，ZyUT. 
对 于 V 和 2Z 的 切 向 量 场 ， 如 果 写 成 


ntl 
VvZ = projr,m Vy Z, 
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意味 着 忽略 了 VE WEDE. 用 上 标 TAN 分 别 表示 切 投影 和 法 投影 ， 即 
y Z= (VE ZT EVE Zs 
兰 VvZ + BW,Z). 
BWV, D= D RAM CRU HB AES . 
命题 8.3.9 B(。，.) 满 足下 述 性 质 ， 
OBYV, Z)=fBWV, Z). 
(DBV, fZ)=fBW, Z). 
(3)B(V, Z)=B(Z, V). 
前 两 个 性 质 说 明 B 是 双 线 性 的 ， 即 对 每 一 个 变量 都 是 线性 的 ; 最 后 一 个 性 质 表明 B 是 对 称 的 . 
证 明 我 们 只 证 明 (2)，(1) 和 (3) 留 作 下 面 练习 . 由 定义 ， 得 
BW f2)= VE" fZ—WfZ 


= VLZ + f VF" Z—-VEFIZ— f WZ. 
根据 命题 3. 1 的 人 性质 (iiil ， 有 


R"t! 
= fv Z 一 FvvZ 


= VĒ Z— vZ) | 
= fB(V,Z). . 
练习 8.3.10 证 明 上 面 的 (1) 和 (3) 成 立 . ER: 利用 命题 8. 3. 2 的 性 质 (ii) 证 明 (1). 对 于 
(3)， 需 要 利用 命题 8. 3. 2 的 性 质 (v) 以 及 [V，2Z]j 是 切 向 量 场 ,，[V，Z]*=0. 
对 任意 点 pE M， 根 据 命题 8. 3.9，B(p) 都 是 对 称 的 双 线 性 映射 T,M XT,M 一 N,M， 其 
H N,M=(U,; ++) Uni.) Æ M 在 R"1!' 中 的 法 向 量 空间 . 由 B 可 以 定义 平均 曲率 向 量 场 为 


k + 
H(p)= $v a)” 
s=] 7 


k 
= D1B(p) (0,,9.), 


s=] 


其 中 假设 3 ，…，ak 在 点 正 交 ，B(p) (3,，9,) 表 示 双 线性 形 B(p) 在 (9;,，3,) 的 值 . 

练习 8.3.11 对 于 Rs: 中 的 2 维 坐 标 补 片 x(x，v)， 证明 这 里 的 HRB LOEW 
曲率 的 两 倍 . 

在 下 一 节 介 绍 克利 斯 条 夫 符号 后 ， 我 们 会 更 多 地 讨论 第 二 基本 形式 . [Car92] 是 一 本 优秀 
的 参考 读物 . 本 节 所 给 出 的 不 是 最 一 般 的 共 变 微 商 的 定义 ， 这 一 点 很 重要 . 我 们 以 前 说 过 定义 
流 形 不 要 参照 欧 几 里 得 空间 ， 自 然 ， 定义 共 变 微 商 也 不 要 参照 欧 几 里 得 空间 的 共 变 微 商 V*”. 
抽象 的 共 变 微 商 的 基本 性 质 就 是 命题 8. 3. 2 中 的 性 质 (i)、(ii) 和 (iii)， 而 进一步 满足 性 质 (iv) 
和 (v) 的 共 变 微 商 ， 称 为 莱 维 - 齐 维 塔 联络 或 黎 曼联 络 . 每 一 个 流 形 都 有 唯一 的 黎 曼联 络 ， 对 于 
诱导 度量 的 流 形 M CR"'! ， 我 们 定义 的 联络 自然 是 黎 曙 联络 . 
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8.4 克利 斯 条 夫 符号 


3.4 节 介 绍 的 克利 斯 条 夫 符号 实际 上 是 二 阶 偏 导 数 x. Ax Fx, x, MURR. A 
为 FF 二 x。，x, 一 0， 所 以 
Xm = PX y H DaX, + LU 
X uv = Pat, + TX, mU 
xX, = TX, +x, + nu. 
可 以 由 度量 王 和 CGCF=0) 表 示 克 利 斯 杀 夫 符号 ( 见 公 式 3.4.3), 


_E,, _E, . 
Xu = ope agree FU 
E, 


G, 
Xuv xu tb sare + mU 


T 2E 
xa =— Stx, + Sx, + nU. 
xu 其 实 就 是 Y&”“x,，x 和 xuw 也 类 似 ， 从 上 面 的 表达 式 中 消去 品 分 量 1U，mU 和 nU， 就 
得 到 相应 的 Vs。x, Vax, AV. x,。 把 这 些 推广 到 上 维 的 情形 ， 简 记 为 
Vea; 一 Sn, a, + D6sU,, 
取 其 切 分 量 ， 则 
Va,9; = Sr a,. 
练习 8.4.1 利用 引 理 8. 3.5 证 明 对 任意 j s DR. 


2 维 的 克利 斯 杂 夫 符号 可 以 由 度量 表述 ， 同 样 ， 高 维 的 克利 斯 休 夫 符号 也 可 以 用 度量 ( 传 
统 的 高 维 符号 ) 表 述 ， 即 

By = 68;59;), g = det( gy), 438 
其 中 (gs ) 是 度量 系数 矩阵 ， 显 然 g= g DERBY, MAD. Ue KER l 
Ce ) 的 道 矩阵 ， 以 下 面 的 证 明 为 例 ， 可 以 由 此 逆 和 矩阵 分 离 一 些 特定 的 量 ， 特 别 地 


De" Bis = OF 
命题 8. 4.2 克利 斯 条 夫 符 号 由 度量 
1 . 
Ts = B28™ Ogy + 4.85 — Igu) 
决定 . 
证 明 由 命题 8. 3. 2 的 性 质 (iv)， 得 
9.g5 一 3,3; ,9i)》 
一 (Va 9i ,9i) 十 《ai Va, 9i) 


一 (Dr: ai) + (a. Pr, a.) 
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= 5 (Tigy + Tyee). 
i 
类 似 地 
= S hgs Hrg) 和 gs = >) Ties + Tues), 
l i 
且 
agi 十 9;g; 一 985 = Èr Zie 


乘 以 度量 矩阵 逆 矩 阵 的 第 miT, 因为 2) ggr = OF ,所 以 


5 ig” ag, + 8.85 —9gs) = ya De" eH = T}. | 

推论 8. 4.3 对 于 M=R t, 克利 斯 采 夫 符号 是 零 . 
证 明 因为 度量 系数 gj 是 常数 ， 所 以 偏 导 数 为 零 ， 根据 命题 8. 4. 2， 克 利 斯 休 夫 符号 
AS. | 
8.4.4 考虑 2 AERA xu, v= xu’, w), HP F=x,-x,=0. WEBREAERE 


»=[F °) ce) = [VF ° | 
8 lo G ss Lo wel’ 


其 中 行列 式 为 g=det(g,)=EG. 例如 


逆 是 


r i li — 1 -0 E, 
Pu 2 EE E.— Ew) 2 0 2E” 
w = Pi 2 EO E.—0) 2 0 2E 


练习 8.4.5 证 明 
r, =T =—G,/2E, Tu = Th =— E,/2G, 
Fas = Ti: = G,/2G 和 Tw = I} = G,/2G. 
因为 上 述 厂 的 公式 也 出 现在 2 维 的 测 地 线 方程 中 ， 所 以 在 高 维 的 时 候 出 现 就 很 正常 ， 更 一 
般 地 ，M 的 切 向 量 场 V ARa: IM =x, e, ÆFIR, MURTHA EEA 
有 VeV 一 0。 以 下 是 此 条 件 的 局 部 坐标 形式 . 令 V= >) via,, 


VeV= DY vv 
-了 E(D jaa + Le Urs a.) 
= oat +o% ED Dw Dr a. 


dui 9 js 
= D(X (T Fe t Ge Der) )a- 
这 一 表达 式 为 零 当 且 仅 当 每 一 个 分 量 为 零 ， 因 此 ， 对 任意 的 s， 有 
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dui au’ u ips Yo 
D (Gr ga + Ge DoT )= 
根据 链 式 法 则 ， 第 一 项 > Cdu'/de + avau) 恰好 是 dv/dt. 因此 ， 有 以 下 命题. 
命题 8. 4. 6 VAPHE ERR STT ERGs 
a+ Dins wys == 0. 
推论 8. 4.7 TT 当 且 仅 当 
dui dui _ 
a e+ Os Gara’ . 
证 明 BAR a(t) =x t), e, wht), A a’ = 2 (du! /dt) 3. 因此 ， 由 上 面 


命题 8. 4. 6 的 公式 , 作 代 换 du /dt = v , 测 地 线 方 程 Via = 0 就 是 上 述 方程. ' oo B 

因为 命题 8. 4. 6 的 条 件 是 一 阶 线性 微分 方程 ， 所 以 平行 向 量 场 存 在 且 唯 一 ， 但 是 平行 向 量 
场 旋转 的 角 函 数 却 无 法 确定 . 原因 很 简单 ， 角 只 能 决定 平面 上 的 旋转 ， 高 维 时 ， 描 述 了 旋转 变 
换 的 是 特殊 正 交 群 SO), NPE det(A)=1 A AASI WERE A 构成 的 群 . 

练习 8.4.8 用 以 下 方式 定义 平行 变换 .给 定点 PEM KI V 和 M 上 满足 (0) 一 户 的 曲线 
a RV 是 沿 a 唯一 的 平行 向 量 场 ， 其 中 Y(0)=Ve， 则 (ti) 是 w。 的 平行 移动 . 证明 这 样 定义 
的 变换 是 T,M 到 T.,M 的 线性 变换 ， 而 且 等 距 . 也 就 是 说 对 于 沿 a 的 两 个 平行 向 量 场 V 和 
W， 内 积 (V，W) 是 常数 .也 可 证 明 平 行 移动 保持 定向 ， 而 保持 定向 的 等 距 属 于 SOtn): RR: 
利用 命题 8. 3. 2 的 性 质 (iv) 证 明 等 距 . 


在 第 7 章 中 已 经 证 明 测 地 线 是 能 量 积分 | Td 的 极 值 曲线 ,其 中 动能 为 工 = 1/2]a' |. 在 高 维 
时 we = >) (du‘/de) 3; 且 因为 没有 假设 3 - a; = 0, 故 |e' |? = Digs ú‘ ú’. 对 应 的 能 量 积 分 是 


[OR OO “De, üt wide, | 
这 里 不 考虑 系数 1/2， 将 练习 7.1.7 推广 到 有 个 函数 ， 对 于 任意 *， 得 到 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 为 
a (2) aL 


dar) au T 


如 下 直接 计算 每 一 部 分 ， 
| se ew -Dewt Deis 
HA 
H- Dt uiw) D (eit D aa) 
= 29g ü +0 (Set + iw. 


ow 
因此 ， 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 变 为 


d /9L aL m 1 9gy | Igas  IBG\ e y 
AT Ou’ Dogs ü ty (al T u ew = 0. 
利用 恒等式 >)g”g。 一 87 可 得 i” = > 58。 ui, ERRA De" RAB 
9 s +2 w 9 dei 
aE" (Deity D (au +E — Set hi'i )=0 
Igy I Bis 9 i = 
Der Deri + D g De” +) at =o, 


化 简 得 , 
u” + DOTY uid = 0. 


这 就 是 测 地 线 方程 ， 因 此 高 维 情形 也 类 似 ， 测 地 线 方程 可 由 变 分 原理 得 到 . 
< 练习 8.4.9 证 明 对 于 2 维 正 交 坐 标 补 片 xY(xk，z) ， 上 述 的 测 地 线 方程 和 第 5 章 的 一 样 . 
我 们 想 要 选择 基 个 正规 坐标 使 共 变 微 商 的 性 质 更 好 一 w, 在 下 一 节 中 ， 这 一 坐标 将 大 大 简 
化 曲率 的 讨论 . : 
定理 8.4.10 对 于 流 形 M: FR PCM, BARBRA eC. ee, w), BP xO; ……，0) 二 
Pp, EA : ， o 
gy(p) = (AP) GD =H fe Va,9,(p) 一 0， 
a pru, e, ut 是 正规 坐标 . 
证 明 梗概 ”具体 的 证 明 需 要 指数 映射 的 知识 ， 因 为 我 们 还 没有 介绍 过 ， 所 以 这 里 只 介绍 一 
个 证 明 的 提纲 ， 取 p 点 的 切 空间 ， 对 于 任意 向 量 v € T,M， 构 造 映射 将 TM bo 方向 经 过 原 
点 的 直线 有 映 到 经 过 点 v 方向 的 单位 速度 测 地 线 ec。， 即 


tu | a, (t). 
为 简单 起 见 ， 假 设 M 是 完备 的 ， 则 测 地 线 可 以 无 限 延 伸 ， 这 个 映射 就 定义 一 个 从 TM 到 M 
的 坐标 补 片 .正如 坐标 补 片 x 的 坐标 一 样 ， 取 T,M WEZER u, e, u. REEN, 
因为 坐标 正 交 ， 所 以 在 p 点 ，g; 二 WH， 而 切 向 量 v 一 (vi ，…，wt) 满 足 
XU 1s su E) = ay (E) = x (p01 to!). 


而 且 ， 对 任意 的 i， 局 二 (iv)/dz? 一 0， 测 地 线 方程 显然 在 a 上 总 是 成 立 的 ， 即 
Dr; Cas (1)) ùf ú’ = Dr; las (1))viv’ = 0, 
而 且 对 任意 的 wE T,M 上 式 都 成 立 仅 当 EFR. 因此 
V2,8;(p) = LTGP) an 一 0. = 
上 面 这 些 为 初步 知识 ， 下 面 以 高 维 平均 曲率 向 量 场 和 高 维 曲面 面积 极 小 化 之 间 的 关系 作为 


本 节 的 结尾 .注意 使 用 正规 坐标 简化 讨论 ， 对 于 具体 的 细节 ， 推 荐 阅读 [Law80 定理 1.4 JA 
[SGL90, 定理 5. 19] . 


对 流 形 M( 假 设 是 单 坐标 补 片 ) 作 类 似 于 定理 4. 3. 4 的 变换 ， 即 取 M, 一 M 十 :U， 其 中 U 是 
M 的 法 向 量 场 ， 对 于 坐标 (wi ，…，w)， 面 积 元 为 
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dA = Jgdul--dut, 
其 中 g= 二 det(gi ) 是 由 度量 系数 矩阵 的 行列 式 ，(2 维 时 dA=/EG— F dudv. ) 类 似 地 ， 在 M, 上 
g= det(gi), 面积 元 为 


dA, = Vgidu'du: = vesi 一 Chan, 
高 维 面积 就 是 


A(t) =| VELJA. 
M, Vg 


和 第 4 章 一 样 求 这 个 面积 函数 的 临界 点 . 注意 上 述 积分 与 选取 的 坐标 系 有 关 ， 所 以 固定 点 PCM, 
并 取 p 点 的 正规 坐标 系 .， 对 于 p 点 的 正规 坐标 系 ， 切 向 量 场 9, --, a, EZ, BREKKE 
ARV 3; 都 等 于 零 . 把 法 向 量 场 U 作为 另 一 个 局 部 坐标 ， 所 以 ， 对 任意 的 ; 和 7 ， 有 
[a;,,9]=0 和 [U,a,]=0. 
dA(t) 


_f4d( ve 
dt |,-。 | ve) | a. 
因为 坐标 向 量 场 在 p 点 是 标准 正 交 的 ， 所 以 g=1. Ae 


以 下 计算 


(a) _ 1 dg./dt 
dt VE a 2 Vg t=0 
— ldg 
2 dt |= 
练习 8.4.11 ÆRE OSG ORE BRE QOI RERE, 证 明 
duetaQco) f = ($80) 


提示 : 由 Q(2) 的 行列 式 的 定义 ， 得 
detQ = D (— Pg uo t Ghote » 


ES, 


其 中 属于 & 个 文字 的 置换 群 S;。 用 乘积 法 则 求 dQ/dt， 取 在 :=0 的 值 ， 使 得 除了 含 因子 
gr (0) = 1 和 单个 dg: (0)/dt 以 外 的 所 有 项 都 是 零 ， 因 此 ， 行列 式 和 式 就 是 dg; (027 由 的 和 ， 即 
迹 trQ“ (0)， 

因为 g 一 det(g; )， 把 这 个 练习 代 和 人 人 上面 的 结果 ， 得 


dfg] _ 1 8 
al“) a? at | xo 
Iwai x 
~ 2 57 (9 199? io’ 
其 中 , ORAS m >m 十 iU 所 确定 的 上 级 向 量 场 ， 因 为 U 是 1 方向 的 ， 所 以 
df sg: _i1x 
E) PUG iD] 
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根据 命题 8. 3. 2 的 性 质 (iv) 、(v) 以 及 上 面 提 及 的 括号 积 是 零 ， 得 


diva|l|  _ LS) v8" -十 (入 ,78 F) [sno 
de | Vg J fizo i 
k 
= Dy vs 9 9 ) le=o 
=] 
k Rit 
= 2 (Vz, U,9 ) | ,-。 
一 
再 由 性 质 (iv) 得 
dive 19:09; ) heso — (U,VE a) Leno 
dt | Jg jl | 


Rt 
9;《U ,9;) — (U , Va, 3) — (U, (Va. a)™), 


这 是 因为 Vv* ”一 V 十 (VR”D)w Aliso HEM L. 同时 ,t==0 时 ，U Ma, 正 交 ， 而 且 坐 标 是 正 
规 坐 标 ， 故 


k 
RT? 


一 | 一 二 一 —U,(V; 9a;)%) 
dt | Vg | |,, >, 3; 
k 
_ (U, VE aD") 
i=1 
一 一 {U,H), 


KPH BR UPAR M 的 平均 曲率 向 量 场 ， 积 分 得 下 面 定理 . 
定理 8.4.12 面积 函数 的 导数 在 零点 的 取 值 是 


dA) =| — (U, H)dA, 
dt t=0 M 


AP HRPA, URREN A. 

如 果 M( 即 :一 0) 是 所 有 变 分 的 临界 点 ， 那 么 必 有 H=0. 假设 互 RAR, 那么 一 定 存在 U 
使 得 4， 互 ) 不 为 零 ， 这 样 在 某 个 局 部 上 积分 不 为 零 ， 这 同 假设 M 是 A( 妇 的 临界 点 矛盾 ， 因 
此 得 到 定理 4. 3. 4 在 高 维 时 的 推广 . 

推论 8.4.13 若 M 是 面积 极 小 的 ， 则 它 的 平均 曲率 向 量 场 为 零 . 


8.5 曲率 


在 3.4 节 得 到 了 仅 与 度量 相关 的 高 斯 曲率 公式 ， 这 自然 引出 了 高 斯 绝 好 定理 ， 和 仔细 研究 公 
式 的 推导 过 程 ， 发 现 我 们 用 到 x 一 x 二 0.， 以 共 变 的 记号 表述 (注意 相对 于 某 条 参数 曲线 的 
共 变 微 商 就 是 偏 导 数 )， 有 
VE vR x Ve ve x,—0. 
而 且 导 数 也 揭示 了 U。 MU, 的 下 标的 本 质 ， 其 中 U 是 曲面 的 单位 法 向 量 .， 实际 上 就 是 公式 中 
项 (ln 一 mw )/EG 一 K， 现 在 不 用 单位 法 向 量 给 出 M 的 共 变 微 商 Vv， 因 此 不 要 期 望 
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Va, Va, 3. — Va, Va, 9, 
SFE. 类似 于 2 维 共 变 微 商 公式 (只 是 没有 U, MUL), h 
R(9;,9;) 9, = Va, Va,9, — Va, Ve, 3， 
定义 向 量 场 R(9,, 9,)3,== 》) Ry a. 

及 (.，) 称 为 黎 曼 曲率 ， 但 是 公式 的 右边 还 不 是 一 般 情 形 ， 我 们 希望 尺 对 于 光滑 函数 是 双 线性 
的 ， 即 对 于 光滑 函数 f: M>R, A RCX, Y)=fRCX, Y), RCX+Z, Y)=RCX, Y)+ 
R(X, Y), R(X, fYM=fRCX, 了 ) 以 及 R(X, Y+Z)=R(X, YO+RCX, Z). 而 读者 在 下 面 
的 练习 中 看 到 事实 并 非 如 此 MA RNA RC, Bm BH EAA ERR. 

练习 8.5.1 利用 共 变 微 商 的 性 质证 明 


R(@;,d;) f 8,= 及 (9 ,9;) 3.. (1) 
Rf 9, 9;) 9,= 9; f Vo,8, + fR(9,,9)) a, 
=— Vip, 2,196 + fR (9; 59;) 9,. (2) 


其 中 最 后 一 行 成 立 是 因为 命题 8. 3. 2 的 (iD 和 练习 8. 3.4 的 (4)， 因 此 对 于 第 一 个 变量 R 不 是 线性 的 . 

这 个 练习 的 最 后 一 个 公式 给 了 我 们 一 个 提示 ， 如 何 使 得 REMAN. TOM ew 
X,，Y 和 2Z， 有 以 下 定义 . 

定义 8.5.2 黎 曼 曲率 定义 为 

R(X,Y)Z 一 Vex, yZ + Vy VxZ 一 VxVyZ. 
练习 8. 5.3 证 明 
R(@,.3;)3,= SIR), a = >) (e2 一 D y DIP, — T )9,. 
因为 前 面 已 经 证 明 R"" 中 所 有 的 克利 斯 休 夫 符号 都 是 零 ， 所 以 上 述 表达 式 说 明 R"1! 的 歼 曙 曲率 
处 处 为 零 .。 因 此 称 R"!! 是 平坦 的 . 进一步， 证 明 
Riw = DIR ies = > (22 一 ar, + Dn TT in Jew. 

对 于 2 维 坐 标 补 片 xu, wW)=x(u, v), 其 中 gu ZE, E = en =0 和 gz =G, 计算 Riaz. 证 明 


E.G, 1/E, E.G, | EE, 1/G.\ _ GG, 
Rise = EG | Fee AEAN 1EG? + 4E°G Elg). a 
和 练习 3. 4. 5 的 公式 比较 ， 知 
K = Run | 
g 


其 中 K 是 高 斯 曲率 ，g 一 det(g;) 一 EG， 因此 歼 曼 曲率 是 高 斯 曲率 的 推广 . 
练习 8.5.4 假设 M"CR"+! 是 超 曲 面 ， 单 位 法 向 量 是 U， 形 状 算 子 是 S$， 证 明 对 于 切 向 量 
5X, YMZ, & 
R(X,Y)Z = (SCX),Z)SC(Y) — (SCY) ,Z) SCX). 
提示 ; (Dig 


R(X,Y)= (VÈ Sex) 十 cE" swe Gx) _ cE 5008" — S), 


447 


448 
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其 中 Sy (Z)=(S(Y), D. (2) AVE FE VR 
以 及 (V8 CU, U)=1/2Y(U, U)=0CR UU, U)=1). 
显然 ， 黎 曼 曲 率 很 复杂 .通过 考虑 向 量 场 可 以 得 到 关于 黎 曼 曲率 的 一 些 理解 . 首先 引入 


记号 


一 VR Vi 一 0( 因 为 Re+l 是 平坦 的 ) 


def 


RCX,Y,Z,W) 一 =(RCX,Y)Z,W), 
然后 定义 T,M 的 由 XX(p) 和 YC(p) 张 成 的 2 维 子 空间 的 截面 曲率 为 
K(X,Y) = R(X,Y, X,Y) 


(X, XY,Y) — (X,Y 

截面 曲率 实际 上 是 经 过 M 上 的 p 点 ， 切 平面 是 (X,Y) 的 2 维 子 流 形 的 高 斯 曲率 .这 是 
练习 8. 5. 3 的 推广 ， 其 中 K=Ri/g=—=R(9!, 825 a, 39s)/g. 虽然 没有 给 出 证 明 ， 但 是 截面 曲 
率 决定 了 黎 曼 曲率 ， 显 然 ， 由 定义 可 知道 命题 成 立 ， 同 时 ， 若 祥和 YY 标准 正 交 ， 则 K(X, Y= 
R(X, Y, X, Y). 

例 8.5. 5CE H R 的 球面 S") 由 例 8.3.8 知 S HIBREFSCX)=—X/R, EPRE 
球面 的 半径 。 由 练习 8. 5.4 的 公式 得 到 

R(X,Y)Z= (S(X),Z)S(Y) — (S(Y) ,Z)SCX) 


= p(X. ZY — (Y,Z)X). 


截面 曲率 有 一 个 更 简单 的 形式 ， 特 别 当 我 们 取 X 和 了 标准 正 交 时 ， 此 时 因为 (了 Y，X) 一 0 一 
(X, Y>, (X, XY=1=(Y, Y), MUA 
K(X,Y)= R(X,Y,X,Y) 


= A(X, XY — (Y, X) X,Y) 


-1 
R?’ 
因此 S” 的 截面 曲率 KK 二 1/R? 是 定 值 ， 也 就 是 说 完全 类 似 于 S 的 高 斯 曲率 . 
练习 8.5.6 证 明 黎 曼 曲 率 满足 下 述 对 称 关系 : 
(R(X, Y, Z, W)=—R(Y, X, Z, W). 
(2)R(X, Y, Z, W)=—RC(X, Y, W, Z). 
DRX, Y, Z, W)=R(Z, W, X, Y). 
提示 : 由 命题 8. 3.2 AYER Civ) Ms (1) (VyVxV, V) =Y(VxV, V)—(VxV, VV); 
2)<Vexyi V, V)=1/2[X, YKV, V)， 由 下 面 的 第 一 比 安 基 恒等式 可 以 证 明 (3). 
练习 8.5.7 证 明 第 一 比 安 基 恒等式 
R(X,Y,Z,W) + R(Y,Z,X,W) + R(Z,X,Y,W) = 0. 
提示 : 显然 可 以 不 考虑 WW， 写 出 每 一 部 分 的 定义 ， 利 用 等 式 Vx 了 一 VyX 二 [X,Y] 等 ， 把 所 有 
的 项 都 写成 只 含 括号 积 的 形式 ， 利 用 雅 可 比 恒等式 (练习 8. 3. 4(3)). 
下 面 是 以 后 用 起 来 很 方便 的 第 二 比 安 基 人 恒等式， 它 和 黎 曼 曲率 的 共 变 微 商 有 关 ， 故 我 们 要 
理解 它 是 如 何 定义 的 . R 的 共 变 微 商 为 
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VR(X,Y.Z,W,V)= VvR(X,Y,Z,W) 
= VIR(X,Y,Z,W)]—RCWyX 5Y,Z,W) 
— R(X, WY>Z,W) — R(X,Y, VyZ,W) — R(X,Y,Z,VvW). 
命题 8. 5. 8( 第 二 比 安 基 恒等式 ) 
VR(X,Y,Z,W,V) + VRCX,Y,W,V,2) + VR(X,Y,V,Z,W) = 0. 


证 明 取 任 意 点 PCM 的 正规 坐标 系 ( 见 练习 8.4.10), RELER. BX, Y, Z,. 


W AV 属于 标准 正 交 坐标 基 ， 且 VxY(b)y 一 0， MCX, Y]=VxY¥—VyX =0—0=0, I A 
括号 积 都 是 零 . 根据 命题 8. 3. 2 (iv) 和 VyY==0 知 
VROCX,Y,Z,.W,V)= VvR(X,Y,Z,W) | 
= VyR(Z,W,X,Y) 
= VIR(Z.W,X,Y) ] WAV Ce) 一 0 
= (VyR(Z,W)X,Y). 
类 伏地 ，VR(X， Y, W, V, D=(V:R(W, VIX, YD, VRCX, Y, V, Z, W)=(V_R(V, DX, 
Y). 因此 和 和 Y 在 计算 中 不 起 作用 ， 我 们 从 符号 中 除去 它们 ， 则 
WR(Z,W) 4+ VzR(W,V) + VawRCV,Z) 
= (Vy Vw— VwVv) Vz 十 (VzVv 一 VvVz) Vat (Vw Vz— VzVw) Vy. 
SERE XERE, HAADES AE, AVR, W) 十 VzRCW, 十 VwR(V，2))(X)= 
RCW, V, VzX)+R(V, Z, VwX)+R(Z, W, WX): BAV2X=0, MA 
(VyvR(Z,W) + VzR(W,V) +4VwR(V,Z))(X)=0. 
因此 命题 成 立 . = 
比 安 基 恒 等 式 看 起 来 很 深奥 ， 但 是 下 面 我 们 将 看 到 它们 可 以 大 大 简化 计算 
高 维 微分 几何 既 提出 了 了 解 非 直观 几何 现象 的 挑战 ， 同 时 也 创造 了 研究 这 些 几何 现象 的 新 
的 几何 工具 的 机 会 .其 中 一 些 就 是 新 的 曲率 类 型 ， 在 2 维 时 就 是 高 斯 曲率 ， 截 面 曲率 揭示 了 一 
些 黎 曼 曲率 的 信息 .之 所 以 它 不 是 最 终 的 答案 ， 是 因为 前 面 我 们 已 经 提 到 它 确定 黎 曼 曲率 ， 取 
而 代 之 ， 收 缩 法 在 处 理 高 维 问题 时 很 有 效 ， 由 此 方法 ， 我 们 可 以 分 离 出 黎 曼 曲率 中 易 处 理 的 部 
分 ， 为 此 推广 第 6 章 用 过 的 标 架 场 的 概念 ， 如 果 &l ，…，é 是 定义 在 点 PCM 的 邻 域 的 向 量 
场 ， 在 邻 域内 的 每 一 点 ， 有 
EEG) = oh, 
MRE E, o ESAE p 的 标 架 ， 一 个 获得 标 架 的 方法 就 是 取 p 点 的 正规 坐标 系 
(定理 8. 4. 10) ,然后 沿 经 过 p 的 测 地 线 作 平行 移动 ， 从 而 得 到 标 架 向 量 场 ， 根 据 练习 8. 4. 8， 
平行 移动 是 等 距 变 换 ， 在 正规 坐标 补 片 的 任意 点 都 保持 标 架 的 标准 正 交 性 ， 不 过 早期 得 到 的 从 
标 公 式 的 一 些 结果 不 一 定 成 立 ， 无 论 如 何 ， 标 架 的 优点 远大 于 缺点 ， 因 此 ， 在 下 文中 假设 任意 
点 p 都 存在 标 架 . 
定义 8.5.9 里 奇 曲率 定义 为 


k ` 
Rie( X,Y) = > (R(X, EDY, &), 
i=l s 
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其 中 和 和 了 是 M4 的 切 向 量 场 . 标量 曲率 定义 为 
k 
n= DRIE, E) 


j=l 
= EREE 6 ,6). 


需要 说 明 的 是 这 些 定义 和 标 架 场 的 选取 无 关 . 原因 是 同一 点 的 标 架 之 间 相 差 一 个 正 交 和 矩阵 
A 即 A = 二 A :， 也 就 是 说 A 的 行 向 量 组 是 一 组 标准 正 交 的 向 量 . 结合 练习 8. 5.6 中 的 对 称 关 
系 足 以 证 明定 义 的 不 变性 ， 此 处 只 给 出 k= 二 2 时 的 证 明 . 假设 {万} 是 另 一 个 标 架 ， 相对 于 基 
{ESA 2X2 TESA A=(a,), BD 
E& = au Fit az Fr. 
A 的 行 向 量 组 是 标准 正 交 的 ， 即 anan tarar =0, a3, +a =1, a}, +a2,=1. 利用 练习 8.5.6 
的 对 称 关 系 ， 得 
Ric( X,Y) =(R(X,&)Y, &) + (R(X,E)Y, 6) 
=(R(X,an Fitan Fa)Y san Fit an Fr) 
+ (ROX sar 万 十 az FV san 万 十 az Fr? 
=ai, R(X, FLY, Fi) tanana (R(X, AY, Fr) 
Hanan R(X, PY, Fi) 十 ai (R(X, Fa)Y, Po) 
+a R(X, FY, Fi) Hanan R(X, F )Y, Fa) 
Hazar R(X, Fa)Y Fi) Hahl R(X, 万 ) 了 万) 
一 an R(X, FDY, Fi) + 2anan (R(X, FDY , Fa) 
+ai R(X, FY, Fa) 
十 ai RX, FDY, Fi) + 2ananl R(X, FY, Fa) 
+ ax, (R(X, Fa)Y, F). 
根据 等 式 anan taraz =0, al +a} =1 Mai, ta =l, 4 
Ric(X,Y) 一 (ai tai) R(X, FDY, F?) 
+H2lanan Hanan) R(X, A)Y, Fa) 
+ (aj, tai, )<(RC(X,F,)Y,Fe) 
=(ROX, FY: F) + (R(X 万) 了 ,万 )， 
因此 ， 里 奇 曲率 与 标 架 选取 无 关 ， 
其 次 要 注意 的 是 里 奇 曲率 和 标量 曲率 的 定义 都 类 似 于 求 迹 的 过 程 . SR, AT RR A= 
(os ) 的 迹 ， 对 于 标准 正 交 基 { 品 ，…， 吕 } EX | 
trA = Dae = È AE), E), 
这 里 ， 对 于 里 奇 曲率 ， 取 黎 曼 曲率 的 两 个 向 量 位 置 ， 然 后 对 标 架 的 相同 元 素 求 和 ， 相 似 地 ， 或 


者 更 类 似 于 迹 ，Ric 对 相同 的 元 素 求 和 得 到 k。 这 个 过 程 称 为 收缩 法 ， 记 为 C， 因 此 ，C,R= 
Ric，Cis Ric 一 <， 这 是 因为 在 第 一 种 情形 ， 对 第 二 个 和 第 四 个 位 置 求 和 ;而 在 第 二 种 情形 ， 对 
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第 一 个 和 第 二 个 位 置 求 和 . 有 些 作者 习惯 于 用 脚 标 Ri 表示， 那么 收缩 的 下 标 就 必须 调整 才能 
各 我们 的 记号 保持 一 致 .读者 可 能 希望 上 更 加 正式 精确 的 收缩 记号 ， 但 这 里 并 不 需要 . 

例 8. 5.10 

(CD 对 于 入流 形 M*， 计 算 度 量 (，,…) 的 收缩 ， 对 于 上 述 标 架 ， 因 为 (6;，E) 二 有 WH， 所 以 


k 
Cir, = D EE) 
i=] 


二 上 
= dimM'. 
(让 收缩 也 可 以 用 坐标 表示 . 不 考虑 细节 ， 对 于 坐标 ww ，…，w 以 及 切 向 量 场 的 基 3, ，…， 
3， 其 中 (R(9;，9,)3,，9,) 二 R,,,， 设 
R, = Rive”. 


这 就 是 里 奇 曲率 的 组 成 部 分 ， 因 为 》)gwg* =% RUHR 8.5.3 ,得 


a, _ Ər m jr 
R= DD ge + ETa Tr Jeeg’ 


jor l 
= (SS - 4 Drier, -rra ) Neve” 
_ D2- re in = TED ). 

> m 


为 了 理解 这 些 曲率 的 作用 ， 以 下 列举 了 几 个 定理 ， 但 是 没有 给 出 证 明 ， 对 于 第 一 个 定理 的 
证 明 见 LSGL90]. 

定理 8.5.11( Myers 定理 ) 假设 M 是 完备 及 流 形 ， 且 Mt 的 里 奇 曲 率 严 格 有 界 大 于 
=, B 


Ric(X,X) > £10, 
r 


则 Mr* 是 紧 的 ， 且 Mt 的 直径 小 于 等 于 rr， 

比较 博 内 的 结果 ， 即 定理 6. 8. 16 . 标量 曲率 可 以 约束 流 形 的 类 型 ， 将 下 述 结果 和 亚 历 山 
大 定理 4. 4.6 比较 . 

定理 8.5.12 有 常 标 量 曲 率 的 紧 超 曲面 M"CR"+! 是 R"11 诱 导 度量 下 的 S 球面 . 

练习 8.5.13 对 于 Rs 中 由 正 交 坐标 补 片 定义 的 曲面 ， 证 明 里 奇 曲率 和 标量 曲率 分 别 是 

Ric( X,Y) = K(X,Y) 和 k=2K, 

其 中 K 是 高 斯 曲率 ， 提 示 : 利用 练习 8. 5. 3 ， 实 际 上 不 需要 正 交 坐 标 补 片 的 条 件 ， 而 在 练习 
8. 5. 3 中 作 此 假设 是 为 了 简单 . 

练习 8.5.14 证 明 共 变 微 商 、 度 量 和 括号 积 满足 等 式 ， 

2(X,VzY) =Z(X,Y) 十 Y(X,Z) — X(Y,Z) 
十 人 Y,[X,2]) 十 (4Z,[X,Y7]) 一 (X,[7,2Z]》 
练习 8.5.15 以 下 脱离 R"… 诱 导 的 度量 走出 一 小 步 ， BERR (+, CEREC, OKRES, 
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如 果 对 于 任意 的 X MY, A i 


其 中 4 是 常数 .如 果 4 是 M 上 的 光滑 函数 ， 那 么 这 个 度量 是 共 形 的 ， 以 符号 ，R ，Ric 和 % 表 
示 相 应 于 4、, *) 的 共 变 微 商 和 曲率 ， 证 明 对 于 “倍数 ”度量 下 述 性 质 成 立 . 


(1)VxY 一 VxY( 利 用 练习 8. 5. 14 的 公式 ). 

(2)R(X, Y, Z, W)=aR(X, Y, Z, W)( 利 用 (1)). 
DRX, Y= K(X, Y)( 利 用 (2)). 

(4)Ric(X, Y)=Ric(X, Y) (利用 (2)). 
O= i AMD). 


练习 8.5.16 i P={(ul, --, uh ER |ut>0) BW 2 维 庞 加 莱 平 面 的 上 半空 间 . 
定义 P 上 的 度量 为 


vw 
(vw) = Cab)? 
用 我 们 现在 的 话说 就 是 
i ”6 ô; 
Bi = (ee) = GE = GiT 


其 中 e ER 的 标准 正 交 基 向 量 ， 因 此， 这 个 度量 矩阵 是 对 角 的 . P* 的 截面 曲率 是 常数 一 1. 
以 下 是 部 分 内 容 . 对 于 全 部 内 容 ， 包 括 一 般 共 形 度 量 的 公式 ， 见 [Car92，8. 3]. 
(1) 证 明 克 利 斯 条 夫 符 号 是 


1 
r= F278" gi 十 9j8gaz — Igy) 
i ` 


= Le” Bg; +9585 —ð,g;), 
且 仅 在 下 列 情况 下 非 零 ， 
T =-4 wise mat wive, m =}, 
u u u 


《2) 证 明 与 截面 曲率 相关 的 黎 曼 曲率 部 分 是 


ar; ar; m 
R= D (Ga a Gan + ETa — MTh es 


— ar, ər; mpi — j 1 
~ E dui + LUI n rate) (Gaye) 
且 唯 一 的 非 零 部 分 是 Ron = Ra =Ry,=—-1/Ci)*. 这 里 假设 Rijn; kj, Ran Pie, Rui 中 
iFj. 

(3) 对 于 上 述 情 形 ， 利 用 (2) 的 结果 证 明 截面 曲率 部 分 Ky 二 Rs /Cgs。gi ) 是 常数 一 1， 这 
个 练习 给 出 把 第 5 章 的 共 形 度 量 推广 到 高 维 的 方法 . . : 
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练习 8.5.17 如 果 对 任意 X,Y， 都 有 KX, YDSO, WRB M 的 截面 曲率 非 负 ， 如 
果 对 任意 的 和 X， 均 有 Ric(X，X) 宇 0， 则 称 里 奇 曲率 非 负 ， 证 明 M 截面 曲率 非 负 意味 着 里 奇 曲 
率 非 负 ， 进 而 M 的 标量 曲率 非 负 ， 提 示 : 首先 证 明 公式 


Ric(X,X) = CX,X) KX, E), 
j=l 


其 中 标 架 {6} 张 成 与 X 正 交 的 向 量 场 X+. 

练习 8.5.18 验证 下 面 这 个 超出 我 们 定义 的 练习 . 李 群 G 是 一 个 光滑 流 形 ， 乘法 GXG>G 
是 光滑 的 ， 且 有 单位 元 e MAL. K G 是 紧 连 通 的 ， 例 如 特殊 正 交 群 SO(n) 就 是 紧 连 通 的 李 
群 ， 由 (ey ETG，X(g)= 一 g,(X(e))ET,G 定义 了 G 上 的 向 量 场 . g 是 由 乘法 (g, h) 上 
gg， hh 诱导 的 切 向 量 场 的 映射 ， 这 一 类 向 量 场 称 为 左 不 变 向 量 场 ， 李 群 有 很 好 的 对 称 性 ， 单 位 
元 处 共 变 微 商 和 曲率 决定 了 其 他 点 的 共 变 微 商 及 曲率 . 而且 对 任意 左 不 变 向 量 场 ，VxX =0. 
因此 切 向 量 是 左 不 变 向 量 场 的 曲线 都 是 测 地 线 .， 同样 对 于 上 述 G 的 左 不 变 向 量 场 的 向 量 X,，Y 
AMZ, <LX, Y], D=—Y, [X, Z). 这 里 (首先 是 定义 在 T.G 上 的 度量 ， 由 李 群 的 乘 
法 可 以 得 到 G 上任 一 点 的 切 空间 的 度量 ， | 

对 紧 连 通 李 群 G 的 左 不 变 向 量 场 X，Y 和 Z， TEA 


(DVxY=5[X, Y]( 考 虑 Vx_y (XX 一 了 ) 且 利用 命题 8. 3. 2(v)). 


(2) R(X, Y)Z=<I0X, Y], Z]. 


(由 R 的 定义 开始 ， 利 用 (1) 把 R 完全 表示 为 括 积 的 形式 ， 最 后 ， 利 用 括 积 的 雅 可 比 恒等式 
(练习 8. 3.4(3)).) 


DME X, Y 是 标准 正 交 的 ， 那 么 K(X, Y=+FICX, YJI?. 


因此 ， 紧 连通 李 群 的 截面 曲率 ， 进 而 里 奇 曲率 以 及 标量 曲率 都 是 非 负 的 . (利用 K 的 定 
义 、(1)、 命 题 8. 3, 2GVUREZR<[X, Y], Z>=>-<Y, [X, Z>, #Ħ Z=Y.) 

李 群 G 的 基 灵 型 定义 为 5(X，Y) 二 tr(adxady)， 其 中 adz(W) 二 [Z，W] 是 左 不 变 向 量 场 空 
间 的 线性 变换 .可 以 证 明 5 是 对 称 的 、 双 线性 的 ， 且 在 G 的 自 同 构 下 不 变 ， 如 果 5 是非 退化 
的 ， 即 对 任意 W, bV, W)=0 意味 着 V= 二 0， 那么 5 是 G 上 双 不 变 的 度量 (.,.)， 即 (X,Y) 二 
OX, Y). 有 非 退 化 基 灵 型 的 李 群 是 半 单 李 群 ， 例 如 SOC(n) 是 半 单 的 ， 利 用 上 面 的 (2) 和 ad, 
的 定义 ， 证 明度 量 为 5 的 半 单 李 群 的 里 奇 曲 率 为 


Ric(X,Y) =— Hax. 


在 结束 本 节 之 前 ， 利 用 上 述 概念 计算 一 些 现代 物理 上 的 问题 . 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 就 基 
于 能 量 和 动量 扭曲 了 时 空 的 几何 性 质 这 一 原理 ， 这 一 原理 使 得 很 多 物理 现象 是 合理 的 ， 诸 如 光 
线 在 太阳 和 水 星 的 近日 点 发 生 扭 曲 ( 沿 时 空 的 测 地 线 )， 虽 然 这 一 原理 运用 于 我 们 这 些 初步 的 讨 
论 很 简单 ， 但 精确 的 关系 式 还 不 清楚 ， 如 果 相 信 这 一 关系 式 ， 则 最 简单 的 公式 可 能 就 是 
G=cT, 


其 中 G 是 某 种 类 型 的 曲率 ( 称 为 爱 因 斯 坦 曲 率 )， 开 是 依赖 于 某 一 特别 时 空 区 域 的 动能 和 动量 


〈 称 为 压力 张 量 )， 特 别 地 ， 在 真空 中 了 一 0 一 一 但 我 们 感 兴趣 的 物理 现象 就 不 会 出 现 (例如 光 的 
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SH). 如果 G 是 黎 曼 曲率 尺 ， 则 公式 G=cT EAB T=0 意味 着 黎 曙 曲率 为 零 . 而 前 面 我 


们 说 过 ，R=0 意味 着 流 形 是 平坦 的 ， 因 此 ， 时 空 必须 是 平坦 的 ， 而 这 与 由 几何 诱导 的 物理 现 
象 相 矛 盾 ， 所 以 G 不 能 是 黎 曼 曲率 .下 一 个 逻辑 上 的 选择 就 是 里 奇 曲率 了 ， 假 设 G= Ric， 那 
么 自然 要 问 ， 还 需要 什么 其 他 的 物理 量 ? 因为 能 量 和 动量 的 守 便 定律 必须 成 立 ， 所 以 工 的 某 
种 散 度 为 零 ， 这 意味 着 G 是 自由 散 度 的 . 

#V=WV', V, VOER 中 的 向 量 场 ， 坐 标 为 z! ，x? 和 xz? ， 可 知 


_y aV av av _ z 
divy = So +5at+55= >v V,e)， 
其 中 e, 是 通常 的 爱 因 斯 坦 标准 正 交 基 向 量 . l 
练习 8.5.19 证 明 最 后 一 个 等 式 
av! av? av — R? 
az) + ar + Jr? -全 > 《Ve V,e;). 


用 相同 的 方法 ， 在 流 形 M 上 也 可 以 定义 向 量 场 的 散 度 和 2- 张 量 的 双 线 性 量 ， 例 如 度量 (。》 
和 Ric 等 ， 设 A(。,，) 就 是 这 样 的 量 ， 定 义 A 的 散 度 divA(。 ) 是 1- 形 式 的 线性 量 为 


def 
divA(X)= >) VeA(E,X) 


= >) EAE, X) — ACV, EX) — AlE VEX), 


FRE} ERE, AVA 的 定义 类 似 于 命题 8. 5. 8 的 第 二 比 安 基 恒等式 中 的 VR 的 定义 ， 这 
里 要 注意 几 件 事情 . 首先 散 度 产 生 了 一 个 张 量 一 一 由 它 在 那 一 点 的 取 值 完 全 决定 ， 虽 然 可 以 用 
标 架 定义 散 度 ， 但 是 只 有 散 度 与 标 架 无 关 时 ， 计 算 才 比较 方便 考虑 下 面 例子 . 
例 8. 5. 20( 度 量 (…"* 的 散 度 为 零 ) 取 任 意 点 POM 的 正规 坐标 ， 沿 以 请 点 为 起 始点 的 测 
地 线 平行 移动 将 其 展开 为 标 架 {E1 s A) ERE, Ep 点 有 Vs 6 一 0， 因 为 散 度 由 标 架 的 
取 值 决定 ， 所 以 在 M 的 任意 点 的 计算 同 p 点 相同 . 因为 取 的 是 正规 坐标 ， 所 以 在 p 点 就 有 
div( O (E= D Ve (GE) 
= >) EEE) — (Ve, EE) — E ,Ve &) 
= 2) 8058,8) 一 0 一 0， 
因为 在 坐标 邻 域 上 ，(〈 有 ， 已 ?一 8 且 常 数 的 号 导数 是 零 ， 所 以 第 一 项 是 零 . 因此 
div(.，.(E) = 0. 
因为 对 任意 的 &， 上 式 成 立 且 是 线性 的 ， 所 以 对 任何 向 量 场 都 成 立 . 
练习 8. 5.21 对 光滑 函数 f: M>R, 证明 
divCF 1))= df, | . 
其 中 df 是 由 df(X) 二 X[/] 定 义 的 了 的 微分 , 其 中 XX 是 向 量 场 ， 因 此 共 形 度量 的 散 度 仅 与 共 
形 因 子 有 关 ， 注 意 ， 因 为 散 度 依赖 于 标 架 的 选取 ， 所 以 由 练习 8.5.10 知 这 样 的 定义 有 意义 . 
证 明 对 于 度量 f(.,*，;， 由 标 架 {(1/V 了 ) 6} 可 得 出 div( f(+,*)) =0. 


高 维 略 谈 321 


把 散 度 应 用 到 里 奇 曲率 可 得 一 个 很 漂亮 的 关系 式 . 
定理 8.5.22 里 奇 曲率 和 标量 曲率 /满足 关系 式 : 
dx = 2div(Ric) 
证 明 选取 由 PCM 的 正规 坐标 沿 测 地 线 的 平行 移动 诱导 的 标 架 ， 故 在 p 点 , 对 任意 i 和 
js ®AV.E=0. W 
2div(Ric) (£) = 22) Ve Rict& »€,) 


= 2) &Ric(&.&) 
= 2)) EREE) EE) 


= >) EREE) EE) +) EREE) EE), 


其 中 第 二 项 由 调换 i 和 j 的 位 置 得 到 ， 由 R 的 对 称 关系 以 及 第 二 比 安 基 恒等式 得 
2div(Ric)(E.)= >) EREE) EE) + >) EREE) GE) 


= 2) VRE EEEE) + VRE EG EE) 


=— >) VRE, EEEE). 


交换 前 两 个 坐标 ， 得 
2div(Ric)(€)= $} VRE, E E&E E) 


= 2 ERCE, EEE) 
= E DREE EE) 


= ELK] 
= de(&). . 
因为 它 在 基 上 是 成 立 的 ， 所 以 定理 成 立 . | a 
练习 8.5.23 WRN BA UR iH X MY, Ric(X, Y=A(X, Y), 那么 度量 
是 (的 流 形 (M: ，(。"))， 称 为 爱 因 斯 坦 流 形 . 
(1) 证 明 对 于 之 3 的 光滑 函数 4，M*->R， 如 果 Ric(X, Y)(p)=Aa(p)(X, Y)(p), Bll M* 
是 爱 因 斯 坦 流 形 .。 提示 :〈1) 先 计算 wx; (2) 然 后 利用 定理 8. 5, 22. 
(2) 证 明基 灵 型 度量 为 5 的 半 单 李 群 是 爱 因 斯 坦 流 形 ， 提 示 : 利用 练习 8.5.18 的 最 后 一 
部 分 . 
那么 ， 这 几 点 都 是 什么 呢 ? 在 开始 讨论 时 ， 假 设 爱 因 斯 坦 曲率 和 里 奇 曲 率 是 相同 的 ， 而 且 
爱 因 斯 坦 曲 率 是 自由 散 度 ， 但 由 定理 8. 5. 22 知 ， 一 般 的 里 奇 曲率 有 非 零 的 散 度 ， 怎 样 统一 这 
一 概念 呢 ? 根据 练习 8. 5. 21 ， 可 知 
div(c(。,，。)) = de, 
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故 divCc(*,+)) =2div(Ric), Hutt 
div (Ric— Sets, .))= 0 


这 个 结果 是 说 ， 如 果 定义 爱 因 斯 坦 曲率 G= Ric 一 却 c(*…*， 那 么 我 们 得 到 一 类 散 度 为 零 的 曲 


率 ， 同 时， 有 下 面 定理 . 
定理 8.5.24 爱 因 斯 坦 曲 率 和 里 奇 曲率 互相 决定 ， 特 别 地 ，G=0 当 且 仅 当 Ric=0. 
证 明 以 C 表 示 收 缩 ， 由 前 面 例 8. 5. 10 的 讨论 可 知 里 奇 曲率 的 收缩 是 标量 曲率 ， 故 可 记 为 


G= Ric— Sets, -> 


= Ric— > C(Rie)<+, >, 


显然 ， 例 8.5.10 本 身 说 明 c((.，)) 一 dimM， 所 以 
CG) = CCRic) ~ Fe CC, .)) 


= < 一 于 cdimM 
1 dimM 
一 (1 a )«: 
而 时 空 是 4 维 空间 一 一 时 间 和 R: 一 一 所 以 M=. AE, CGO H 
Ric= G+ tee, +) 


2 


= G-4 C(G) (+, +), 


所 以 Ric 和 G 互相 决定 . a 
因此 ， 爱 因 斯 坦 曲率 是 爱 因 斯 坦 场 方程 G 二 8xT 的 一 个 很 好 的 选择 ， 实 际 上 ， 因 为 在 真空 
中 了 一 0, 解 方程 Ric 一 0 要 比 解 方程 G=0 方便 ， 所 以 爱 因 斯 坦 曲率 同 里 奇 曲率 的 关系 很 重要 . 
也 许 我 们 要 解释 一 下 “ 解 ” 这 个 词 的 含义 ， 什 么 是 已 知 什 么 是 未 知 呢 ? 一 般 地 ， 我 们 都 是 从 里 奇 
曲率 的 假设 和 一 些 几何 知识 决定 时 空 的 几何 结构 ， 由 例 8. 5. 10 知 ， 里 奇 曲 率 可 由 克利 斯 末 夫 
符号 及 其 导数 给 出 ， 而 克利 斯 打 夫 符号 及 其 导数 可 由 度量 的 导数 表 出 ， 因 此 表达 式 
R, = 0 
是 关于 度量 的 2 阶 偏 微分 方程 ， 因 此 ， 当 我 们 解 这 个 系统 时 ， 就 决定 了 时 空 区 域 的 度量 .因为 
度量 决定 一 切 ， 我 们 可 以 肯定 地 说 理解 了 这 个 特殊 的 区 域 的 时 空 的 几何 意义 . 
PA 8. 5. 25( 施 瓦 蒋 解 ) 在 质量 为 M 的 对 称 球体 外 ， 真 空 场 方 程 R, ==0 的 解 是 
2M 


1 
go 一 l= =; B11 一 一 (1 一 一 ) » gz =r, £33 =— r’sin’¢, 


这 就 是 施 瓦 茨 在 1916 年 得 到 的 施 瓦 芯 解 .注意 这 个 度量 不 同 于 我 们 通常 的 度量 ， 因 为 它 不 是 正 . 
定 的 . 实际 上 ， 空间 是 基于 特殊 关系 的 平坦 度量 ， 其 中 go =l, gu =l, gu 一 一 1， g33 = 1, 
这 些 度量 称 为 半 黎 曼 度 量 ， 一 般 的 黎 曼 几 何 理论 中 的 很 多 都 可 以 照搬 到 这 些 度量 上 . 
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有 一 些 很 好 的 书 ， 更 详细 地 讲述 了 这 方面 的 内 容 . 特别 地 ， 对 于 高 维 几 何 理论 的 讨论 ， 见 
[Spi79, SGL90, Car92]. 对 于 光 弯 曲 和 水 星 近日 点 运动 的 相关 讨论 见 [Fab83] . 相对 论 见 经 
典 的 HLCMW73]， 对 于 微分 几何 与 相对 论 的 完美 结合 可 见 L[ON83] . 


8.6 有趣 的 双重 性 质 
上 面 所 做 的 一 切 都 有 一 个 有 用 且 很 优美 的 对 偶 公式 . 首先 回忆 ( 实 ) 向 量 空间 V 总 存在 V 


上 线性 函数 组 成 的 对 偶 空间 V' = Cf: VR | SRE) HF VEE, s w), HAS A 
存在 满足 

vV'(v;) = 6 
Neo’, ++, of}. 同样 地 ， 如 果 w; 是 切 向 量 场 ， 且 构成 任 一 点 PE M 的 基 ， 那 么 它们 的 对 


偶 称 为 1- 形 式 ， 用 8 表示 . 显然 与 3; 对 偶 的 1- 形式 4# Read. 如 果 取 {9;} 作 为 向 量 
场 的 基 ， 那 么 以 dui 表示 对 偶 1- 形 式 0', 而 坐标 向 量 场 9, 二 3/9u'. 

Lf: VV QV 表示 满足 KuQ@w)= X) Civ, 的 线性 变换 f VOV>V, HPF) (vw) 一 
(viv,)， 的 表示 张 量 积 . 基 分 别 为 {名 ，…，vVm)}，{wi，…，w,}) 的 向 量 空间 V，W 的 张 量 积 
VOW 的 基 为 

{v; & w;} 9 
其 中 i=l, e, Ms j=l, eee, M 显然 ， 也 可 记 成 
flo) = Dia, Ov 
其 中 a; ER. 又 因为 在 公式 中 有 对 偶 基 的 元 素 ， 所 以 取 在 w 处 的 值 ， 得 
fw (a) = Dei Òi Co) vv! 


= Sa: v,. 
TF) Cv) = f(v.@v. = MT; vw, ,比较 两 个 公式 我 们 看 出 


a, Fe. 
这 个 关系 式 对 任意 的 i,s 都 成 立 . 因此 , flo) = Dr; D Qu.. 
对 于 共 变 微 商 可 以 做 相同 的 工作 . 更 准确 地 说 ， 如 果 V 表示 M 的 切 向 量 场 ， 那么 共 变 微 
商 是 及 线性 映射 7，VGY- 一 V， 和 上 面 一 样 ， 它 可 以 写成 对 偶 的 形式 V， V-VQV" ， 即 
VCE) = daw E> 
EPA, e, E)E M HRE, o 是 1- 形式， 为 方便 起 见 ， 省 略 张 量 积 的 符号 因 ， 同 时 可 以 


看 出 它 是 相同 的 共 变 微 商 的 不 同 的 描述 ， 因 此 V 可 简 记 为 yv， 下 面 求 1- 形 式 的 系数 ， 以 
{Oy ts ORRIN PORE, es ESRB 1- 形 式 ， 把 下 面 的 计算 应 用 于 上 面 的 向 量 场 . 


(用 下 表 示 基 的 系数 ， 即 使 选择 的 标 架 不 是 坐标 标 架 ， 因 此 ， 玉 不 再 是 通常 意义 下 的 克利 斯 水 天 
符号 ， 但 是 如 果 E 二 9;， 则 本 二 T. ) 
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根据 上 述 向 量 空间 的 公式 ， 得 
SIPs é.= Ve E: 
= VEE) 
= SPO E) E. 
再 由 1- 形式 的 公式 ， 有 
VEE) = Jw E) E. 
故 
162 Dà Pie) B= Doig . 
因为 这 对 任意 的 :都 成 立 ， 所 以 
Di = w. 
因此 ， 联 络 1- 形 式 wi 可 由 对 偶 标 架 和 共 变 微 商 的 基 的 展开 系数 表 出 . 
练习 8.6.1 证 明 
Y- a= [EE]. 


因此 =P). 提示: AAE 8.3.20). 同样 可 以 证 明 D=. 提示 : 命题 8. 3. 2Gv). 
练习 8.6.2 证 明 


提示 : 利用 命题 8. 3. 2(iv)、 
因为 黎 曼 曲率 是 由 第 二 共 变 微 商 定义 的 ， 所 以 如 果 我 们 也 想 将 它 写成 对 偶 的 形式 ， 必 须知 
道 如 何 求 1- 形 式 的 微分 。 考 虑 个 变量 ui!，…，wut 的 函数 上， 其 微分 是 
df = 之 ot du’. 


因为 du’ 是 对 偶 于 向 量 场 3; 的 1- 形式 ， 所 以 df 本 身 就 是 1- 形式 ， 因 此 ，1- -形式 的 导数 是 2- 形 
式 ， 类 似 于 1- 形 式 在 向 量 场 上 的 作用 ，2- 形 式 可 以 作用 在 向 量 场 对 上 . 
例 8.6.3 设 0, $ 是 1- 形 式 ， 由 它们 在 向 量 场 V，W 上 的 作用 定义 2- 形 式 9 人 $ 为 
OA $V W) = OV) AW) — OCW) e COV). 
9A$ 称 为 1- 形式 的 模 积 .注意 ，9 和 $= 一 pA 09， 特别 地 ， 对 任意 的 1- 形式 0， 9A0=0. 
为 了 与 df 的 定义 保持 一 致 ， 定 义 1- 形 式 fdu 的 外 导数 为 


defa) = >) dw A da’, 

其 中 wi 是 坐标 。 这 等 价 于 对 任意 的 两 个 向 量 场 V，W， 册 公式 
de(V,W) = VLecw) ] — WLacv) |] 一 oC([V ,WwW)) 
163) Su T d 的 定义 . 
练习 8.6.4 对 于 坐标 向 量 场 了 =3， 殉 一 39， 证 明 由 公式 dp(V， W)=Viecw)]- 
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W[ecV)] 一 0([V， Wj) 可 得 
d( fdu') = a, fo" —a, fo’, 
其 中 7<r， 解 释 为 什么 这 与 d 的 坐标 公式 相同 . 
定理 8. 6. $( 第 一 结构 方程 ) 设 {6) 是 M GRR, RERA, PARKA, N 
— dei Ae. 
证 明 分 别 计算 方程 的 两 边 . 因为 9(6) 一 6 的 导数 是 零 ， 所 以 
d0 CE; CE) =— P (LE; ED. 


HAES, SLB 8.3.20), A 
dé (E, sE) = P Ve E— Ve &) 
=— P (VECE) — VE CE) 
=~ 6( Duie 8— DoE) E) 
l t 
= af (E,) — wil &). 
RAN AA 
Dye: A OCG ED = Swi (EOE) — wi (EOE) 
t i 


= wil&)— ei lE). 
因为 它们 在 同一 组 基 上 的 取 值 相同 ， 所 以 结论 成 立 . E [464 
把 上 面 的 工作 同 黎 曼 曲率 联系 起 来 ， 和 通常 一 样 , 记 RC(E，6)6, 二 > Rin EM 
RCE sE) En =Vte,.6,1Em + Ve, Ve, En— Ve, Ve, Em 
=V En LEE) H VVE, CECE) — VV ECE) CE) 


= Dw CEED &+9( Po) E) E —v( Dons) &) (Ed 
= Dem TEED E+ X Ewn CED Et Dio, E Die! E) E 


= È Ew, CE) E- Les (6) Dies CE) E, 


=— J [Ew lE) Ew (E) — o CEED] E 
+ D| DEDE — iE ai E E 
=— J (don EE) — Sos A EBD 


=— > ( (des ~ Den A wi) (6.6) E 
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S 05 一 dw 一 》) wi A wi, 得 
Rim =— 07, E+E). 

这 个 2- 形式 的 矩阵 0Q 二 (0), AH 2- 形 式 ， 由 公式 Ri 一 一 05(8，86) 定 义 2， 则 有 下 面 的 
定理 . 

定理 8. 6.6 (第 二 结构 方程 ) 如 果 吕 表示 曲率 2- 形 式 ，w” 表示 由 V 决 定 的 联络 1- 形 式 ， 
那么 
An = dwn — Dw A w. 

无 论 是 由 R 还 是 由 这 个 诱导 关系 式 定 义 2 ， 曲 率 都 是 由 外 导数 和 联络 1- 形 式 的 模 积 决 


定 的 . 
例 8.6.7 假设 坐标 补 片 M: xu, VCR WE x, x 二 EE，x,* x,=0, x, ° x, =G. H 


= 和 = = 
VE a 6 


EMR, Te, C 是 满足 OE) =S 的 对 偶 标 架 ， 因 此， 根据 坐标 1-BR, oO =V/Edx,, 
Ë =/Gdx,. A dx, Adx,=0, H dx.=@/J/G, FFL 


E E 
dx, A dx, + 
2 VE "TJE 


E 
dx, A Ë. 
2V 


dg = 


dx, A dx, 


类 似 地 ， 有 
G, 
2VEG . 
W w =adx,+bdx,, Mj wi = —adx,—bdx,, dé'=—adx, AË, de? =bdx, AG (回忆 第 一 结 
构 方 程 中 的 负 号 )， 由 此 可 得 


dg =— 


dx, A 6. 


E, ay, & 
2VEG ” 2./EG 


dw! = $( (75) 二 A dx, + ake A dx, ) 


因此 ， wl 一 


一 E, G, 
= zæ (Zea), + (ee), Jr 
REKA e/JE=dx,, &//G=dx,. At 
dw, = K AË, 
其 中 ， 根 据 定理 3.4.1 知 天 是 高 斯 曲率 ， 且 dei 一 一 Kb AP. YR, WHER 6 章 我 们 已 经 
过 到 1- 形 式 w;， 当 时 只 是 将 它 限制 在 曲线 七 ， 从 而 把 它 看 作 一 个 函数 ， 这 里 揭示 了 它 作为 1- 
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形式 的 本 质 . 上 述 公 式 是 所 有 数学 中 最 优美 的 结果 之 一 ， 它 也 可 以 解释 练习 6. 3. 10 的 结果 (为 
什么 ?). oe oe 
例 8.6.8 RS’) 对 于 S 上 通常 的 坐标 补 片 ， 有 五 一 Rz cos’v, F=0, G=R. 对 偶 标 
架 是 
@ 一 Recosvdx。 和 & = Rdx,. 
外 导数 为 
db = sinvdx, AP 和 dë =0. 
Ait, w,=—sinvdx, H 466 
dw; =— cosvdx, A dx, 
cosu 


= 一 一 一 0 A & 


R?cosv 
= 忘 4 NE. 


因此 ， 与 公式 do =K AF 比较， 得 到 K=1/R. 

练习 8.6.9 利用 公式 dwi =KE AY 计算 其 他 曲面 的 K. 

在 现代 几何 和 物理 中 ， 微 分 形式 在 理论 和 计算 中 都 扮演 着 重要 的 角色 ， 微 分 形式 的 经 典 方 
法 见 [Fla89j， 同 时 读者 也 可 以 发 现 很 多 在 物理 上 的 应 用 ， 一 个 较 新 的 方法 见 [Dar94]， 这 本 书 
把 形式 应 用 于 现代 测量 理论 .利用 微分 形式 研究 曲面 的 几何 性 质 见 [LO'N66]. . 467 


附录 ”部 分 练习 的 提示 及 解答 
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练习 1.1.2 把 p=( 一 1, 0, 5), q=(3, —1, DÍRA alt) =pt+tl(q—p). 

练习 1.1.3 a(t)=( 一 1 二 t, 6—5t, 5—8t, 9t). 

练习 1.1.4 向 量 (v,，v，0) 是 直角 三 角形 的 斜 边 ， 这 个 三 角形 的 直角 边 分 别 是 向 量 (w， 
0，0) 以 及 平行 于 (0，v; ，0) 的 向 量 . 向 量 (v ,wv ，wv;) 是 直角 三 角形 的 斜 边 ， 这 个 三 角形 的 直 
角 边 分 别 是 向 量 (v，wv,，0) 以 及 平行 于 (0，0，ws) 的 向 量 . 

练习 1.1.6 135°( 或 45°). 

练习 1.1.25 考虑 a(0), a(S), alm). aff). 这 些 点 到 原点 的 距离 是 多 少 ? HEEE 
a(t) t (t)=0, a (1) =—alt). 

练习 1.1.26 由 最 基本 的 参数 化 at) =(reost, rsin) FH. t=0 对 应 于 cy 平面 上 的 点 
(r+a, 6). 而 = EFA Ca, r+b). 


练习 1.1.27 a(t)=Cacost, bsint). 
练习 1.2.2 X} BCs) =alh(s) EMEA M. 


练习 1.2.5 HEAR | a’ Cz) | =r, s(t) =rt, is) 一 过. 由 定义 BCs) =alt(s)) Bal p(s) = 


7 
s S$ 
rcos -一 ，rsin — }. 
(reos $> rsin =) 
练习 1.2.6 证 明 |a (bo | =V/a? sin’: +8 cost, FA4 s) = f |w (ww) | du 是 否 可 积 ? 
0 


练习 1.3.2 Met Te =| T| |ei |cos6 两 边 求 导 ， 首 先 证 明 KN + e = 一 sing 2. 因为 
曲线 上 的 任意 点 处 都 有 两 个 法 向 量 ， 所 以 考虑 两 种 情形 : (1) N= 二 Ni,， 其 中 N, e 之 间 的 夹 角 
2H 0+5. (2) N= N;,,， 其 中 Nis e 之 间 的 夹 角 为 于 一 0. 利用 kN。 e = — sing 时 以 及 点 积 的 


定义 证 明 : NN 二 Nl 时， < 于， 而 N=N, 时 ， < 一 一 至 


练习 1.3.3 对 第 一 行 展开 ， 得 


J 
Uz U3 |. v U3 |. vi Uz 
vi V2 vs | = i 7 十 k. 
wW: W3 w Ws w We 
WW, W: W3 


练习 1.3.4 把 行列 式 的 任 两 行 互 换 ， 那 么 行列 式 改变 符号 ，wxmp ，v Xw 之 间 的 关系 如 何 ? 
练习 1.3.5 利用 Maple. 
练习 1.3.6 利用 拉 格 朗 日 恒等式 
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lux wl? = |v]? |w]? — |v|’ |wi cosa, 
化 简 等 式 右 边 就 可 以 得 到 所 要 结果 . 
练习 1,3.8 平行 四 边 形 的 面积 是 bh, Hh) 是 底 边 的 长 度 , 产 表 示 底 边 上 的 高 .由 bg ，w 
张 成 的 平行 四 边 形 的 高 h 是 |v | sing， 其 中 0 是 op ,w 之 间 的 夹 角 . 
练习 1.3.11 DERO = (Ats, As, v2), 
ee Paget 1 a AN, 所 以 ITT = 
02) 注意 T= 一 (TA? TA 0). 同时， Bw T= eN, LIT 


le] |N| =x. 


(3) 因 为 T=xN， 所 以 n=l, 

(4)B'= 一 rN， 所 以 1B'|==| 一 rc| |N]; 或 者 |B'|=| 一 t|=r，。 | 

练习 1.3.22 ”因为 存在 函数 ~(*) ， 使 得 p= Ero (Cs)， 两 边 同 时 微分 得 OR 

(l+r'(s))T+ r(s)f Cs) = 0. 

Ww ats TAART (5) 40; 两 边 同 时 与 不 做 点 积 可 得 矛盾 的 结论 r(9) 一 0. Bf- =0, 
即 8 是 直线 . 

练习 1.3.23 令 a(s) 一 p=aT+6NtcB, i T lap)=a, N+ (a—p)=b, B+ (a—p)= 
c 而 a 位 于 中 心 为 p 半径 R REL, Ke—p)+@—-p=R. 方程 两 边 同时 求 导 得 到 T- 

TORREA. 然后 对 ap) =a 两 边 同 时 求 导 得 到 N， (a 一 p) 的 表达 式 ， 最 后 对 Ni 

(a— p) =6b 两 边 同时 求 导 得 到 B。 《a 一 ) 的 表达 式 ， 

练习 1.3.24 利用 练习 1.3.23. 令 常 数 为 Rz ， 并 证 明 a 二 二 N+ 二 ( 声 )'B 是 常数 . 

练习 1 4.4 如 果 路 面 是 平 的, 那么 f(1) 就 分 解 为 两 部 分 ，(1) 因 为 汽车 是 匀速 返 行 ， 所 
以 切 方向 上 的 加 速度 一 蛙 T (4) =o: 2) 向 心 加 速度 一 ez NC). AEA, ma? 二 yon， 如 


果 路 面 是 倾斜 的 ， 那 么 有 三 个 力作 用 在 车 上 ， (1) 向 下 的 重力 ，(2) 路 面 的 支持 力 ，(3) 使 得 汽 
车 不 会 驶 离 路 面 的 摩擦 力 ， 使 得 汽车 不 会 下 滑 的 静态 摩擦 力 可 以 忽略 不 计 . 
由 力学 知 ，| f|==y|N|, 可 得 f= 二 jyN,，/,=pN,， 加 上 竖 直 方向 的 力 得 
N, = mg +f, = 一 me 十 AN-， 
向 心 加 速度 由 水 平方 向 的 合力 HN, PE, i . 
mev? = fa +N, = pN, +N,. 


同时 解 N-，N, 得 到 


N, = Tt gle - — pe] 


N, = ——sl e+ po’). 


Tp 2 
由 此 可 得 tang 的 表达 式 ， 在 此 表示 中 解 v 得 到 
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, < [TE 
«(1 一 Atan0) 
练习 1.4.6 利用 定理 1.4.5 中 的 关于 x 的 公式 .对 于 通常 的 平面 曲线 alt= (x(t)， 
yO), BEDS A, YO), COE, yO), 因此 
_ 2 @My"wD—2 oy Wo 
EO)? + Cy O 
练习 1.4.9 作为 练习 1. 4.8 的 一 部 分 ， 我 们 可 得 |a’ (2) | 二 V2cosht. 
练习 1.5.2 因为 y(s) 不 一 定 是 单位 速度 的 ， 所 以 必须 利用 定理 1. 4. 5 的 公式 计算 . 
CDHE y XY =xB 一 xcos0(uX N). 
(2) 证 明 uX N=cos@éB— singT. 
(3) 证 明 | yxy | = sind. 
(4) GEAR | y | =sind. 
练习 1.5.3 (一 )p 是 加 电线 ->y BB, 是 常数 而 圆 螺 线 是 圆柱 螺 线 的 一 个 特殊 的 例 
F. Alt, Te u= cog 是 常数 . 这些 结果 对 于 x 一 kysin?9 意味 着 什么 ? 最 后 ， 利 用 事实 : 对 于 


圆柱 螺 线 ， 三 是 常数 . 


(Or, “是 常数 全 荆 一 cotg 是 常数 ， 由 此 可 以 证 明 wy 是 常数 ， 同 时 证 明 5 一 0， 进 而 7 
20. | o 


练习 1.5.4 利用 练习 1. 3. 11 的 结论 “一 二 二 证 四 cot9 一 工 是 常数 . 
练习 1.5.5 利用 定理 1. 4. 5 的 公式 计算 可 得 x 二 1/4 以 及 定理 1. 5.1 的 公式 计算 可 得 c= 


1/4, 如果 r, ce 都 是 常数 ， 又 有 什么 结论 呢 ? 
练习 1.5.6 利用 Maple 证 明 二 是 常数 当 且 仅 当 4b 一 9a2. 


练习 1.5.7 WLOG 假设 8 是 单位 速度 的 . 证 明 二 人 . “一 0 或 者 二 (TCD + uw 一 0， 因 


HAR u 是 常 向 量 ， 所 以 (TCD +u =T) swt TGs) +u 5T C) we 

第 2 章 

练习 2.1.1 (> MR x, x 线性 相关 ， 那 么 六 一 cz， 其 中 c 是 一 个 常数 ， 因 为 x, Xx, 
能 够 写成 行列 式 的 形式 ， 所 以 可 以 利用 行列 式 的 性 质 . 

(=)x, Xx, =0> |x, | |x, |sin0=0. 由 此 可 得 x,, x, 的 夹 角 9 的 值 . | 

练习 2.1.6 利用 抛物 面 的 蒙 日 补 片 x(u， =u, v, w+); 确定 u BRB ra, u) 
以 及 vv 参数 曲线 x Cu。，v)， 注意 每 条 曲线 都 在 R 的 一 个 坐标 平面 上 . 

练习 2.1.8 xu, v)=(u, v, VI wv). 

练习 2.1.19 锥 面 的 直 纹 补 片 形 如 x(u，vw) 二 p 十 vi(u)， 其 中 是 一 个 固定 点 ， 锥 面 的 顶 
点 是 原点 p 二 (0，0，0) 时 ， 曲 面 上 的 直线 由 (0，0，0) 以 及 平行 于 zy 平面 的 圆 (acosu，asinu, a) 
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上 的 一 点 确定 ， 圆 上 任 一 点 的 z 坐标 是 a ， 是 因为 z=Vx 十 y =a cost uta sinua. 

圆柱 面 的 直 纹 补 片 形 如 x(u，wv) 二 BC(w) 十 vg， 其 中 gq 是 一 个 固定 的 方向 向 量 . 标准 圆柱 面 
的 准 线 pD È zy 平面 上 的 单位 圆 (cosu，sinu，0). 这 里 取 g 二 (0，0，1). 

练习 2.1.20 为 了 证 明 曲 面 为 双 直 纹 面 ， 我 们 需要 验证 曲面 有 两 个 直 纹 补 片 . :因为 z= 
ZXy 王 f(x，y)， 所 以 一 个 蒙 日 补 片 是 xCu, v)=(u, v, uv). W BC) 一 (kx，0，0)，6(0u) 一 
O, 1, u). Bob y(xw，v)= 二 (vw，t，wvu) 也 是 曲面 的 另外 一 个 补 片 . 

练习 2.1.21 x(u, v)=(0, 0, bu)+v(acosu, asinu) SMR KE THA — Fh. 

练习 2.1.22 单 叶 双 曲面 的 准 线 是 椭圆 8(w) = (acosu, bsinu, 0). 令 u= u+ O, 0, 
c)， 可 以 证 明 x(u, v) =BCu) + vd(u) KOME AA. Sb, Weu) =Cacosu, bsinu, 
0), DSP (十 (0，0， 一 c)， 验 证 这 也 是 曲面 的 一 个 补 片 . . 

练习 2.2.5 由 定义 ， 


ol fg] = UCO l-o = Vfg (p) vv 


把 vfe R(E, 1E, ISA We, AARLE, wea eRe A 


ul fel=vul fle+ folg]. 
练习 2.2.6 E r ATER BK f(y.» Pz» pz)» 记 v =u, Ur, w). 因此 ， 由 定义 ， v [zj= 
oz 9x Ox Ox ax 
(5 ap,’ aps ) (urs Ve» v). 但 是 因为 zx(pi， Pros ps) = pis LEE =0, ap, 
同样 地 处 理 w[y]，vw[z]. 
练习 2.2.11 Sa=xrlailt), al), PO=z2 (1), &()) ， 其 中 a(0)=p=80), 


a (0)=v, fo 如 果 y(t) =x(Ca; (2t) +b (21))/2, (ay (2t) +b, (22))/2), BAY W= 


=]. 


z, Hx, L i Saz, (ai (21) + (20) + zo Cas (2) +84 (21)). Ra (t), VION: 得 y (0) 二 9 十 w. 


RÆ, tw fl=Y/OLA=VF- YO). Xol] H= wv 十 VA， w， 可 证 (vw +w] 
vl fl+w fl. 

练习 2.3.4 利用 特征 多 项 式 det(Al—S)=0 求 方 阵 S 的 特征 值 对 于 2X2 的 对 称 矩 阵 

a b 
G at : 

方程 就 是 尼 一 (a 十 c)4 十 ac 一 卢 二 0 求解 方程 得 到 两 个 根 A, 4z， 并 证 明 这 两 个 根 是 实数 . 

练习 2.4.4 第 一 部 分 利用 SO ) 二 一 VeU; 第 二 部 分 ( 充 要 条 件 ) 对 任意 的 1:，S(a DAL a’ 
MRF PO Ta) M. 
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练习 3.1.2 KX K=kik:; PE ki, k 符号 相反 ， 因 为 和 0) 宕 义 为 极 大 曲率 ， 所 以 
kı Cu)>k: Cu), Abb ki >0, k,<0. 

练习 3.1.6 CL) ELA ku) =cos’ Ok, +sin’6k,, HHP u=cosbu, + sin@uy (RP “是 9 ii 
BO. m 
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x ox 
mal (8) d0 = +l Ccos’@, + sine, ) dé. 
2d 0 2rJo ; 


根据 5 ky BERG HTT BSD. | 7 | 
(WOD ur, u: RH ns ve. BD vp =cosdu, +singu, » vp =cos($+F )u +sin( d+ )u. 然 


后 利用 欧 拉 公式 可 得 ECwm ) ，&(w )， 
练习 3.4.10 M 极 小 二 H(p)=0， vpEM. 这 对 于 kr e 意味 着 什么 ? 进而 ， 对 于 
K We? 
练习 3.2.18 (aD FI x, x. wu Xx, 得 到 UE dt Xo 证 明 (U + x,y L 


在 此 过 程 中 ， 要 用 到 a. (bXc)=——b* (aXe). 利用 拉 格 妆 日 恒等式 证 明 | x, Xx EC- F = 


we. 最 后 证 明 K=, ae wr mee. 


Cb) RRA SCAR HAL x(a, v= Cu, 0, OV+000, 1, u). WES, 0, 0), Ku) = 
` 5 4 - —1 E 
(0，1，w)， 利 用 (a) 的 结论 可 得 K= Pty i 


(c) 注 意 到 p= lps pr» pi), Aig D=O, 0, 0). 

DERAS qg» qg), AH u=, 0, 0). 

练习 3.2.20 对 于 一 个 方向 RH ve XO=ONU Sv KK. RH,  X8=0 Aah 
面 的 K 的 公式 表明 K 一 0. 对 于 另外 一 个 方向 , 注意 U, 一 一 SCx,) 是 切 向 量 . 证 明 U,,« x, =0 
Hh K=0 的 假设 得 到 UL x= RAHM K 的 公式 ). 

练习 3,2.23 WR BHR, BAM UXU =p .UXcp 二 0. 另 一 方面 ， 证 明 可 展 意 
Ok Ut Hp’ XU Alp’. 注意 所 有 的 向 量 都 在 切 平面 上 . | | 
”练习 3.2.26 (a)、(b) 是 显然 的 . 对 于 (c)， 把 (b) 的 结果 代入 Ky H 的 公式 并 化 简 : 以 
下 考虑 (d).， 利 用 (c) 的 结论 ， 注 意 DÆK 的 分 子 在 临界 点 (x,。，w ) 的 取 值 ， 因 为 K 的 分 母 总 
是 正 数 ， 因 此 D=0>K=0, D>0>K>0, D<o>K<0. K=0 hf ki, kÑ EHAR 
K<0 WE? 反映 到 曲面 上 呢 ? K>O 有 两 种 情形 .如 果 falus w EER, 那么 ke WEE 
数 . 如 果 falus EME, MA kis k 都 是 负数 .在 这 两 种 情况 下 ， 一 定 有 何 结论 ? 

练习 3.3.4 旋转 曲面 Fm 二 0， 因 此 x x 正 交 ， 且 可 以 用 基 向 量 x, x, 表示 S (x,). 
不 妨 设 SC(x,)==ax, 十 bx,。。 计 算 SOx) x, ARE /， 计 算 SCx,) x, BREE n. 
A Hh, SS(x,)=cx,+dx,, HAH x,, x 的 点 积 . oo 

练习 3.3.7 (a) 利 用 旋转 曲面 的 K 的 表达 式 可 得 

l — u? 
wet ye 

用 代数 的 方法 判断 什么 时 候 K K>0, K=0, K<0. (b) kyk %4. 由 梢 加 的 参数 方程 alu) = 
(R+acosu, bsinu, OAM ARKKA xu, v) =((R+acosu)cosv; bsinii, CR +acosu)sinv). 
利用 旋转 曲面 的 K 的 表达 式 可 得 
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ab? cosu 
CR + acosu) (6’ cos’ u + a? sin? u)?’ 


练习 3.3.1 分 离 变量 ， 得 到 表达 式 


/1 


作 变 量 替 换 记 一 1/coshzw， 得 到 = | tent? waw. 积分 ， 利 用 cosh” (1/h) =In(1/h b/C/h = 1) 


K= 


WRtanha=—e*—e te +e 4 MSA uin 1yh tE hi |= k? +C. 


练习 3.4.4 验证 U, 的 公式 . 回忆 u SREE MRENE u, v 的 函数 相当 于 取 这 个 函数 
的 偏 导数 .因此 


V: U = (x,Lu, ] x, [uz] x [zD = U, 
因为 x. x, WMT T,M HÆ, BV. 属于 T,M， 所 以 可 设 V.U=Ax. 十 Bx.,。 两 边关 于 x, 取 
RAR, FBV. U + x, =Ax, + x 一 AE， 同 时 , 0=x,[0]=x,[U + x,J=V,U+x,+U+ x. 由 
此 证 明 A= 一 上 /E、 同 样 的 方法 求 B， 并 得 到 U, 的 表达 式 . 


练习 3.4.5 求 两 个 偏 导数 区) . (St) ， 得 到 右边 的 一 个 等 价 的 表达 式 为 


E.G, _2GE„ , E.G E, 2GGu , GG. 
41EG 4GE! IGE + 1E'G 4@E*1GE 
表达 式 除 以 公分 母 4EG*. 其 次 ,计算 


2E )- Ea Ew _ EEG 


= ~- L EE,G, 2(EG)? 
v WEG VEG 2(EG)? 


2a) 2- GEG _ GEG. 
u\VEG/ JEG XE®)? 2X(EG) 
代入 给 定 的 表达 式 ， 然 后 将 结果 除 以 公分 母 4E:G? 得 到 和 上 面相 同 的 表达 式 ， 

练习 3.4.6 半径 为 RR 的 球面 的 补 片 是 x(u,， v)=(Reosucosv, Rsinucosv, Rsinv).… 计算 
XxX.，X。， 上 ，G， 然 后 代入 给 定 的 表达 式 得 到 K=1/R’. 

练习 3.5.1 AAS, 是 T,M 上 的 线性 变换 ， 所 以 可 设 SC, = Ax, 十 Bx,. 但 是 因为 p 是 
脐 点 ， 所 以 SCz,) 二 kx 二 B=0， 利 用 

l= Sla.) +2, = AE+BF, m= S(x) «z, = AF + BG 


解 B, 得 B= Rro, g 1/E=m/ PF. RRETA SC). 


练习 3.5.9 旋转 曲面 的 补 片 为 x(u, v)=(u, h(u)cosv, h(w)sinv), WK -一 


0=>—h" =0. Aik, ACud)=Cyutc. EE, mRC=o, 那么 绕 x 旋转 h(u) 可 得 圆柱 面 . 如 
果 Cl 关 0， 就 生成 了 圆锥 面 . . : 
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练习 4.2.3 类 似 于 命题 4.2.2， 利 用 蒙 日 补 片 x(u, v)=(lu, v, fu, vI A= 
g U), fa 5R U), fo=h O), fa =0s fa =h" C). N 
H = 0S0 +h? ODED H A gah y) = 0. 
分 离 变量 得 
gr) Wy) 
1 十 g2(z) 1HR? Cy)’ 


Hr, y 的 独立 性 知道 ， 等 式 两 边 都 是 常数 ， 因 此 ， 令 


a =g" (a) 
~ 4 +g’ (x) 
& w=g (r), o=, 积分 得 到 w= $8 = — tanaz. 再 次 积分 得 g (x) =1/aln(cosaxr). 
同 理 可 得 ACy)=—1/aln(cosay). 综合 得 到 
_ 1 cosax 
fay) = a(S ). 


练习 4. 2.7 Teg XEY SHEXDA + &. 上 述 表达 式 的 两 项 都 是 零 


练习 4.3.3 计算 
IP _ Sa VEIN NDA +F fF — VIS we — Vb uf of wo 


du (1+ fit fi 
A 
I _ (faVtfVIA+SFi + fi) VA, — Vf Sof ws | 
dv + fi + f2)7 
然后 利用 格林 定理 
| E So )dudu = | Pdv—Qdu. 
练习 4.4.1 计算 偏 导 数 得 
aP 3aQ | 
Qu Jv =— V, . (UX x) +V, . U Xx) +V. LU, X x, — U, xx,]. 
因为 U 是 M 上 的 蚂 数 ， 所 以 有 U,=V.U=—S(x,), U,=V,U=—S(x,). RA LRABE 
oF Ry, eU Xx) +V,+(UXx) +V. OH, X x). 
u v 
应 用 格林 定理 . 


练习 4.6.2 ”对 于 柯 西 - 黎 曼 方程 x’ 一 zx? 一 y? 十 i2zxy， 则 


a _ 9, = By 
ax 2x ay ay 2y ax 


Alte, f(z)=2? Soh, Bf’ (2) =2rti2y=22, 
练习 4.6.8 由 柯 西 - 黎 曼 方程 ， 得 
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oF Ip, Ip, a 
ðu 3v Ju Jv 


一 0. 
练习 4.8.10 计算 同 例 4. 8. 9 几乎 一 样 ， 差 别 在 于 每 一 项 都 加 上 因子 ;， 这 样 实 部 就 产生 
了 变化 ， 进 而 得 到 c'=sinhusinv, c?=—sinhucosy, z?=v, BERR. 
练习 4.8.29 因为 对 于 等 温 坐 标 ，M 是 极 小 的 ， 所 以 /= 一 *， 且 


g= am 一 下 一 M _ P+m 


EG — F E —0 E? 
练习 4.8.30 由 共 形 高 斯 映射 的 定义 知 ，U,，U, 一 0， 代 入 U,，U, 的 一 般 表 达 式 ， 得 
O=mH. HSH m=0, H=0 的 情形 . 
S58 o , 
练习 5.1.12 坚 直 的 圆柱 面 的 参数 方程 是 xu, v)=(Reosu, Rsinu, bv), AAR iE Y ih 


线 方程 是 a(t)=(Reosu(t), Rsinu(t), bv(t)). WKAR d, TEE EREE cosut) = 


sinu 2”, B aSa tm te" e UOU, Ap U=(cosu, sinu, 0). Re’, UR ABBE a U= 


dt 
2 2 2 
一 R( 哇 ) . 由 此 以 及 @ =e mm tla bd WU, 我 们 知道 当 9 一 0， 9?=0 时 , a tan =0, Bp u(t) = 


kit+ci, vlt) =k;t +c. 因此 ， al(t)= (Reos(kitce), Rsin(kit+c,), b( kot +e,)). 最 后 ， 
考虑 以 下 情形 ， (De, =e, =0, kik: =l; (2)c 一 0， C20, ki =1, ke =0; (3)c=0, C2 


1 
p’ k=1, k, =0. 


练习 5.2.12 因为 a =x,u 十 Xv ， 所 以 ， 
VGsing = /Gcos(n/2 —¢) = x, a = Gv’, 
然后 利用 由 第 二 个 测 地 线 方程 得 到 的 关系 式 赤 一 c/G. 
练习 5.2.13 平面 的 极 坐 标 补 片 是 x(u，wv)== (ucosv，usinv). 计算 E=1, F=0, G= 
uw， 验证 x Bu 克 莱 罗 参数 化 的 ， 因 此 ， , 
(u) ouw) = | NE gf cd 
TAN vue | VG 4G — 2 “ | 
利用 代 换 u=csecx=>du=csecrtanxcdx, RAA vu) = vlw) = tos”! ERE ucosCu— Up )-= 


c， 即 为 直线 的 极 坐 标 方程 . | 
练习 5.2.14 HH E=2, F=0, G=u, BER MMSE u 克 莱 罗 参数 化 的 ， 
因此 ， . 


ww) — vtm) = | c VE VE VG edu =f cvZdu 
0 uo wo usu? — A 


478 
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作 代 换 一 csecz， 积 分 得 到 uu) — ulm) =V2sec™ t; 
练习 5.4.6 HA ES1/0—Å/4), F=0, G=1/0—1/4; 因此 ， 


— 1 fafFe\, afGi)\\_ 1 fal Ge 
K =; alale) tales) z lal) 
JEG 
代 和 人 所 需 的 导数 ， 计 算 整 理 得 到 K=—1. 
第 6 章 
练习 6.1.4 环 面 的 补 片 为 x(uw，v) 二 ((R 十 rcosu)cosv，(R 十 rcosu)sinv，rsinu)、 求 x., 
x,» TFB |x, Xx,|=r(R+rcosu), W 


n fan 
SA = | | r(R-+reosu)dudu = 4rrR. 
0 0 


练习 6.1.5 (1) Re HMA HA xu, v)=Cu, ACu)cosv, ACu)sinv). Rx» x,» H 
W lx Xx, | 一 h(u) AA? GO)? 对 于 旋转 曲面 , 通常 用 F(z) 来 替代 A(x)， 利 用 曲面 面积 的 
公式 完成 练习 . (2) 定 义 蒙 日 补 片 x(u, v)=(lu, v, flu, v)), |x. Xx, el AFAFA. 

练习 6.1.8 曲面 的 补 片 为 

x(u,v) = (u— tanhe,sechucosv,sechusinv). 
计算 |x, Xx, | =(sech*utanh?u+ sech?u—2sech'u+sech*u)? , 利用 恒等式 tanh? u=1—sech?u, 
化 简 得 | x, Xzx, | =sechutanhu. Wi) 
SA = 全 | sechutanhudodu = 2x. 


练习 6.1.9 〈1) 环 面 的 全 高 斯 曲率 为 


cosu 
[K Ee. + rcosu) |x. X x, | dudv, 
其 中 |x, Xx, |=rCR+rcosu). (2) 悬 链 曲 面 的 补 片 是 rlu, v)=(u, coshucosv, coshusinv). 


HAE |x, Xx, | =coshèu. 144$ K=—1/coshtu. 由 | K 可 知 全 高 斯 曲率 是 一 4x. 

练习 6.3.1 AAV 是 平行 的 ， 所 以 a[V*，Vj=2 VV，V=0. | 

练习 6.3.3 «a [V W]=V;VW+V: VW. V, W 是 平行 的 af[V，W]=0. 而 六 是 
平行 和 的，a TV  W]=0 以 及 a [W  W]J=0>V,W 垂直 于 V，W.， 因此, WW=08 W 是 平 
AW. 

练习 6. 3. 10 MF RAI, K=1/R*, |x,Xx,|=Ricosv. 由 | K 计算 得 到 w。 上 的 全 高 


斯 曲率 是 2x 一 2xsinv。 我 们 知道 w 上 的 完整 性 是 一 2rsinw。， 因 此 ， 沿 曲线 的 完整 性 恰好 是 以 
此 曲线 为 边界 的 曲面 的 全 高 斯 曲率 (不 考虑 2x 的 整数 倍 ). 

练习 6.3.11 球面 的 赤道 对 应 于 练习 6. 3. 10 的 vw, 二 0， 沿 赤 道 的 完整 性 是 多 少 ? BRS 
一 个 向 量 沿 赤道 旋转 的 角度 的 是 什么 关系 ?这 对 于 赤道 有 何 意义 ? 

练习 6.4.4 在 平 环 上 ， 重 力 并 非 如 此 作用 ， 对 吗 ? 

练习 6.5.5 向 量 必须 回 到 起 始 的 位 置 ， 所 以 旋转 的 角度 就 是 2x 的 整数 倍 ， 
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练习 6.5.10 注意 久 ，P 的 高 斯 曲率 KK 二 一 1， 因 此 有 
| K =—| =— A 的 面积 . 
A A 


又 因为 三 角形 的 内 角 和 与 x 只 相差 全 高 斯 曲率 的 士 1 倍 ， 所 以 
i, nr= AN HR. 
这 个 等 式 说 明了 什么 问题 ? 注意 面积 是 一 个 严格 的 正 数 . 
练习 6.6.6 WR 天 委 0， 且 至 少 存在 一 个 点 的 高 斯 曲率 K<0, 那么 全 高 斯 曲率 是 负 的 ， 
但 是 环 面 的 欧 拉 示 性 数 是 零 . : 
练习 6.7.3 圆 盘 的 欧 拉 示 性 数 是 1. 
练习 6.8.17 利用 定理 6. 8. 16. 


第 7 章 
练习 7.1.9 
d/r_ 2:9fY_ ar ar， af. .9f daf 
a ao) a ant tat "3 TEJ} 
_ (If d af 
一 0 十 0 十 过 (入 re) 


=0 


、 waf dəf 
当 且 仅 当 区 diaz 0. 


练习 7.1.13 x(t)=t-—sint. 
练习 7.1.15 zt) 一 sint. 
练习 7.3.3 时 间 积 分 


的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 是 


vitry?_ y y’ =. 
ky ky vI Fy” ` 
则 
1 =e, 
kyJ/1l+y? 
分 离 变 量 为 


二 dy = ae. 
解 为 (x 一 a)? 十 yy 一 c+ ， 即 中 心 在 x 轴 上 的 圆 一 一 庞 加 莱 平 面 的 测 地 线 . 
练习 7.5.3 r(t)=t—sint+b. 
练习 7.5.5 x(t)~csint, 


338 附录 


练习 7.5.16 
E =zxsint-+ > # — xsint— Pp + 2° — (¢— pp 
sier py 
=_ p) 
>0. 
练习 7.5.18 


E =? — z? — pP +r — (t — pep 
=7 — p’—2pzrt+2p’ 
=(r— p) 
>0. 
练习 7.6.5 欧 拉 - 拉 格 郎 日 方程 是 
i-a- Gta) =0, 
dt 
x(t) 一 一 ae 十 at +b. 
由 初始 条 件 得 a 二 4/2, 5 二 0。 再 由 限制 条 件 得 
I _ Af 一 人 
17 一 A | Hdt = 77? 
7 7 
因此 4 二 7; 故 r= yt tzt. 
练习 7.6.13 抛物 面 上 粒子 的 运动 方程 是 
(144u®) üt 4u? +2u—ui =0, ò=, 
u 
练习 7.6.17 T=m/2(Eu’+Go’), (RZE mm) 得 
E =1/2(E u’? +G% — Epi — Gpż) — (ù — pi Ep, — (ù — p:)Gp: 


(E(u— pi)? +G — p.)’) 


ae 


第 8 章 
练习 8.3.4 
[fV,gW] =fVl[gW]— eWL fv] 
= fVLe]W + feVW — gW[Lf]V— gf WV 
= fg[V,W] + fVLe]W — eWLslv. 
练习 8.3.11 Bix, + x,=0, REE RH, =x,/ VE, x, =x,/ VG, W 
we 


VE JE E” E: 
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Cite 


2H, AVE x)“ =n/G; 又 下 二 0， 故 和 等 于 =2H. 


练习 8.5.17 注意 (RCX，X)X，X) 一 0; | WWE, «+, Ex M* 
的 标 架 ; 由 定义 ， HAARE, Er) Exs E) = 0, 所 以 


k-11 
Ric(X,X) = Ric(& ED = >) (RCE) GG). 


然后 利用 截面 曲率 的 定义 以 及 & = X/| XI. 
练习 8.5.21 $ X= 人 Edf = Date» 其 中 b (8) =o. 则 


df(X) = dr( E = Deane = > DX ase E = = È x’df,. 
而 且 ， 由 定义 知 
div( fi+, DOO 一 >，VeiCF (GX) 
= D>) ELSE» XD] — fi Ve, & +X) — fE Ve X) 
=) & LAME XO + FE MEX 
— flVe & +X) — £6E ,Ve X) 
=D) GLAM E +X) + fe, GX) H FEV X) 
— flVe GX) = fE Ve X?) 
=> SUSKE, X? 
= Darcey 
= dfx! 
=df(X). 
练习 8. 5. 23 
k k ` 
k= D RICE E) = SIMELE) = hà. 
i=l i=1 


PRU, de=kdà. 而且， 由 练习 8.5.21 知 ， 
2da =2div f<», «) 


== 2div( Ric) 
一 dx 由 定理 8. 5. 22 
=kdA. 


FFV, (k—2)da=0; X k>=3, $k da=0, Bla 是 常数 . 
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complex conjugate( @ Jt#—%), 197 
complex differentiable( 复 微分 )，196 
complex integral( 复 积分 )，198 
cone( 锥 面 )，80，126，127 
cone unrolling( 锥 面 的 展开 )，253 
via Maple( 利 用 Maple), 267 
conformal Gauss map( 共 形 高 斯 映射 ) 208, 209 
conformal map( 共 形 映 射 )，208，258 
conformal metric( 共 形 度量 )，243，388 
scaling factor( 比 例 因 子 ) 243 
conformality factor( 共 形 因 子 ) 209 
conjugate point(dt#§ A), 324, 326, 370 
connected CGEM 89), 73 
connection 1-{forms( 连 通 的 1- 形式 )，463 
constant Gauss curvature( 常 高 斯 曲率 ) 120, 131, 133 
via Maple( 利 用 Maple) ，164 
constant mean curvature (常平 均 曲 率 )，120，145- 
147, 394 
constant precession curve( fH i# sh HEE), 24 
constant speed relation( 常 速度 关系 )，230 
constrained problem (约束 问题 )，372，374，376， 
393, 411 
contraction( K4), 452 
of metric (E 64), 452 
coordinate chart( 坐 标 卡 )，425 
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covariant derivative (Jt 2 fh FR), 89, 298, 307, 
430, 453, 462 
properties( 性 质 ) 300 
properties of( 的 性 质 ) 431 
cross product( 叉 积 )，20 
curvature( 曲 率 ) 
2-form(2- 形 式 )，465 
Einstein( 爱 因 斯 坦 )，456 
Gauss( 高 斯 ),，115, 117 
Ricci( 里 奇 )，450， 
Riemann(@ @), 447 ` 
average normal( FH), 118 
constant Gauss(# BH), 120, 131, 133 
constant mean (Æ Æ HJ), 120, 145, 147 
geodesic ( Wi] Hh), 224 
line of (48), 101 
mean( 平 均 ) 115, 117, 195 
nonnegative Gauss( 非 负 高 斯 )，328 
normal( 法 )，100 
of curve( 曲 线 的 ) 19, 25, 32 
of plane curve( 平 面 曲线 的 )，20 
principal( 主 )，101，118 
scalar( 标 量 ) 451 
sectional( 截 面 ) 448 
total Gauss( 全 高 斯 )，118，297 
curvature of curve( 曲 线 的 曲率 ) 47, 354, 355, 374 
curvature of involute( 渐 伸 线 的 曲率 ) 34 
curve( 曲 线 ) ，1 
arclength of GM), 5 
characterization of (##fE), 41 
closed(F]), 42, 74 
differentiable( T KH), 1 
evolute of( 渐 届 线 )，34 
non-unit speed( 非 单位 速度 ) 30 
of constant precession( 恒 进 动 ) 24, 67 
rectifying fH), 40 
regular(iE Mj), 3 
simple( fj), 42 
smooth( 光 滑 )，1 
speed of GRAF), 4 
torsion of( 挠 率 ) 22 
total torsion of (42 #394), 25 
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cusp( 尖 点 ) 4 

cycloid( 摆 线 )，9，54，349 

cylinder( 柱 面 )，80，102，127 

cylinder unrolling( 柱 面 的 展开 )，254，267 

cylindrical helix( 柱 面 螺旋 线 )，37，39 
characterization of (的 特征 )，37 


D 


D’Alembert’s principle(i& BA Jl AR JR BB), 238, 378 
Darboux vector(jk 7 [i] HE), 23, 39 
Delaunay surface( @i@3 HHA), 144, 148, 393 
Delaunay theorem (MH AE), 147 
derivative map( 导 数 映射 )，96 
developable surface( 可 展 曲 面 )，126，127，282 
direction vector( 方 向 向 量 )，2 
directional derivative( 方 向 导数 )，87 
directrix( HERR). 80 
Dirichlet integral( 独 利克 雷 积分 )，351 
divergence( 散 度 )，457 
of Ricci curvature( 里 奇 曲 率 的 )，458 
of metric( 度 量 的 )，457 
dot product( 点 积 )，6 
Dot Product( 点 积 )，46 
double pendulum( 双 摆 )，391 
doubly ruled( 双 直 纹 的 ) 80 
Douglas-Rado theorem( 道 格拉 斯 - 拉 多 定理 ) 184 


E 


eigenvalue( ##7E (A), 93 
Einstein cutrvature( 爱 因 斯 坦 曲率 ) 456 
Einstein manifold( 爱 因 斯 坦 流 形 )，459 
elastic rod( 弹 性 杆 ) 375 
ellipse( HE), 16, 18, 33 
arclength of JMK), 151 
ellipse evolute( #4 El Bi HR), 36 
elliptic functions (i Fl 3K), 149 
elliptic integrali HAR 47), 149 
endpoint-curve problem( 端 点 曲线 问题 ) 342 
Enneper’s surface(Enneper 曲面 )，79，105，121，182 
WE representation(WE 表示 )，205 
via Maple( 利 用 Maple) ，213 
Euler characteristic( 欧 拉 示 性 数 ) 312, 313 


Euler’s formula( 欧 拉 公 式 )，105 
Euler’s spiral( 欧 拉 螺 线 )，41，375 
Euler-Lagrange equation( 欧 拉 一 拉 格 衣 日 方程 );，339， 
340, 343, 353, 374, 382,, 385, 396, 
408, 441 
evolute MH), 34, 52 
of astroid( IBAA), 36, 53 
of catenary( BAM), 36, 52 
of ellipse IBY). 36, 52 
of parabola MAM), 35 
exterior derivative( 外 导数 ) 463 
extremal( 极 值 曲线 )，339，360，384 
extremize( 取 极 值 )，339，383 


F 


Fermat's principle( 费 马 原 理 )，349 

Feynman quote(Feynman 引证 )，305 

field of extremals( 极 值 曲 线 域 ) 360, 371 

final time fixed( 固 定 的 最 终 时 间 )，342 

first Bianchi identity( 第 一 比 安 基 恒等式 )，449 

first integral( 第 一 积分 )，340，385，410 

first structure equation( 第 一 结构 方 穆 ) ，464 

fixed endpoint problem (固定 端点 问题 )，336， 
341，367 

flat( 平 坦 的) 447 

flat surface( 平 坦 的 曲面 )，119 

flat surface of revolution( 平 坦 的 旋转 曲面 );，144 

flat surfaces of revolution via Maple( 利 用 Maple 的 平 
坦 的 旋转 曲面 )，216 

flat torus( 平 坦 的 环 面 )，245，246 

Foucault pendulum( 傅 科 摆 )，305 

Foucault vector field( 傅 科 向 量 场 )，306 

frame( 标 架 )，298 

frame field( 标 架 场 )，298，450，465 

Frenet 

formulas( 公 式 )，22，31 
frame( 标 架 )，21 

fundamental frequency( 基 频 )，393 

fundamental theorem of space curves( 空 间 曲 线 的 基本 
定理 ) 41 


G 


Gauss curvature( By iy HH), 115, 117, 243, 447, 466 


Š d 


只 依赖 于 度量 的 )，134 
nonnegative JE fi h9), 328 
of R-sphere( ERMA); 123, 137 
of Enneper’s surface(Enneper 曲面 的 ) 123 
of minimal surface( 极 小 曲面 的 ) ，207 
of surface of revolution( 旋 转 曲 面 的 )，129，130 
sign of( 符 号 ) 116 
via Maple( 利 用 Maple) ，161 
Gauss map( 高 斯 映射 ) 97, 118, 208, 209 
area of (的 面积 )，118 
for Enneper( 对 于 Enneper)，98 
for catenoid( X} F ARH), 98 
for cone(Xt F#M), 98 
for cylinder( Xf FH fH), 98 
from WE representation(#t WE #7), 210 
Gauss’s ljemma( 高 斯 引 理 ) 321 
Gauss-Bonnet theorem( 高 斯 - 博 内 定理 )，312 
geodesic( 测 地 线 )，226，255，379，384，397，440 
as length minimizer( 作 为 长 度 极 小 值 ) 229 
as line of curvature( 作 为 曲率 线 )，228 
constant speed relation( 常 速度 关系 )，230 
equations (方程 )，230 
via Maple( 利 用 Maple), 259 
existence of (HUFF FETE), 231 
has constant speed( 有 常 速度 ) 226 
in conformal metric( 共 形 度 量 ) 274 
on Poincaré plane( 庞 加 莱 平 面 上 )，248 
on Whirling Witch of Agnesi( #4 fi ME), 238 
on cone( 锥 面 上 )，237 
via Maple( 利 用 Maple), 265 
on cylinder( 柱 面 上 )，228，230 
on hyperbolic plane( 双 曲 平面 上 )，249，256 
on hyperboloid of 1-sheet( 单 叶 双 曲面 上 )，240 
on paraboloid( 抛 物 面 上 )，239 
on plane( 平 面 上 )，237 
on Sphere( 球 面 上 )，227，231 
via Frenet formulas( 利 用 Frenet 公式 )，228 
on stereographic plane( 球 极 平 面 上 )，251，275 
on stereographic sphere( 球 极 球面 上 )，250 
on surface of revolution( 旋 转 曲 面 上 )，236 
on torus( HE), 233 
on unduioid( 波 状 面 上 )，269 


depends only on metric( 
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parameter curve( 参 数 曲 线 ) 236 
plane curves( 平 面 曲线 )，231 
via Maple( 利 用 Maple), 260 
geodesic curvature ( 测 地 曲率 )，224，247，248， 
302，385 
depends only on metric( 仅 仅 依赖 于 度量 ) 225 
geodesic equations( 测 地 线 方程 )，398，442， 
Clairaut( 克 莱 罗 ) ，234 
geodesic on hyperboloid of 1-sheet( 单 叶 双 曲面 的 测 地 
线 )，314 
geodesic polar coordinates (W Hh AAR), 229, 320 
geodesic torsion( 4 HHH 3%), 302, 303 
geodesically complete(3é4 Wj Hh), 241 
geodesics( 测 地 线 ) 380 
geographical coordinates (Wh Mi Æ $R), 76 
Goldschmidt discontinuous solution( Goldschmidt 不 连 
续 解 )，186 - 
great circle( 大 圆 )，228 
Green's theorem( 格 林 定 理 ) 42, 308 


H 


Hadamard’s theorem( 阿 达 马 定理 )，318 
Hamilton’s principle( 哈 密 顿 原理 )，336，351 
Hamiltonian( 哈 密 顿 的 ) 396, 397 
harmonic conjugate H MISERY), 198. 
harmonic function( 调 和 函数 ) 193 
helicoid( 螺 旋 面 )，79，81，126，179 
WE representation(WE 表示 )，204 
helicoid isometry( 螺 旋 面 等 距 ) 253 
helicoid-catenoid animation% pe M -BS msomi), 214 
helix RIEZ), 12, 18, 25, 47 
circular( 圆 的 ) 39, 60 
cylindrical( 柱 面 的 )，37 
hyperbolic( 双 曲 的 ) 34 
involute of 的 渐 伸 线 ) 18 
Henneberg’s surface( Henneberg 曲面 )，182 
WE representation(WE 表示 )，205 
Henneberg’s surface adjoint ( Henneberg 曲面 伴 
随 )，208 
higher order Euler-Lagrange equation( 高 阶 欧 拉 - 拉 格 
朗 日 方程 ) 354 
Hilbert’s invariant integral( 希 尔 伯 特 不 变 积 分 )，362 
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žo al 


Hilbert’s lemma( 希 尔 伯 特 引 理 ) 142 
holomorphic( 全 纯 的 ) 196 
holonomic constraints( 完 整 性 约束 )，378 
holonomy( 完 整 性 ) 302, 304 
as total Gauss curvature( 作 为 全 高 斯 曲率 ) 309 
on Poincaré plane( 庞 加 莱 平 面 上 上 )，308 
on cone( 锥 面 上 )，305，331 
on sphere( 球 面 上 )，303 
preserved by isometry( 等 距 保 持 )，302 
via Maple( 利 用 Maple) ，329 
Hopf’s conjecture (W EKRI), 193 
Hopf-Rinow theorem (Æ ¥ -WEE M), 241 
Huygens $E Hi), 54 
hyperbolic helix( 双 曲 螺旋 线 ) 34 
hyperbolic plane( 双 曲 平面 ) 244 
geodesic( 测 地 线 )，249 
hyperboloid of l-sheet (% nt X Hy Mi), 81, 82, 
106, 125 
hyperboloid of 2-sheets( ILM LAH iH), 123, 328 
hypersurface( 44 H m), 430, 447 


I 


imaginary part( Mee), 196 
immersed(#2 Af), 147 
interior angles( fg), 309 
Inverse Function Theorem( Jz 函数 定理 ) 97 
involute( rH), 18, 51 

curvature of (AY H), 34 

of circle( MAI), 51 

of cycloid H AY), 55 

of helix( 螺 旋 线 的 ) 18 
isometry( 等 距 )，251 

global( 整 体 ) 253 

preserves geodesics( 保 持 测 地 线 )，255 
isoperimetric inequality( 等 周 不 等 式 ) 42 
isoperimetric problem( Ji eÆ), 376 
isothermal coordinates( 4 i 4p), 195, 199, 210 
isothermal parametrization( 等 温 参 数 化 ) 195 


J 


J transformation( J 变换 )，246 
Jacobi bisection theorem( 雅 可 比分 半 定 理 ) 317 


Jacobi elliptic functions (4# FT tt Ra Bl pa). 148 
Jacobi equation HE nj kk JÆ), 322, 326, 328, 368 
Jacobi identity FE] KEFA), 433 ` 
Jacobi’s theorem( 雅 可 比 定理 ) 388 

Jacobian matrix( 雅 可 比 矩 阵 ) 428, 429 


K 


Killing form( RW), 456 

kinetic energy (动能 )， 336, 347,°351, 378, 379, 
385, 389, 441 , 

Kuen’s surface(Kuen HH), 126 


L 


Lagrange identity( 4249 BI H fH). 21, 117, 120 
Lagrange multiplier( 3 #§ BA ARF), 373, 376- 
Laplace equation( fr #40 Mt), 193, 197 
Laplace- Young equation( 拉 普 拉 斯 - 杨 方 程 )，175 
lassoing a cone( 套 锥 面 )，253 
least area( 最 小 面积 )，218，350，367，398，446 
Leibniz rule( 药 布 尼 蒋 法则)，88 
lemniscate( 双 招 线 )，50，151 
level set( 水 平 集 )，88 
Lie bracket( 李 括 积 )，432，453 

properties of( 的 性 质 ) 433 
Lie group( 李 群 )，455 
Liebmann’s theorem(Liebmann Œ), 141 
line( 直 线 )，1，223 

characterization of( 的 特征 ) 4, 25 
line of curvature (曲率 线 )，101，121，123，127， 

130，228，302 

planar( 平 面 的 )，123 
line of striction( 严 格 线 )，82 
linear transformation( 线 性 变换 )，91 
linking number( 环 绕 数 )，24 
local( 局 部 的 )，47 
loxodrome( 斜 驶 线 )，279 


M 


Möbius strip( 默 比 乌 斯 带 ) 86 

manifold( 流 形 )，426 
Finstein( 爱 因 斯 坦 )，459 

Mann quote(Mann 论证 )，461 


索 4] 
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map command( BESS). 47 
mean curvature Æ h Æ), 115, 117, 195, 437 
and soap bubbles( MAB Z), 189 
constant(#), 187, 189 
for isothermal coordinates( 等 温 坐 标的 ) 201 
of Enneper’s surface(Enneper 曲面 的 ) 123 
vector field( ji] 3M), 437, 446 
via Maple( 利 用 Maple), 161 
mechanical curvature( 力 学 曲率 ) 388 
Mercator projection(# FHES), 258, 278 
ineridian( 子 午 线 ) 128 
as geodesic( 作 为 测 地 线 )，227 
meromorphic( 亚 纯 的 ) 202 
metric( 度 量 )，134，438，453 
divergence of( 散 度 )，457 
multiple( 售 数 )，453 
metric coefficients( 度 量 系数 ) 439 
minimal ruled surface( 极 小 直 纹 曲面 )，179 
minimal surface( 极 小 曲面 )，119 
Gauss curvature of( 高 斯 曲率 )，207 
adjoint of( 伴 随 ) 208 
associated family( 相 关 族 )，208 
examples( 例 子 )，181 
minimal surface equation ( 极 小 曲面 方程 )，178， 
185，351 
via Maple( 利 用 Maple), 214 
minimal surface of revolution( 极 小 旋转 曲面 ) 142 
modulus( 模 ) ，148，197 
Monge patch( 蒙 日 补 片 )，75，85 
monkey saddle( 3 8k ij), 194 
moving frame( # ay hR48), 298 
multiple metric( 倍 数 度量 ) 453 
Myers's theorem( Myers 定理 ) 453 


N 


natural boundary conditions( 自 然 边界 条 件 )，345，358 
natural equations( 自 然 方 程 )，24 

Neil’s parabola( 尼 和 尔 抛物 线 ) 36 

Newton’s problem( 和 牛顿 问题 )，4，398 

nodary, 147, 159 

nodoid, 159 

Norm( 范 数 ) 47 


normal( 法 的 ) 
outward-pointing( 指 向 外 部 的 ) 101 
principal( 主 )，20 
normal coordinates( 正 规 坐 标 ) ，442 
normal curvature( 法 曲率 )，100，130，224 
normal vector( 法 向 量 )，85 
normal vector field( 法 向 量 场 )，430 


O 


optimal control problem( 优 化 控制 问题 ) 394 
orbits( 轨 道 )，389 

orientable( 可 定向 的 )，428，429 

orientation option( 定 向 选项 )，48 

osculating circle( 密 切 图 )，29 

osculating plane( 密 切 平面 )，29，40 


P 


pair of pants(pant X}), 163 
parabola evolute( 抛 物 线 的 渐 届 线 )，35 
paraboloid( 抛 物 面 )，116，422 
elliptic( 椭 圆 的 )，116，125，162 
hyperbolic( 双 曲 的 )，116，125 
parallel( 平 行 的 )，128 
parallel postulate( 平 行 公 设 )，249，250，295 
parallel surface( 平 行 曲面 )，120 
parallel translation( 平 行 移动 )，441 
parallel transport( 平 行 迁 移 ) 301 
parallel vector field( 平 行 向 量 场 )，301，440 
for Foucault pendulum( 傅 科 摆 的 ) 306 
parameter curve( 人 参数 曲线 ) 71 
parametrization( 和 参数 化 ) 1, 72 
by arclength( MK), 16, 18 
of line HRH), 2 
patch(#h Hr), 72 
Monge, 75 
path connected( 道 路 连通 ) 73 
pendulum(#), 389 
and spring( 和 弹性 ) 390 
double( 双 )，391 
periodic solution RI IH), 388 
plane evolute F HAER), 34 
Plateau’s problem( 普 拉 托 问题 ) 183 
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Poincaré plane( BE ht 3¢ Fy). 244 
geodesic( 测 地 线 ) 248 

Poincaré upper half space( 庞 加 菜 上 半空 间 )，454 

pole( 极 点 )，321 

Pontryagin maximum principle ( 庞 特 里 亚 金 极 大 原 
理 )，397，398 

potential energy( 势 能 )，336，347，351，378，381， 
385, 389, 441 . 

potential function( 位 势 了 水 数 )，363 

principal curvatures( 主 曲率 )，101,，118 

principal normal( 主 法 线 )，20 

principal vectors( 主 向 量 )，101 

procedure( 程 序 ) 47 

product rule( 乘 积 法 则 )，6，88 

pseudosphere( {HER W), 131-133 

pursuit curve( 追 逐 曲 线 ) 15 


及 


real part( 实 部 ) ，196 
recreate procedure(recreate 程序 ) 57 
recreate3d(recreate3d), 59 
rectifying curve( 伸 长 曲线 7，40 
characterization of( 特 征 )，40 
regular( 正 则 的 )，3 
regular mapping( 正 则 映射 )，72 
reparametrization( 重 新 参数 化 )，17 
by arclength( 弧 长 )，16，17 
Ricci curvature( 里 奇 曲率 )，450，453，455 
divergence of( 散 度 )，458 
for surfaces( 曲 面 的 )，453 
Richmond's surface(Richmond 曲面 ) 
WE representation(WE 表示 )，205 
Riemann curvature( 黎 曼 曲 率 ) 447 
generalizes Gauss curvature( 推 广 高 斯 曲率 ) 447 
symmetries of (XT BREE), 448 
Riemannian connection( ® & KR), 300 
Ros’s theorem( Ros 定理 )，189 
roulette(— RHE A), 145 
ruled minimal surface( 直 纹 极 小 曲面 ) 179 
ruled surface( 直 纹 曲 面 )，80，126 
ruling( 母 线 )，80 


S 


saddle surface( #& m), 81, 102, 126 
scalar curvature ($R E HR), 451, 453 
Scherk’s fifth surface(Scherk $% fH), 182 
Scherk’s surface( Scherk.# Hi), 178 
WE representation( WE ZR). 206 
via Maple( 利 用 Maple), 213, 217 
Schwarz inequality (Hi EX REA), 6, 367 
Schwarzschild solution(Schwarzschild ##), 460 
second Bianchi identity (38 — HW, 2 f# Sak), 449 
second derivative test( 第 二 导数 橙 验 ) 128 
second fundamental form( 第 二 基本 形式 )，436 
properties of( 性 质 )，436 
second structure equation( 第 二 结构 方程 )，465 — 
second variation( 第 二 变 分 )，370 
secondary variational problem( 第 二 变 分 问题 )，370 
sectional curvature( 截 面 曲 率 ) 448, 455 E 
as Gauss cutvature( 作 为 高 斯 曲率 ) 448 
shape operator( 形 状 算 子 )，90，115，116，300，435 
and Gauss map( 和 高 斯 映射 ) 118 
as symmetric transformation( 作 为 对 称 变换 ) ，95 
formulas( 公 式 )，116 
of cylinder MRJ), 92 
of hypersurface( 超 曲面 的 ) 447 
of saddie( 鞍 面 的 ) 92 
of sphere( 球 面 的 ) 91, 436 
of torus( 环 面 的 ) 92 
zero(®), 92 . 
shortest distance( 最 短 距 离 )，5，7，325，336 349, 
377, 398 | 
shoulder( 肩 )，282 
Maple procedure for( 的 Maple 程序 )，290 
shrinkable curve( 可 缩 曲 线 ) 308 
smooth( 光 滑 性 )，73 
soap bubbjle( 肥 气泡 )，189 
soap film( 肥 皂 膜 )，176 
space evolute( 空 间 渐 屈 线 )，39 
spacecurve( 空 间 曲 线 )，48 
speed of curve( 曲线 的 速度 )，4 
sphere( 球 面 )，91，426，429，435 


索 Ef] 


Gauss curvature of( 高 斯 曲率 ) 

from forms( 形 式 的 ) 466 

sectional curvature of( 截 面 曲率 ) 448 
spherical curve( 球 面 曲 线 ) 28 
spiral of Cornu( 卡 牛 螺 线 )，41，375 
spring-pendulum( #ft#), 390 
state equations( 状 态 方程 )，397 
stereographic plane( 球 极 平 面 ) 

geodesic( 测 地 线 )，251 
stereographic projection( 球 极 平 面 射影 )，209，426 
stereographic sphere( 球 极 球面 )，244 
structure equation( 结 构 方 程 )， 

first( 第 一 ) 464 

second( 第 二 )，465 
Sturm-Liouville theorem( 施 图 姆 - 刘 维 尔 定 理 ) 327 
subs command(subs 命令 )，48 
surface( 曲 面 )，72 

closed( AJAY), 318 

compact( KAY), 75 

convex(/4 AJ). 318 

nonr-orientable( 不 可 定向 的 ) 86 

of Delaunay (RAH), 144, 148 

of revolution Hes# KJ), 77 

orientable( 可 定向 的 )，86 

ruled( 直 纹 的 ) 80 

saddle( #%), 81 
surface area( fH Mi MER), 176, 443 
surface of revolution( 旋 转 曲 面 ) 128 
surface tension( 表 面 张力 ) 173 
suspension bridge( 悬 桥 ) 12 
symmetric matrix( Xt PRB), 95 


T 


tangent developable( 切 可 展 的 ) 111, 127 
tangent indicatrix( 切 指标 线 )，69，316 
tangent plane( 切 平面 )，84，85 

tangent space( 切 空间 )，426 

tangent vector field( 切 向 量 场 )，430 
tantrix, 69, 316 

taut string( 张 力 强 )，391 
tautochrone( 等 时 曲线 )，10，65 
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theorem egregium(egregium 定理 ) 134 
torsion ( #% 3), 

geodesic (W ii), 303 

of curve h 2R RI), 22, 25; 32 

total( 全 ) 100 bs 
torsion of curve h AY EE RK), 47 
torus(# iy), 78, 129 

flat( 平 坦 的 ) 245 
total Gauss curvature (全 高 斯 曲率 )，118，297， 

298，304 

total torsion( 全 挠 率 ) 100 

of curve HH RKI), 25 
tractrix( 电 物 线 )，131 
transition map(F# ARH), 426, 427 
transversality condition( 横 截 人 性 条 件 ) 342, 345 
triangle angle sum( 三 角形 内 角 和 )，295 
trick to remember( 要 记 住 的 技巧 )，19 
tubeplot, 48 
twist(FH#$), 24 


U 


umbilic( FR), 138, 207 
umbilic point( AR A), 104 
undetermined time problem( 不 确定 时 间 问 题 )，343 
undulary( 波 形 线 )，146 
unduloid( 波 状 体 曲面 );，146，152 
geodesic( 测 地 线 )，269 
mean curvature of( 平 均 曲 率 )，158 
parametrization( 参 数 化 )，155 
unit normal( 单 位 法 向 量 )，85，86，89 
unit speed relation( 单 位 速度 关系 式 )，237 
unrolling( 展 开 )，253，254 
upper half-plane( 上 半 平 面 )，244 


V 


variation( 变 分 )，337，443 

vector field( 向 量 场 )，88，89，363，430 
parallel( 平 行 的 )，301，440 

velocity vector( 速 度 向 量 ),， 1 

Viviani’s curve(Viviani 曲线 )，29，65 
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